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NIELINIOWE FIZYKALNIE PROBLEMY TERMOSPRĘZYSTOSCI 
o Sr o d k Ow  OBROTOWYCH 
I. RÓWNANIA PRZEMIESZCZENIOWE

Streszczenie. Przyjmując, że sprężysty ośrodek obrotowy jest jed
no ro3ny~I- izoFropowy, lecz fizykalnie nieliniowy - typu Kauderera - 
uzyskano równania przemieszczeniowe problemu. Uwzględniono nielinio
wy wpływ pola temperatury.

1. Wstęp

Otrzymane tutaj równania przemieszczeniowe dla problemu nieliniowego 
fizykalnie w szczególnym przypadku fizykalnej liniowości upraszczają się 
do znanych równań, por. [3], obowiązujących dla ośrodków liniowo-sprzęży- 
stych,

Rozpatrujemy obrotowy ośrodek sprężysty zajmujący obszar y , którego 
brzeg oznaczymy przez <?/. Zakładamy również, że na części brzegu - oznaczo
nego przez - działają obciążenia powierzchniowe zaś na
części brzegu d V  zadane są przemieszczenia ui (ur ,u^ ,uz ).Podzbiory brze
gowe di" ; d spełniają relacje

0 f u 3 ^ =  d *  d rr\d r= < t>  (1 .1 )

Ponadto ośrodek poddany jest działaniu pola sił masowych Xi (Xr,X^1,Xz ) 
oraz stacjonarnego pola temperatur 0. Otrzymane równania przemieszczenio
we opisują problem w przypadku niestacjonarnego pola temperatury,przy za
łożeniu, że nie ma sprzężenia pola temperatur i przemieszczeń (zadanie 
quasi-statyczne, czas uważamy wtedy za parametr). Z uwagi na symetrię o-
środka obieramy krzywoliniowy układ współrzędnych walcowych (r.ę^z); oś
z układu pokrywa się z osią symetrii ośrodka.

W układzie współrzędnych walcowych niezmienniki stanu odkształcenia £, 

e określone są przez współrzędne odkształcenia por.[4], w następujęcy spo
sób :
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Będziemy przyjmować dalej, że energia swobodna (funkcja stanu, por. [i], 
ma następujęcę postać:

F(f.e.T) = G(1 -X)fij'fij ♦ |(1 " V  )(fk k )(fu ) " 3K(JL -  V )B ^ kk

(1.4)
(i, j ,k ,1 - r.tp .z ).

gdzie:

X = X(8 ) = - V  b j . ei1"1 , 9 = £(*) = |k ^  a/3^"2 .
j=2 0=3

P

V = ?©*,.) = ^]/3ae ©«CT )>3_2. i  - - f  it t f i  I (1.5)
0-3

w (1.5) przez *Cj oznaczono uśredniony współczynnik rozszerzalności ciepl
nej. Ponieważ

®ij = (1-6)

więc różniczkujęc (1.4) otrzymujemy:

. *tj - 2G[i - (x + ^ - ) ] £ij + r ^ j  + r- £ kk

- K(^ i j  + r 1 £kk + A i kk^ij - 3K(1 - 9 ) 9 ^ T 4 j  (1*7)

po dalszych przekształcenia uzyskamy:

e-ŁJ = 2G[1 - (X + e g|)l St i  + § £ ( X +  e ||)ii;ji-kk

/

" Ktf * |  f ) ^ j ^ k k  + A £ kk^ij - 3K(1 “ (1.8)

Oznaczajęc przez

x = * + e ai' ? ° £ + f  a f  > ^  = ■ i i x + ( 1 , 9 )
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równania (1.8) zapiszemy ostatecznie w postaci:

= 2G(l - X)fi;) + [x( 1 - y  )£kk - 2K( 1 - <f> )0/T ] St i  (1.10)

| (i.j = r,<p, z)

Nieliniowe równania konstytutywne (1.10) należę do grupy tzw. : równań
Kauderera. Wykorzystując relacje (1.5) w równaniach (1.9) możemy funkcje 
X i <p przedstawić w postaci szeregów potęgowych

Q
-2

(1 . 11)
p

\ e
/9=3

2. Współrzędne walcowe

W układzie współrzędnych walcowych równania konstytutywne (1.10) maję 

postać:
NL.
vou 2G( 1 - x)err + M l  -  Y t ^ r r ez z ] - 3K( 1 - f ) V T .

1

2G(l - X) + x(i - y ) ( e r r + e „ * £zz ^ - 3K( 1 - ę )&cCT.

^zz * 2G( 1 - X)ezz ♦ X(1 - y)(frr + <W + fzz> - 3K( 1 - r ) ^ .

■ 2G(i - X)erif. *rz ■ 26(1 - *)en . 6<f>z = 2G(l -

Związki między odkształceniami a przemieszczeniami, por. np. [3], okreś

lone są przez

2u , , 9u_ 3u„ „ , 0u 0u

er r  m erw m 2 (?  I Z  + ~  “ r ^ '  £rz  '  2 (~  +cry 2 vr dep

„ ć)u u - „ 0u 9u
* z z = ^  <2*2 >

x ■ (r.ąi.z) e T ;

natomiast równania równowagi we współrzędnych walcowych, por. [3], mają 

postać:



322 A. Lewicki
*

Sr r  _,
d6r r  + 1

+ 2
F J (2.3)

Ogólną postać naprężeniowych warunków brzegowych w układzie współrzęd
nych walcowych (r,<P,z) przedstawiaj? równania:

Ponieważ zadanie brzegowe problemu będzie formułowane w przemieszcze
niach, przeto należy zarówno operatory równań równowagi, jak i warunków 
brzegowych (naprężeniowych) określić na polu przemieszczeń. Podstawiając 
związki strony geometrycznej (2.2) do równań konstytutywnych (2.1)., te o- 
statnie natomiast do równań Cauchy*ego, otrzymamy układ 3 równań różnicz
kowych, cząstkowych z trzema niewiadomymi funkcjami ur , u^, u^j w spo
sób analogiczny, tj. poprzez funkcje przemieszczeń wyrażamy i naprężenio
we warunki brzegowe. Wprowadzając nieliniowe operatory równań przemiesz
czeniowych i naprężeniowych warunków brzegowych, oznaczone kolejno N I M ,  
jako macierze

(2.4)

Na pozostałej części brzegu 9 T  = 3 Y\BYzadane są przemieszczeniowe warun
ki brzegowe

ur (x) = ur , u^(x) =Uy , uz (x) = u2 , (2.5)

x e  9 t

(2.5)

(2 .6 )

zapiszemy wymitihione równania w sposób następujący:
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1 u + M U _ + M u.i_iL.i. rq> 9 rz z r r

*
V “ r

+
V u f

+ V * 3 *9 +

♦
1 u + M u + M u ■ 3C
zr r z? <p zz z Z z'

(2 . 8 )

gdzie X(Xr.X^, X2 ). Z(.&r .Z v, & z ) - kolejno pole sił "masowych" i "po
wierzchniowych", tj. analogiczne do sił masowych, lecz wywołane wpływem

pola temperatury.
Współrzędne tych sił okreólone są równaniami:

$ r ■ ( 7 * 0 ! r ; x v = ,<p i x 2 = ( y* 0 L
(2#9 )

Z r = 7 * 0 n r ; Zę = y* 0n^j # 2 = ^'*0n2 .

gdzie
y*= 2K( 1 - Cy .

Nieliniowe operatory N i M możemy przedstawić w postaci sumy częóci 

liniowej 1 nieliniowej

N  m N L + N N (2 . 10 )
M  - M L + Ml*1*.

Ola współrzędnych walcowych szczegółowę postać operatorów (2.10) podaję 

poniższe zależności :

a) operatory równań przemieszczeniowych
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ml i -2./’1 \ G g2|J<z’ 3G ‘/'JP
rtf? = A?7{? + r Wty ~ 7

n n u - - G Z  f 2 “ ^  - 2
ry f ■ p r  r r J r  ' ¿)y r Brdcp r

G ^ 3GX gu»
+ 7 ^  • v  + 7 “  •

2u„

r ' 3 cp ' 8 r ~  *

L
N r z uz " ( A  + G) W 6 ż'

h"  u x v ^  A 5 * * “* g * ^ “2 r 5*  * “2 .
rz z " " A ^  " A  d 7  • £ 7“  " G *  3 7 5 7  - G 2 7  • W *

L r 0 i1 * 2G 9 f“ r, A  ^ u r A £>,u r. 2G
jir r = G 2 7 {7  0 7 ' + ~  5 F (~ ) + 7  I ^ F 7  + 7  W ~ >  * 7  W *

N rl JLl1 2£i-2.A> W ^ ur A? S> A ,
V Ur “ F  W  “ “  W  ~  " ?  ^  " ~  &P ~  "

2GA £jv G ąjc 0ur 2 G 9 X  ¿, £ £  9<V  _*. g<£
r2 0 (Z> “ r * 2 7  * ^ j F  p2  0y  r " r 3 <p ' 2 r p2 * r #

nL g2u _ 9 , ^ V  2G d " ?  A  A ?  g2gg 2G

2G ,. 
7 U>

nN cx ^ Ul* I erc g A l  2GX ^  g2|Jy C r
V V  - - G *  g r 2 G * ¿,r(r ) - r 2 dlfZ - r 2 d f Z  - G *  ^ 2

2 G * £ %  2g x  g 2 £  A  + £  g* u _ £ g  g £  A  _
- “  $ T  + ^ 7  UJ> - G dr  • J T  * r dr- >  7  § p  dcf

A  ć>̂  A  _ q x  A
” 7  * W  " G 07 • 3z *

1 i A ,  n 1 A  1 ® 2uy
V u z = 7  3 ^ 5 7  ł G s l (7  * 5 ę T } *  ( A  + G) * 7  5 ? 2 7

(2.1 1 )



)

NN u = _ ¿ 2  _ GX f u_z A _ G gx f^z
^z z r dydT. ~ r Scfiiz. r  0y> * $z T  dz *

. o . u,. r_
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Ć' Ur- O U- p Ĉ U
Nzriir - (G + A) + A ^ ( — ) + 7

M 2 u „ '  O v  £  U 3  U

Nzrur = " G;t " G * E T  “ A V ' 273? - “
02u,

»¿2" filii GX gUr
A c?z * Jr r ^  r r 0z '

n !i u =z? <f r(G + A ) (3

m nN u *zp (?»
GA
r g^Sz

NL u = zz z G ♦ ‘ 
G ^  + ;

< z “z -
7 u

- GX --- 1
0r

/ u « 9u„

0  U , . 2a - . a d UZ . g 3uz+ 2G --- * + A ---- - * T  w
d z dz ‘7  ' 99*

. d%  £. Wi» “•__£. \3 (7A  £ op V
’^ • ^ - 7 J 7 2 - 7 ^ * ^ - - 2 G X

^ z  G X ^ uz G 32. * *----- To “ “55" oTT • ---

2
0*u2

9 ?

du
9uz GX ^ z- 26 H  • -A f/̂ r  - *9Z r - T F 1

b) operatory naprężeniowych warunków brzegowych (2.10)

0u„ 0u u „ <9u £u

Mrrur “ t(2G 2F" + A Sr + A ? " )nr + ?  W  n9> + 6 B T  "zl '

0U flu U #U_ 0u
M^rur - - [(2GX^r- * W - ^ ~  + A y  — ) nr + —  nf  + G A ^ -  n j  J

0u,_ 0uffl u„
Mr p >  " [f 1 $  nr + G(F Ł  " r ^ f  + ° * "z]' 

" i W  = V  [ r ^  °r + G * + 0 * nz]

\
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r ju 0u "i
Mrzuz ” [*3** "r + 0 * ny + G 3 ^  nzJ*

Mrzuz = n p + O . riy + G a | j ^  n2j ;

i r> or 2°,. u_ ~i
V “r " \r W  "r + (~  “r + * 27“  + X T )nV * ° ' nz\ '

^ r ur = “ [r* 0 ^  nr + (Sr* ur + A y  T T  * A v  + 0 • nz]{

M̂ UP = [(G W T  - ? * nr * ^  \ę * 7 I / N  + G j f  nz]•

= - [G % ‘ ̂  + r(2GX + X* > l i £  nf  * G * E T  "z]*

I r d U 7 r  du7 1
M?zuz = [° • nr + A ~  n? + 7  W  nz\‘

^ z uz - - [o . nr + W ? T  n? + S2 -JŁ n j ,

mL r 3u 3u u -|
zrur * [G J T  nr + 0 * ny> + * (27“  + 7“ )nzJ *

M T dXir U r 1
Mzrur = “ [g Z 27" nr + 0 * >  * ^ J T  * 7“ )nzJ{

Mz A  = [° ‘ "r + G >  + r nz]*

= ~[° • nr + G X V T  n? * T - j f  nz]i
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i T r  3u_ 0u -i
Mzzuz ' [G ~  nr + ?  l ę  n<f * (2G T T  + A  5 z " )nzJ*

' *

^ z uz = “ [G X —  nr + “  ~d(p nV *  {2GXJ T  * AV/ T T K } '

3. Stan osiowo-syinetryczny

Szczególnym przypadkiem ogólnego stanu naprężenia i odkształcenia jest 
stan osiowo-symetryczny. Stan ten charakteryzuje się osioWę symetrię, z 
której wynika symetria:

a) obszaru zajmowanego przez ośrodek;
b) podobszarów dY i Qy  ;
c) pól obciężeó (masowych i powierzchniowych);
d) pola temperatury.

W stanie osiowo-symetrycznya wektory przemieszczenia - sił masowych i 
powierzchniowych oraz pole temperatury określone sę funkcjami dwu zmien
nych r i z, tak że •

(3.1)

u r
= u r ( r , z ) . U (p = 0 . u z  = u 2 ( r , z ) ;

X
r

= x p ( r , z ) ,

ii

X

0 . X z  = x z ( r *2 >*

* r
= J f r ( r , z ) , 0 , X 7. ~ ^ z ( r -Z ) }

II

CD

\ 0 ( r . z ) ( r . z )  e  v =  a e r ‘

Zauważmy, że w stanie osiowo-symetrycznym pochodne względem zmiennej 
wszystkich występujęcych tam funkcji - sę równe zeru. Stan ten oznaczy

my cyfrę "1". W szczególności, jeśli odkształcenia sę niezależne od zmien
nej z - stan osiowo-symetryczny ~Z~ - wtedy wszystkie występujęce funkcje 

sę zależne jedynie od zmiennej r, czyli

“r
= ur(r), u r = o,

t
U?

= 0;

Xr = Xr(r), Xp = 0. Xz = 0; (3.2)

X r » * ( r ) . X<p = 0. *z = 0;

0 = 0 (r) r  e r = (a ,b ) C R1

osiowo-■symetrycznym "i” operatory N i M

N = tNijl2x2' M =■ ["ij i 2x2 (i.j = r.z) (3.3)
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otrzymujemy z równań (2.1l)1_18, (2.12)1_ia> wykorzystując założenia(3,1) 
tego stanu. Równania równowagi i warunki brzegowe maję teraz postać:

Nrrur + *rzuz

1L.
X♦ (jf*0)r = 0

Nzrur + Nzzuz ♦ xz - (7* 0)z - o

Mrrur + Mrzuz = X * r U
CD

Mzrur + Mzzuz

n

N + / e z
Ur = “r c N

II C' N

(3.4)
x e  a

x e (3.5)

x e 3 8

W stanie osiowo-symetrycznym “2 “ zachodzę równości

N = Npr M = Mrrj (3.6)

równania problemu brzegowego maję w tym przypadku postać:

N rrur + Xp - (y*Q)r ■ 0. x € (a,b) j

Mrrup = *. +1*Qnr xe{a};

up - up / xe { b } ;

operatory Nrr i Mrr wyznaczamy z równań (2.1l)1_2 (2.12)1_2 , przyjmu- 
Jęc założenia: pochodne względem zmiennych <f i z sę równe zeru; słuszne 
sę równości

n^ ■ nz = 0.
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PHYSICALLY NONLINEAR PROBLEMS OF THERMOELASTICITY OF ROTATIONAL MEDIA 
I. DISPLACEMENT EQUATIONS

S u m m a r y

The displacement equations are derived for homogeneous isotropic phy
sically nonlinear rotational medium of the Kauderer type. The nonlinear
effect of nonstationary temperatury field is considered.
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