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NIELINIOWE FIZYKALNE PROBLEMY TERMOSPR|ZYSTOŚCI 
o ś r o d k Ow  OBROTOWYCH 
II. ZASADY WARIACYJNE

Streszezenie. W artykule sformułowano zasady wariacyjne: Hu-
Washizu, Reissnera, Lagrange'a dla fizykalnie nieliniowego, termo- 
sprężystego ośrodka obrotowego.

1. Wstęp

Prawa rzędzęce deformację ośrodków sprężystych mogę być przedstawione 
w postaci zasad wariacyjnych. Z odpowiednio ogólnie sformułowanych zasad 
można uzyskać wszystkie podstawowe równania teorii sprężystości,tj. : rów
nania strony geometrycznej i fizycznej, równania równowagi,zwięzki nieroz- 
dzielności, a także warunki brzegowe. Dzięki temu problem określenia sta
nu naprężenia i odkształcenia ośrodka sprężystego może być sprowadzony do 
rozwięzania odpowiedniego zadania wariacyjnego. Występujęce w tych zada
niach funkcjonały maję w mechanice ośrodków cięgłych odpowiednię interpre
tację fizycznę.

Sformułujemy kolejno wariacyjne zasady: Hu-Washizu, Reissnera i Lagran
ge'a. Formułujęc zasady wariacyjne mamy głównie na uwadze ich sens geome- 
tryczno-fizyczny, a nie aspekt matematyczny.

Rozpatrzmy ośrodek sprężysty, zajmujęcy obszar osiowo-symetryczny V, 
który znajduje się w równowadze. Przyjmujemy, że obszar ten jest ograni
czony brzegiem g v =  ¿ ^ Ud Yg dz ie ć>rfl d Y * 0 . Ośrodek jest poddany działaniu 
ustalonych pól sił masowych i powierzchniowych oraz pola temperatur.

Zadajemy kolejno następujęce warunki brzegowe,, przemieszczeniowe i na
prężeniowe :
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Podstawowy funkcjonał tej zasady, por. [4], oznaczony tutaj przez I, 
można uzyskać z funkcjonału określajęcego pełnę energię potencjalnę oraz 
przez wprowadzenie przemieszczeniowych warunków brzegowych, a także przez 
uwzględnienie równań strony geometrycznej; rolę mnożnika Lagrange'a będzie 
spełniać w tym ostatnim przypadku tensor naprężenia.

Funkcjonał I ma po3tać:

I = = J FQdx - ) (Xrur + ^ Uęr.+ Xzuz )dx -
Y Y

- f { e r r U rr - * < W  | > -  <7 W  + + < W £zz - *

+ 2 % | f r  - \  e f  F > ]  + 26rz[£rz - +

[ , 0u . 3u ii . a _ ^
£<pz ~ 2 (3 F  + 7  J) dx " j  iur*r + u<pX9>* uza z ,dx _

d r

-  J  -  U r ) * 3y , ( y  ~ U p , )  ♦  X z ( uz  -  u z ) J d x *
Sy-

Obliczmy wariację funkcjonału I, traktujęc przyrosty wirtualne *̂£ij • 
S 0  .■ S u i  (i.J = r,< p ,z) jako wzajemnie niezależne. Na brzegu d y -  na któ
rym określone sę naprężenia - przyjmujemy, że występuję przyrosty wirtual
ne przemieszczeń, a na brzegu d v  , na którym zadane sę przemieszczenia, 
przyjmujemy, że występuję zmiany naprężeń.

Warunkiem koniecznym stacjonarności funkcjonału 1 Jest zerowanie się 
pierwszej wariacji, czyli
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Ponieważ wariacje <f£rr, <f£^ . <f£22< <f<Trr« ( T ^ -  ^ r2*

<fóp2 * ¿’«'zz* ^ ur* iuz 99 niezależne, więc ze wzoru (2 .2 ) otrzy
mujemy następujące równania interesującego nas problemu wariacyjnego:
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Otrzymaliśmy równania strony fizycznej.
Przyrównując do zera współczynniki przy wariacji przemieszczenia,otrzy

mamy równania równowagi
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Przyrównując następnie do zera współczynniki przy wariacji składowych sta
nu naprężenia uzyskujemy związki między przemieszczeniami i odkształceniami
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Kolejne równania to naprężeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe

x r = x r. x<f = <i?, <*̂ - ¿z, x e sr
(2.6 )

up = ur . u y, = u,. = uz . x e  d r

t
Zasada ta nie Jest zasadę ekstremalnę a rozwięzanie zadania wairacyjnego 
przedstawia punkt siodłowy funkcjonału.

3. Zasada Reissnera

Funkcjonał tej zasady uzyskamy przekształcajęc funkcjonał I zasady Hu- 
Washizu. Uwzględniajęc że

Fo = 8 + ^rr£rr + ^f<f £<fcp* £z z £z z  + 2 ̂ rcp £r(p +

♦ 2 6r z er z  + 2 ^ z . (3.1)

a także przyjmujęc stronę geometrycznę zagadnienia w znanej postaci (rów.
(2.5)) możemy napisać:
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39

W (3.2) przyjęto oznaczenia:
A

G - potencjał termodynamiczny Gibbsa określony równaniem
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a - funkcja intensywności naprężeń;

b - funkcja średniego naprężenia normalnego, por. [3I.

Funkcjonał tej zasady również nie jest funkcjonałem ekstremalnym,a wa
runek stacjonarności ¿ 1 = 0  wyznacza punkt siodłowy funkcjonału Reissne- 
ra. Oednakże rozważania dotyczęce własności tego funkcjonału, np.: dla u- 
stalonych wartości tensora naprężenia lub odkształcenia mogę doprowadzić 
do twierdzeń ekstremalnych. Przyjmujemy, że tensor naprężenia <5̂ .,. wektor 
przemieszczenia ui# (i,j = r  ,<p, z) sę niezależnymi funkcjami. Obliczajęc 
pierwszę wariację funkcjonału i przyrównując otrzymany rezultat do zera 
uzyskamy:
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Element objętości dx = rdrd^dz. Ponieważ wariacje S&r r , 5 6 ^ .  <fó2Z> 
d&i-yi S6r z i ¿ G yz’ <?ur i <fuip, J u2 sę niezależne, przeto ze wzoru (3.4) o- 
trzymamy równanie Eulera problemu wariacyjnego. Przyrównując do zera współ
czynniki przy wariacji współrzędnych naprężeń i przemieszczeń uzyskamy ko
lejno: związki strony fizycznej (równania konstytutywne w drugiej posta
ci), równania strony statycznej oraz warunki brzegowe na d y  i d y . Treść 
zasady Reissnera wyraża twierdzenie: ze wszystkich współrzędnych tensora 
stanu naprężenia &  ̂  i wektora przemieszczenia û  ̂ tylko te nadają sta
cjonarną wartość funkcjonałowi Reissnera l[ 6 . . ,u,], które spełniają rów-- 
nania równowagi, równania konstytutywne i warunki brzegowe na d y  i o f .
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4. Zasada całkowitej energii potencjalnej (Laqrangę‘a)

Przyjmujemy, że spełnione są warunki brzegowe na d r ,  a odkształcenia 
i przemieszczenia związane są znanymi zależnościami; w tym przypadku funk
cjonał I, określony równaniem (2 .1 ), przyjmie postać:

1 “ /  Fodx " f  (*rur * XP UP + xzuz )dx "
r  r

- f (irur +-^zu2 )dx; (4.1)

d 9
zapisując ('4.1) w postaci zwięzłej Otrzymamy:

I = / (Fq - X±ui )dx - I ¿ iuidx (i = r.ęs.z). (4.2)

r  99
Ponieważ

Fo “ Uo ~ f  °(3 e >* (4.3)

więc po zastosowaniu w (4.2) przykształcenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzy
mamy, por. [1 ] :

1 “ / tuo * (xi - F T  (7*9) i)“i]d* -

i
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39

Oznaczając

xi = xi - K7(/*0)'i

K - *i + 7*0 ni

gdzie stałe Lamego,

otrzymujemy funkcjonał:

I = I (Uo - XiU± (dx - f  i ± uŁdx ( i - r.P.z). (4.5)

r  a>>

W układzie współrzędnych walcowych

= Xr - ( f e )  r , i; = ir + / * 0 n r ,

“ *<p- ay= i ę s + ^ S n ^  (4.6)

Xz “ X Z -  (7* 0) Z -*z “ *z + 7*0 nz
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Oznaczając Wq = J Ugdx mamy:

<$V*o = f X^jVdx + f ar*Su±(ix. (4.7)

r d ?
Wariacja pracy odkształcenia izotermicznego w ośrodku sprężystym ma po
stać :

Z porównania (4.7) i (4.8) otrzymujemy następującą analogię sił maso
wych: przemieszczenia i odkształcenia będą w ośrodku termosprążystym ta
kie same Jak w ośrodku sprężystym. Jeśli na Q r przyłożyć te same prze
mieszczenia a na d r  -  obciążenia X* » + 7*6 n ^  dodatkowo należy Jako

siły masowe przyjąć wielkości X* ■ XŁ - ^” (7*0 ) Ł.

Przyrównując do zera wariację funkcjonału (4.1) otrzymujemy równania 
równowagi i warunki brzegowe na d r  . Funkcjonał I (przy pewnych dodatko
wych założeniach) osiąga minimum. Porównując energię potencjalną dla pola 
przemieszczenia u^ oraz anerię potencjalną dla pola przemieszczania 
ui ♦ S u i  otrzymamy:

Jeśli I 1 - I ? 0 ,  to w rozpatrywanym przypadku funkcjonał będzie osiągać 
minimum. Wykorzystując równania Kauderara po azeregu przekształceniach o- 
t rzymaay:

(4.8)

I* - I - § / { 2g[i - (X 4 2e f > K / . kl ♦
r

(4.10)

Jeżeli więc funkcje X i <p spełniają nierówności,
V

(4.11)

to

r

co gwarantuje absolutne minimum funkcjonału I.
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Warunki (4.11) zastąpimy równoważnymi
I

1 - *(a> + ¿-(i) > 0

i - <pU) * g >  °*

(4.13)

Nierówności (4.13), uzyskane przez nas dla termosprężystego ośrodka fi
zykalnie nieliniowego, są identyczne jak dla ośrodka sprężystego fizykal
nie nieliniowego, por.[2]. Treść zasady całkowitej energii potencjalnej 
zapiszemy w postaci twierdzenia: ze wszystkich pól przemieszczeń ośrodka, 
określonych funkcjami materiałowymi spełniającymi (4.13) tylko przemie
szczenia spełniające warunki równowagi i zadane naprężeniowe warunki brze
gowe - wyrażone w przemieszczeniach - nadają energii potencjalnej wartość 
minimalną.

Funkcjonał całkowitej energii potencjalnej i jego wariację można wy
razić poprzez przemieszczenia w postaci:

1 = " Z  {  Aik° ukuidx " /  (xi " H - (/*0 ) > i )uidx +
r

* Z  i  Bik° UkUidx “ f  <*:i ♦ / ‘0 " i )uidx (4.14)
Sr Sr

31 " - i Nik° ukifuidx ~ f (* i " H 7 (/ 0 ) 'i)<ruidx * 
r r i

+ / M i k o u k cTu^ż - | +y#0 nĵ JtTû d̂z = 0 (4.15)

^  d r  (i,k = c ,<p, z).

Postaci operatorów Bij(• Ni|<» podano w części dotyczącej rów
nań przemieszczeniowych. Zasada wariacyjna energii dopełniającej dla fi
zykalnie nieliniowych termosprężystych ośrodków obrotowych została sformu
łowana w [3] .
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$H3HtffiCKH HEJIHHE0HAH S A JU m  TEPMOynpyTOCTH BPAlĘATEJIbHhtt CPEÄ.

I I .  BAPHAIUOHHHE IIPHHUffilH

P  e 3 a  M e

B paSoTe npeflCtaBJieHO BapaanHOHHue npnHpnnhi Bam Huy, PeitcHepa h  Jlarpamca 
Azs $H3HaecKH HeJiHHeftHoß TepMoynpyroä BpaaiaTejiBHOä cpeflH.

PHYSICALLY NONLINEAR PROBLEMS OF THERMOELASTICITY
OF ROTATIONAL MEDIA
II. VARIATIONAL PRINCIPLES

S u m m a r y

Variational principles of Hu-WashiZu, Reissner and Lagrange for phy
sically nonlinear thermoelastic rotational medium are derived.
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