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PRZESTRZENNE ZADANIE BRZEGOWE 
OŚRODKÓW FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczenie. W pracy sformułowano problem brzegowy przestrzen­
nego zadania nieliniowej teorii sprężystości. Równolegle do ujęcia 
operatorowego podano równoważne sformułowanie wariancyjne i wykaza­
no istnienie jego rozwięzania.

1. Wstęp

W pracy analizuje się pierwszy problem brzegowy dla ośrodków fizykal­
nie nieliniowych, określony przez operator równaó przemieszczeniowych po­
dany w pracy [1]; w szczególności bada się podstawowa własności nielinio­
wego operatora równaó przemieszczeniowych, równoważne z jego potencjalno- 
ścię.

Następnie, korzystając z metod podanych w pracach [4, 6], sformułowa­
no problem wariacyjnie. W oparciu o twierdzenia z [6] wykazano istnienie 
rozwięzania i zbieżność metody Ritza.

2. Sformułowanie problemu

Rozpatrzmy pierwszy problem brzegowy nieliniowej teorii sprężystości, 
por. [3], w obszarze Q

K [v(£2 )div u]jJL - |  G[x(e2 )div u] ± +

+ G[X(e2 )(ui(J +'Uj(i)](j + XA = 0  (2.1)

i.j = 1.2,3

z warunkami brzegowymi

Ui(xk ) = 0 ,  xk = (x1 ,x2 ,x3 )e g a (2.2)

W równaniu (2.1) u = u(xi ) *> (u1 (xi ), u2 (xi ), Uj(xi )) jest 8T"kanym 

przemieszczeniem punktu (xlfx2 ,x3 ) E S ,  K, G - stałymi materiałowymi
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X. = Xi (X|<) - znaną funkcję wektorowę, określajęcę wpływ obciężenia i po­

la temperatury działajęcych na ośrodek, 3 2 - brzegiem obszaru 2.
2 2W (2.1) wielkości S , e określone sę następujęcymi zależnościami, 

por. [3]:

£ 2 = £2 (u) = (| div u)2 = (| u , , ) 2 .

e2 = e 2 ( S ) = f ( u lijui i j ł ui i j U j i i . | u iilujij) (2.3)

2  2  »Funkcje y(e ) oraz J((e ), określajęce nieliniowość układu (2.1), otrzy­
mywane sę na podstawie badań doświadczalnych. Zakładamy,że spełniaję one 
następujęce warunki, por. [4]:

1) y  , X e C2 (R* );

2 ) ^ - [  y( e2 )e) = M e 2 ) + zvtez )£2 ^  # , >  o ;

^ • [ X ( e 2 )e] = X(e2 ) + 2X'(e2 )e2 >  3^ >  O; (2.4)

3) y( O) = 1, X(0) = 1;

4) funkcje y(£Z)e oraz X(e2 )e sę wklęsłe.

I Z warunków (2.4) wynikaję, por. [4], następujęce ograniczenia, nałożo­
ne na funkcje y  oraz % :

y ( o ) >  y ( e 2 )^  a ^ ,  y ' ( £ 2 ) -<  o ,

X ( 0 ) >  x(e2 ) ^  * 2 . y(e2 ) ^ 0 ,

(2-5 >

]x'<*2 ) U %
e

3. Własności operatora układu

Oznaczmy przez P operator układu (2.1), czyli

Pu = - |K[y(e2 )div u ] ± - j  G[x(e2 )div u] i +

+ G[X(e2 )(ui i j + uJ > .)]>j}. (3.1)



Niech D(P) będzie zbiorem określonym następujęco:

0(P) = j u  = ( u l t u 2 , u 3 ) ;  £ C2 ( Q)  O C(!2)

u± spełnia (2.2), i = l,2,3j.

Przez (•,’) oznaczmy iloczyn skalarny elementów u, v £ 0 ( P )

(u,v) = J  u ±v ± di) 

a

a przez | ' || normę elementów D(P), czyli:

flul2 = I uiujL dS2 

Q

Twierdzenie

Pochodna Gauteaux P^h operatora P ma następujęce własności:

i) liniowość ze względu na h, 

ii) symetrię

(PjR. v) = (P'-v, R ) f u ,  R e D ( P )  (3.2)

iii) dodatnię określoność

(PUR. R) y llhll2 , y >  0 Y  u,h e D(P) (3.3)

DOWOD: Obliczmy pochodnę Gateaux, operatora P, zdefiniowanę następu­
jęco (por. 4,5 ):
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pif = ^ [ p ( u  * tR)] I = u «  p <h + ^  - ? y
u 11 =0 t —  o 1

t e  r, u, R e  d(p)

Pochodna ta ma postać:
/

P^R = - jl<[y(£2 (u) )div h + 2V'(£2 (R))£(R,R) .

. div u ] , - §■ G[X(e2 (u) )div h + 2X'(e2 (u)) .,1 O

. e(u,R)div u] , + G [X(e2 (u) )(R, + R t ) +

+ 2X'(e2 (u))e(u,R)(ui> j + uj,i)],j} i.j = 1.2.3

(3.4)

(3.5)
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gdzie

£(S.R) = §• “j.jhi.i.

e(u.K) » |(uitjhif;j * ui#jhJti - | u i(ihJłJ) (3.6)

ć(u«u) = 6 2 (u ),

_ — 2 — 
e(u,u) = e (u) (por. [2,3]).

Jak widać, Pih jest liniowa ze wzgj.edu na Fi. Obliczany v) dla
u,Fi,v £ D(P).

Korzystając z definicji iloczynu (',*) otrzymamy:

(PiR, v) = - / |K[-y'(£2 (u))div h + 2 y'( £2 (u )) .
O

e(u,R)div u ] t J  C5[x («2 (u ) )div R +

+ 2X'(e2 (u))e(u,R)div u] ^ + G[X(e2 (u)) .

|
(h-i -i + h i i^ + 2 X /(e2 (u))e(u,R) .1 • J  J  * 1

(ui.j ’+ UJ.i)],j V i}dH (3’7)

Całkując wyrażenie (3.7) przez części z uwzględnieniem warunków brze­
gowych (2.2) dla h, v oraz wykorzystując związki (3.6), uzyskany:

(PiR, v) * j {9K[v(£2 (S))£(Fi.v) +
ii

+ 2V''(£2 (u))£(u,F>)e(v,R) + j  G[x(e2 (S)e(R.v) +

+ 2 X'(e2 (u))e(u,R)e(u,v)]j da (3.8)

Jak widać (p~h, v) = (
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\
Podstawiając w (3.8) th = v otrzymamy:

(pifi.R) = j |9K[v(£2 (u))£2 (R) + 2y'(£2 (uTle(u,h)] 2 ] +

B

+ |  G[x(e2 (u))e(R.R) + 2G X'(e2 (G ))[ e(fi .fi )] 2 ]} da (3.9)

Z nierówności Schwarza dla form £(u,fi), e(u,R) oraz z warunków (2.5) wy­

nika, że

(PiR.fi) ^  I {9K[y(£2 (u) + 2v'(£2 (u)) .

a

f .  f i ( u . R ) ]  e ( K . K )  ♦ f  G [ x ( e 2 ( S ) )  +

+ 2G X'(e2 (u ) )e(u ,u )e(R ,h 2} da >  

f i  J  [(div R )2 + 2e(R,R)]da (3.1 0 )

gdzie

¡X = min [K | 6

Uwzględniając w oszacowaniu (3.10) nierówność Korna [2] oraz Friedrichsa 

[6] otrzymamy
. * I

(pjR.fi) >  |  /^J(hi,j + hj,i)(hi,j + hj.i)di! >
a

^ c l ' (h i  jh ± J + h±hi )da J s c j  h jh jdn  = c||h||2 (3.11)

a a

Równość (3.5), (3.8) oraz nierówność (3.1l) dowodzą słuszności twierdze­

nia 1.

4. Wariacyjne sformułowanie problemu

2 własności operatora P oraz z twierdzeń przytoczonych w [4] wynika,
że jeżeli istnieje rozwiązanie równania Pu « X, gdzie X = (X1>X2 ,X3 ), to

i) Jest jedyne

ii) minimalizujące funkcjonał

4>(u) = I (Ptu.u)dt - (X, u) w D(P) (4.1)
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iii) element u q £ D ( P )  minimalizujący funkcjonał (4.1) w D(P) spełnia 
równanie Pu = X.

Korzystając z definicji operatora P możemy funkcjonał (4.1) zapisać 
w postaci;

r
4>(u) m I da |  k | y'(y)dy + 

a o

e2 (u )
+ I  G | X(y)dy] - (X, u) (4.2)

O

Funkcjonał (4.2) z punktu widzenia mechaniki ośrodków ciągłych określa 
całkowitą energię potencjalną rozpatrywanego ośrodka, zajmującego obszar 
a , por. [l, 3].

Rozpatrzmy funkcjonał (4.2) w przestrzeni V:

V = {u; u = (u^Ug.u-j), ui £ V ^  (a), i =■ 1,2,3

z normą

2 3 2 
IMI v  Z  |d± u |

v i,j=l

gdzie

Di = ¿f“ ' {P°r* 151

Minimum funkcjonału (4.2) w V nazwiemy rozwiązaniem uogólnionym proble­

mu (2.l)-(2.2).

Twierdzenie

Oeżeli X należy do przestrzeni sprzężonej z V, to funkcjonał (4.2) 
osiąga w V Jednoznacznie określone minimum.

Dowód twierdzenia wynika bezpośrednio z twierdzeń w [4,6] oraz z warun­
ków (2.4).

Twierdzenie

Przybliżony ciąg rozwiązań otrzymany metodą Ritza jest ciągiem minima­
lizującym funkcjonał «¡> .

Dowód twierdzenia wynika z twierdzeń z [4, 6] oraz z warunków (2.4).
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p  e  3 d  u  e
1 _
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UHOHHyD ( J o p u y z H p o B K y  h  A 0 K a 3 a H 0  c y n e c T B O B a H H e  h  o ^ H O S H a ^ B o c ib  p e m e H H Ä .

* /

SPATIAL BOUNDARY PROBLEM FOR PHYSICALLY NONLINEAR MEDIA 

S u m m a r y

The paper defines the boundary problem of a space task in non-linear 
elasticity theory. Together with the operational formulation, the paper 
presents an equivalent variational formulation, showing the existance and 
uniqueness of its solution.
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