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Dadwiga 0eDRZEOCZYK

PRZESTRZENNE ZADANIE BRZEGOWE
OSRODKOW FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczenie. W pracy sformutowano problem brzegowy przestrzen-
nego zadania nieliniowej teorii sprezystosci. Roéwnolegle do ujecia
operatorowego podano roéownowazne sformutowanie wariancyjne i wykaza-
no istnienie jego rozwiezania.

1. Wstep

W pracy analizuje sie pierwszy problem brzegowy dla o$rodkéw fizykal-
nie nieliniowych, okre$lony przez operator réwnaé przemieszczeniowych po-
dany w pracy [1]; w szczegélnosci bada sie podstawowa whasnosci nielinio-
wego operatora réwnad przemieszczeniowych, réwnowazne z jego potencjalno-
Scie.

Nastepnie, korzystajac z metod podanych w pracach [4, 6], sformutowa-

no problem wariacyjnie. W oparciu o twierdzenia z [6] wykazano istnienie
rozwiezania i zbiezno$¢ metody Ritza.

2. Sformutowanie problemu

Rozpatrzmy pierwszy problem brzegowy nieliniowej teorii sprezystosci,
por. [3], w obszarze Q

K [v(£2)div uljL - | G[x(e2)div u] £ +

+ GLX(e2)(Ui@@ +"Uj(i)]1G + XA =0 @.1)

z warunkami brzegowymi

Ui(xk) =0, xk = (x1,x2,x3)e g a 2.2)

W réwnaniu (2.1) u = u(xi) *®» (uUl(xi), u2(xi), Uj(xi)) jest 8T"kanym

przemieszczeniem punktu (xIfx2 ,x3)ES, K, G - statymi materiatowymi
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X. = Xi(X|<) - znang funkcje wektorowe, okreslajece wptyw obciezenia i po-

la temperatury dziatajecych na os$rodek, 32 - brzegiem obszaru 2.
W (2.1) wielkosci 82, e okreslone se nastepujecymi zalezno$cianmi,
por. [3]:

£2 = £2@) = (] div u)2 = (Ju,,)2.
e2 =e2(S)=Ff(ulijuiijtuiijUjii. Juiilujij) (2.3)
Funkcje y(ez) oraz J((e2 ). okreslajece nieliniowo$é uk¥adu (2.1), otrzy-

mywane se na podstawie badan doswiadczalnych. Zaktadamy,ze spedniaje one
nastepujece warunki, por. [4]:

1) y.Xe C2QR*);

2) ~-[y(e2)e) =Me2) + zvtez)E2 ™ #,> o0;

Ne[X(e2)e] = X(e2) + 2X"(e2)e2> 3~ > 0; 2.4)

3) y(0) =1, X(0) = 1;
4) funkcje Y(£Z)e oraz Xx(e2)e se wkleste.

I Z warunkéw (2.4) wynikaje, por. [4], nastepujece ograniczenia, natozo-
ne na funkcje y oraz % :

y(o)> y(e2)r an, y'(£2)=< o,

X(0)> x(e2)n *2. y(e2)"0,
(2-5>

Ix"<*2) U %
e

3. W#asnosSci operatora uktadu
Oznaczmy przez P operator uktadu (2.1), czyli

Pu = - |KLy(e2)div u 1+ - j G[x(e2)div u] i +

+ G[X(e2)(uiij+ul>.)]1>j}- (Y
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Niech D(P) bedzie zbiorem okreslonym nastepujeco:
O(P) =ju = (ultu2,u3); £ C2(Q) 0 C('2
ux spednia (2.2), i=1,2,3].
Przez (e=,’) oznaczmy iloczyn skalarny elementéw u, VEO(P)

(u,v) = J uzxvt di)

a

a przez || norme elementéw D(P), czyli:

flul2 = | uviuj d®
Q
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Pochodna Gauteaux P~h operatora P ma nastepujece whasnosci:

i) liniowo$¢ ze wzgledu na h,

ii) symetrie

(PjR. v) = (P*-v, R) fu, ReD(P)
iii) dodatnie okreslonos¢

(PIR. R) vy IR, y >0 Y uheDd(P)

DOWOD: Obliczmy pochodne Gateaux, operatora P, zdefiniowane
jeco (por. 4,5 ):

pif =~[pCu * tR)] | = u« p<h+ "~ -2y
u 11=0 t- o 1
ter, u, R e d(p)

Pochodna ta ma postac:
/
PAR = - jI<[y(£2 (u))div h + 2V*(£2 (R))E(R,R)
. div ul] 1" ? G[X(e2 (u))div h + 2X"(e2(u))

. e(u,R)div u] , + G[[X(2(uW)R, + R t)+

+ 2X"(e2 (u))e(u,R)(ui>j + uj.id1.i} ij o= 1.2

G.2)

3.3)

nastepu-

G.49

3.5
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gdzie
£(S.R) = & “j.jhi.i.
e(u.K) » |(uitjhif;j * uvi#jhdti - | u i(ihJ4J) (3.6)
¢(u«u) =62 ),
— 2 —
e(@,u) =e (W (por. [2,3]).
Jak wida¢, Pih jest liniowa ze wzgj.edu na Fi. Obliczany v) dla

u,Fi,v £ D(P).
Korzystajgc z definicji iloczynu (°,*) otrzymamy:

(PiR, v) = - 7/ [K[-y"(E2 (u))div h + 2y"(£2(u))
0
e(u,R)div u] t J OO[x(«2 (u))div R+

+ 2X"(e2 (u))e(u,R)div u] ~ + G[X(e2 (uw))
(hi ;i + hj jn + 2X/(e2 (u))e(u,.R)
(ui.j * UJ.i)],J Vi}dH @3°7)

Catkujac wyrazenie (3.7) przez cze$ci z uwzglednieniem warunkéw brze-
gowych (2.2) dla h, v oraz wykorzystujac zwigzki (3.6), uzyskany:

(PiR, V) *J{QK[V(EZ(S))E(Fi_v) +
ii

+ 2V'T(E2 (W)E(U,F>)e(v,R) + J G[x(e2(S)e(R.v) +

+ 2 X"(e2 (u))e(u,R)e(u,v)]j da (3.8)

Jak widaé (p~h, v) = (
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Podstawiajac w (3.8) th = v otrzymamy:

@ifi.R) = j [9K[V(E2 (U))E2(R) + 2y”(£2 (uTle(u,h)] 27 +
B
+ 1 G[x(e2 (u))e(R.R) + 2G X"(e2 (G ))[e(fi fi)]2 1} da (3.9)

Z nieréwnosci Schwarza dla form £(u,fi), e(u,R) oraz zwarunkéw (2.5) wy-

nika, ze

(PIR.Fi) ~  1{9K[y(£2(u) + 2v"(£2(u))

a

f L fi(u.R)] e(K.K) ¢ f G[x(e2(S)) +
+ 26 X"(e2 (u))e(u ,ude(R ,h 2} da >
il [iv R R + 2e(R,R)1da (3.10)
gdzie

iX = min [K | 6

Uwzgledniajac w oszacowaniu (3.10) nieréwnos¢ Korna [2] oraz Friedrichsa

[6] otrzymamy

@JR-Fi)> | /~3(hi,j + hj,i)(hi,j + hj.i)i! >
a
~c I'(hi jhx J + h+hi )da Jscj hjhjdn =c||h]|2 (3.11)
a a

Réwnos¢ (8.5), (3.8) oraz nieréownos$¢ (3.11) dowodzg stusznosci twierdze-

nia 1.

4. Wariacyjne sformutowanie problemu

2 whasnoscioperatora P oraz z twierdzenprzytoczonych w [4] wynika,
ze jezeliistnieje rozwigzanie roéwnania Pu « X, gdzieX = (X1>X2,X3), to

i) Jest jedyne

ii) minimalizujace funkcjonat

4>) = | (Ptu.u)dt - (X, u) w D(P) 4.1
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iii) element uq£D(P) minimalizujacy funkcjonat (4.1) w D(P) spetnia
réwnanie Pu = X.

Korzystajac z definicji operatora P mozemy funkcjonat (4.1) zapisac
w postaci;

S m 1 da rI k| y"(dy +
a o
e2(u)
+1.6 | X(y)dyl - X, v “4.2)
0

Funkcjonat (4.2) z punktu widzenia mechaniki o$rodkéw ciggtych okresla
catkowity energie potencjalng rozpatrywanego osrodka, zajmujgcego obszar
a , por. [I, 3].

Rozpatrzmy funkcjonat (4.2) w przestrzeni V:

vV = {u; u = (urUg.u-j), Uif£V~ (a), i =1,2,3

z normag

gdzie

Di = (f“ " {P°r* 151

Minimum funkcjonatu (4.2) w V nazwiemy rozwigzaniem uog6lnionym proble-
mu (2.1)-(2.2).

Twierdzenie

Oezeli X nalezy do przestrzeni sprzezonej z V, to funkcjonat (4.2)
osigga w V Jednoznacznie okreslone minimum.

Dowéd twierdzenia wynika bezposSrednio z twierdzen w [4,6] oraz z warun-
kow (2.4).

Twierdzenie

Przyblizony ciagg rozwigzan otrzymany metodg Ritza jest ciagiem minima-
lizujagcym funkcjonat <« .
Dow6d twierdzenia wynika z twierdzen z [4, 6] oraz z warunkéw (2.4).
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nPOCTPAHCTBEHHAH KPAEBAH 3AAAHA AUfl $H3HHE.CKH HEJIHHEaHHX CPE.H

e 3d u e
P 1

llpeflOTaBjieHO ipopiiyjiHpoBKy icpaeBO4a 3a,ga*iH ajih npocipaHciBeHH icc 3aflag He-
ZHHe&dHO®6 TeopHH ynpyrociH. Kpoue onepaiopHoro nojxo”™a npHBe”eHO BapHa—
UHOHHyD (JopuyzHpoBKy h AOKa3aHO cynecTBOBaHHe h o"HOSHa"Bocib pemeHHA.

SPATIAL BOUNDARY PROBLEM FOR PHYSICALLY NONLINEAR MEDIA

Summary

The paper defines the boundary problem of a space task in non-linear
elasticity theory. Together with the operational formulation, the paper
presents an equivalent variational formulation, showing the existance and
uniqueness of its solution.
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