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Stroszczenie. W pracy sformułowano wariacyjnie płaski stan na- 
prężenia dla ośrodków fizykalnie nieliniowych. W analizowanym przy
padku wykazano istnienie i jednoznaczność minimum funkcjonału,a tak
że zbieżność metody Ritza.

1. Wst ęp

W pracy analizuje się problem brzegowy tzw. płaskiego stanu naprężenia, 
w którym rozwiązania szuka się w naprężeniach. W przypadkach najczęściej 
spotykanych w zastosowaniach można pominęć siły masowe i wówczas,po wpro
wadzeniu funkcji naprężeń Airy'ego problem opisany jest jednorodnym nie
liniowym równaniem rzędu czwartego z niejednorodnymi, liniowymi warunkami 
brzegowymi.

W pracy, równolegle do ujęcia operatorowego, podano równoważne sformu
łowanie wariacyjne i wykazano istnienie, jednoznaczność jego rozwiązania.

2. Sformułowanie problemu brzegowego płaskiego stanu naprężenia 
w naprężeniach

Równanie opisujące płaskie stany naprężenia w teorii sprężystościprzy 
nieuwzględnieniu sił masowych, wyprowadza się (por.[3,5]) korzystając z:

a ) równań równowagi

= O, 5  = 1 , i , j  = 1.2,  ( x , y) e a (2.1 )

b) naprężeniowych warunków brzegowych

é’ijnj = pi e s i (2.2)

c) warunków ciągłości odkształceń

( x , y ) e Si ; (2.3)
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d) związków konstytutywnych [3]

fij “ tkiso )8o " k  + I g  9 (to )eij* (2-4)

*o = k 6 ‘ « ' - K k *  (2 -5">

'o = J? [*11 + *22 “ «11*22 + 3 6 L |  <2*6 >

r v
1

W powyższych związkach -i jest powierzchnią środkową obszaru walcowe
go fi * J- — , ij-J , zajmowanego przez ośrodek, S - brzegiem fi, ń - normal

ną zewnętrzną obszaru,. *ij - V *  ,y) - składowymi tensora naprężenia

£\ j = f^jix.y) - składowymi tensora odkształcenia, u = (u^Ug) - wektorem 

przemieszczenia, G2 ^  - intensywnością tensora naprężenia, &  - wartością

średnią tensora naprężenia, k(32 ), g(t2 ) - funkcjami charakteryzującymi 
materiał, G, K - stałymi materiałowymi.

Wprowadźmy funkcję naprężeń Airy'ego F(x,y) wg zależności (por.[2,4]).

c  S^F k  -r 32F ,
^11 = dy2 ‘ 22 ‘ 9x2' 12 “ " 9xSy (2*7)

Pozwala to, po uwzględnieniu (2.1), (2.3) i (2.4), na następujące sformu
łowanie równania zagadnienia:

P F ( x , y )  "  &  [ k  k ( ®2 )  AF * k

\

~ ^ AF)] + k(s2) + 

+ k  -  l 4 F ) ]  +

+ 5k y [ ^ 9(t2) k k ] = °‘ (x-y)£a

W równaniu tym s i t  określone są związkami:

(2 .8 )
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t2 _ l l ^ f F ) 2 + (£fp)2 _ ? h . Ć L + 3 ( £ £ - ) 2l (2 9)
" G L p x 2 V } 0x2 3y2 J

Warunki brzegowe dla funkcji F(x,y) otrzymany z zależności (2.2) po u- 
względnieniu w niej zwięzków (2.7).

Przyjmę one postać [5]:

F(x,y) = (^(x.y)

(2 .10)
-  9»2 { x . y )  ( x . y ) e s .

gdzie funkcje ^(x.y), P2 (x,y) zależę od obciężeń pt i sę dla każde
go rozpatrywanego problemu funkcjami zadanymi, por. [5], Funkcje k(s2 ) 
oraz g (t2 ), określajęce nieliniowość równania (2.8), otrzymywane sę na 
podstawie badać doświadczalnych. Analiza wyników tych badać pozwala sfor
mułować niżej wymienione warunki, które winny być spełnione przez rozpa- 

2 2trywane funkcje k(s ) i g(t ) w analizowanych dalej problemach:

1) k. g £  C2 (R+ );

2 > ^  [k(72 >7] >  * i >  o,

^  [gi?2 )?] ^  *2 >  0;

3) k(O) = g(0) - 1;

-O kty2 )?. 9(.y2 ) y se wklęsłe.

Z warunków (2.11) wynikaję następujęce ograniczenia nałożone na funk

cje k,gj

C1 ^  k ^  31

c2 ^ g ( 7 2 ) >  # 2 . (2.12)

7 2 lk '(72 )l <  <=!•

7 2 |g'(?2 )l <  c2

(2.11)
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3. Wariacvine sformułowanie zadania    ^

Rozpatrzmy równanie operatorowe

PF = O, (x,y) € S! ' (3.1)

z liniowymi warunkami brzegowymi

F(x.y) = ^ (x ,y ),

dn

(3.2)

e)F(n'Y ‘l = 5^(x.y) (x,y) e s

Niech y = v(x,y) będzie funkcję, należęcę do pola określoności operato
ra P i, spełniajęcę warunki:

v(x,y) = (¡^(x,y),

= ? 2 ( x . y ) .  ( x . y )  e  S

(3.3)

Połóżmy F = v + w i wprowadźmy operator

df
Q w = P ( w  + v ) - P v  (3.4)

Zadanie (3.1), (3.2) można wówczas zapisać w formie:

Qw = p (x.y)e SI (3.5)

w(x,y) = 0YI(q ^ ' ! = 0, (x.y) G S (3.6)

gdzie p = - Pv. %

Niech V (por. [6]) oznacza następujęcę przestrzeń:

£2/

z normę

V = {w = w(x,y); w £  H2 (C)} (3.7)

i U - o  { s^ r
i + j=2
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Rozpatrzmy następujęcę formę A: v x v — »- R

A(w,h) = j [9K k(M(w+v, w+v))M(h, w+ v)

gdzie

g
+ i  G g(H(w+v, w+v))H(w+v, h )] dS (3.9)

1l'h2'1 - O
(9 K )

2 2 
T h j  3 h2

A
02h2

,9x2 3x^ i"»2 3y2

d2h1 dZh2 P Zh±

d 2 9y2 ‘ a 2 ó>y dx

H(h1(h2 ) =

, d hl 3 h2 i ( " "l “ "2 . " "1 " "2,i ,, nl
+ JZF} JZ&j ~ ~  ( --- “  +  o — 5-)| (3.10)

Formę tę otrzymaliśmy w sposób formalny; mnożymy mianowicie równanie
(3.5) przez funkcję h spełniajęcę (3.6), a następnie całkujemy otrzyma
ne wyrażenie przez części i wykorzystujemy warunki (3.6).

Funkcję w będziemy nazywać uogólnionym rozwięzaniem problemu (3.5),
(3.6) jeżeli f

A(w,h) = (p.h) f  h e V, (3.11)

gdzie (•, •) jest iloczynem skalarnym w L2 (g).

Forma A(w,h) ma następujęcę własności;

1) A(w,h) jest liniowa iograniczona ze względu na h;

2) istnieje pochodna Gateaux (A^h^,h2 ) majęca własności:

(A^hi.hg) = (A^h2 'hi)*

2
(A^h ,h ) ^  c i|h|| c >  O.

Przejdźmy do uzasadnienia własności 1 i 2. Łatwo sprawdzić bioręc pod u- 
wagę (3.8), (3.10) i (2.1l), że
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Obliczmy (A^h1 *b2 )

r C i2 r
J(óh)2dSl + | G f "1| H(w+v,w+v)dił
il *-2 -*

1
r  r |2

1 H(h,h )dil ^  c || h ||
*-¿1 1

)

1

^Aw hi ,h2^ = arlAiwtHj.ba)]
t =0

J |9K[k (M(w+v,v»+v ) )M(h1 ,h2 ) +
i! 1

+ 2k ' (M(w+v,w+v ) )M(w+v,h )M(w+v,h )] +

+ j  G[g(H(w+v,w+v))H(h1(h2 ) +

+ 2g' (H(w+v ,**+v ) jHiw+y.hj )H(»*+v,h2 )] j- dii 

2 równości (3.13) wynika

(AW hl'h2 ) = (AW h2'hl )

liA»hl *h2 ) I <  C [ J  ( A h i ) 2dSJj  2 [J ^ b2 )2d$! ]

1 1 

j’H(h1 ,h2 )dsJ2 [ | H(h2 ,h1 )d£i j 2

<  c | h j  ||h2 [|

Koercywność (A'h ,h_) sprawdzimy, podstawiając w (3.13) h. ■ h_Tl 1 C. 1 C
uwzględniając (2.11).

Mamy wówczas:

(A^h.h) = | {9K[k(M(w+v,w+v))M(h,h)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15) 

= h oraz



/
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+ 2 k ’(M(w+v,w+v))M(w+v,h)M(w+v,h) +

+ |  G[g(H(w+v,w+v))H(h,h) + 2g* (H(w+v,w+v )).

H(w+v,h )H(w+v,h )] j dQ > 9 K  X 1 j  F(h,h)dö +

(3.16)

Zgodnie z [4] A(w,h) jest gradientem pewnego funkcjonału. Funkcjonał 
ten posiada jednoznacznie określone minimum, por. [i].
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BAPHAUflOHHAfl $OPMyjIHPOBKA HEJIHHfeftHOił IUIOCKOi* 3AHAHH 

P e 3 e u e

B paöoTe npeiCiaBJieHO BapnapHOHHy» $opnyjrHpoBKy miocKofi 3a^aqH auh <J)H3h- 
qecK« HezHHeftHuz cpeA. B paccuaTpHBaeuoM cjiyqae A°Ka3aH0 oymecTBOBaHHe h oa- 
H03HaPH0CTB UHHRHyua lJ>yHKQEOHajia H CXOAHMOCTb ueTOAa Papa.

VARIATIONAL FORMULATION OF NONLINEAR PLANE STATE OF STRESS 

S u m m a r y

The paper presents a variational formulation of plane state of stress 
for physically nonlinear media. The existence and the uniqueness of mini
mum of the functional and the convergence of the Ritz method are proved.
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