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Oadwiga OEDRZE3CZYK

WARIACYONE SFORMULOWANIE NIELINIOWEGO ZAGADNIENIA
W PRZEMIESZCZENIACH, ZWIAZANEGO Z PLASKIM STANEM
NAPREZENIA

Streszczenie. W pracy sformutowano problem brzegowy ptaskiego
stanu naprezenia dla osrodkéw fizykalnie nieliniowych.Réwnolegle do
ujecia operatorowego podano roéwnowazne sformutowanie wariancyjne i
wykazano istnienie Jego rozwiezania.

1. Wstep

W pracy rozwaza sie wariacyjne sformutowanie ptaskiego stanu napreze-
nia dla osrodkéw fizykalnie nieliniowych. Skupiajec uwage na matematycz-
nych aspektach zagadnienia, przyjeto przy ich rozwiezywaniu takie ograni-
czenia, ktére wynikaje bedz to z praktycznej strony problemu, bedz z wha-
Sciwosci modelowych osSrodka.

Analizujec funkcjonat energii potencjalnej ptaskiego zadania przemie-
szczeniowego nieliniowej teorii sprezystosci wykazano istnienie i jedno-
znaczno$¢ minimum tego funkcjonatu, a takze zbieznos$¢ ciegu rozwiezan przy-
blizonych, stosowanej tutaj metody Ritza.

2. Ptaski stan naprezenia

Oezeli roézne od zera wspéirzedne tensora naprezenia osrodka okres-
lone sa przy wskaznikach 1i,j = 1,2, czyli gdy
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to méwimy, ze osSrodek zajmujacy obszar #© x(- -g, ip) znajduje sie w ptaskim
stanie naprezenia. Wektor sit masowych i powierzchniowych okreslony jest
wowczas kolejno przez dwie sktadowe, tj. X = (X , X2), 6 = (6~ &2).
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Przy powyzszychzatozeniach wartos$é¢srednia 6 tensora odksztakcenia

£13. oraz intensywnos¢ ei wynosze odpowiednio, por. [4]:
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gdzie u = (ul(x,y), u2(x,y)) jest wektorem przemieszczenia dowolnego
punktu powierzchni $rodkowej osrodka, V jest state Poissona.Minimum funk-
cjonatu energii catkowitej, por. [1,4],
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w klasie funkcji odpowiedniej regularnosci ispedniajacych warunki:

|uda=o, fr xuda =o0

8 .a

|[x da + ) frds = O, (2.4)
a s

Jr x X d83+J rx &dS =0
a S

jest szukanym przemieszczeniem punktu (Xx,y) rozpatrywanego obszaru a.

W (2.3) K, G se statymi materiatowymi (K>0, G>0). Funkcje X(y)
oraz y(y) wystepujace w (3.2) charakteryzuja wkasnosci fizyczne materia-
4u. Otrzymano je na podstawie bada¢ doswiadczalnych. Analiza wynikéw ta-
kich bada¢ pozwala sformutowaé nizej wymienione warunki,ktére powinny spek-
nia¢ funkcje materiatowe:

(i) y, X e C2(R+);



Wariacyjne sformutowanie nieliniowego zagadnienia... 367

al] Xa2)ml> x2> 0; (2.5)

(iii) 7(0) =A(0) = 1}
(iv) X(-riz)y sg wkleste.

Z warunkéw (2.5) wynikaja nastepujace ograniczenia natozone na funkcje
X. V.

ck yty2)” x1.
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3. Whasnosci Ffunkcjonatu

Rozpatrzmy funkcjonat (2.3) w przestrzeni V. por. [5], okreslonej na-
stepujaco :

V = ju = (urz.y), u2(x,y))i ut G H1(0), i™ 1.2,

fu da = 0. Ir xuda » 0J}

a a
z norma

HUL » ] (uiui +u~~ )d, ij = 1,2 (3.1)
Q

Przyjmijmy ponadto, ze funkcje X, 6 spetniajag warunki (2.4)2 oraz

X £L2(2), 6 G L2(Q), por. [7]- (3.2)

Funkcjonat O(u) ma w przestrzeni, V nastepujace wkasnosci!
1. Istnieje gradient T - funkcjonatu 3(u)

Rzeczywiscie, proste przeksztatcenia dajg nam
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3"h = .1(3Lu t th))
3t

t=0

1 9Kv (2 (u))£(u, h)
P

J 6X(e2 (u))e(u,h)ds (3.3)

+

gdzie

- 11 s2L-6) u. ~h. ] 3.4)
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Wyrazenie (3.4) jest liniowe ze wzgledu na h.
Pokazemy, ze prawa strona (3.3) jest funkcjonatem ograniczonym ze wzgle-
du na h, przy dowolnym wu £V.
Korzystajac bowiem =z (2.5), (3.4) 1 nieréwnosci Holdera otrzymamy:
1 1
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1
¢ <{j (Qui-jux.j -8 wui.iuj.j + -i.i-j.jH -~
[J 2hi.jhi,J “ i hi.ihj.j + hi.ihj.d)dE]
<c 9uo0|h|, (3-5)
gdyz dla Ve (O, , ¢il-_ > 0 oraz lu. u . da~24 ‘Uf.
2 a=vy n iU
Istnieje wiec grad 3 =T i wynosi:
(Tu.h) = J [9K-V(e2)e(u.h)  +
Q
+ j GX(e2 (u))e(u.-h)] da (3.6)

Z wkasnosci tej i z twierdzenia z [2] wynika, ze < jest stabo poétciggte
z dotu

2. Dla dowolnego u€V istnieje (T"V,h), speiniajece relacje:

2
(TJh.h)> c 1h § Y u.hev, c¢c> o

Z (3.6) wynika:

~a[(Tu + ©)-h] * HKXE2 (W)ED-V)

to

+ 2VIE2WEW.VEWM.1E)] + | G [X(e2 (u))e(h.v)

+ 2 X(e2 (u) )e(u,bye(u,v)]1} da G.7

Prawa strona (3.7) jest przy dowolnyn u €V okre$lona i ograniczona ze
wzgledu na v,h.
Na podstawie (2.5) nawy bowiem oszacowanie

3~ + ), < i {9K[Ly(f2(m))e(h,v)
t=0 fi

+ 12>%2G0 ) He@,h) 1EUWIT + | 9.
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[X(e2 (<)) * Je(v.h)| + 2] x*(e2 D)) [le(u,he(u,VI]} da <

< cl*=1v]| +J{i8K|v‘(eZ(u))|£2(u)[e2(v)]? [E2(h-)]2 +
a
1 1

o1 G Ix"(e2(u))le2 (ue2 (W]2 [2¢ )] }da <

1

c.«M M + J sk *x[e2(h)]2 [*2(»]2 +
a
1 i

16«2 [2M)] €M 1da < c |hg|v] (3.8)

Oszacujny teraz wielko$¢ (Vh,h), rowne

(TAh.h) = 57(t (u + th), h)
t-0

zgodnie z (3.7) manmy:
(t h,h)y - HK[v(Fiz@w))eh,h) + 2 v=(e2 ).
(EQu.h)) 1 + 1 GIX(e (u))e(h,h) + 2X*(ez (u)).
(e(u,h))2]} da 7
> QI{9K[V(£2 W) + 2y"(E2(«)) X £2(uw)]e2(b)

+ 1 G[X(e2@)) + 2 x"(e2(u))e2 (u)]e2(h)} da

> frok 3" g2¢n) t | 6*2 e2(n)] . (3.9)

Uwzgledniajec w oszacowaniu (3.9) zalezno$¢ (2.2) i druge nieréwnos¢ Kor-

na [3] otrzymany: »
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(Tjl.h)>c Jp.Hjhiij + hi#glhj [(F* ) 2
h
1 2
+1+1 5 ~M73, dfit c Ihl G-10>

Z wkasnosci 2 wynika, ze funkcjonat $ jest Scisle wypukty;

3. Funkcjonat $ jest rosnacy

Zgodnie z (2.2), (2.4), niero6wnoscig Korna i z twierdzeniem o zanurza-
niu [8] mamy:

*(«)> CM 2 - I*SL2(a) »X»L2(8) -

> clall2 - LulIxI?jB, - H H 12(s) (3.11)

co pociaga za soba

<>(u) =
Jir-
f

Ola funkcjonatu $ istnieje wiec w przestrzeni V jednoznacznie okre-
Slone minimum globalne, por. [2].

Z wkasnosci 1 i 3 oraz z twierdzenia z [9] wynika, ze jezeli skon-
struujemy przyblizony ciag rozwigzan metody Ritza, to bedzie on ciagiem
minimalizujacym funkcjonat $ w przestrzni V.
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BAPHAIIHOHHATflI iOFMyjIHPOBKA IUIOCKOit BAJUIffl HEJIHHEiIIHO8 B HEPEBtEDCEHHHX

B pa6oie CifopuyaHpOBaHO KpaeByio 3a”~aqy ”“aa naocKoro cocToanaa aanpaxe-
Haa b $H3HBecKH HeaHHeBHHX epeflax. B MecTe ¢ oneps-iopHini noxxoxom npexcta-

BaeHO BapaaipioHHyi) 3axaqy h xoicanaHO cymeciBOBaHHe peneHaa 3108 3axaHH.

VARIATIONAL FORMULATION OF DISPLACEMENT-NONLINEAR PROBLEM CONNECTED
WITH PLANE STATE OF STRESS

Suomary

The paper defines the boundary problem of a plane stress for physi-
cally non-linear media. The operational formulation is accompanied by an
equivalent variational formulation There is also shown the existence of
its solution.
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