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WARIACYONE SFORMUŁOWANIE NIELINIOWEGO ZAGADNIENIA 
W PRZEMIESZCZENIACH, ZWIĄZANEGO Z PŁASKIM STANEM 
NAPRĘŻENIA

Streszczenie. W pracy sformułowano problem brzegowy płaskiego 
stanu naprężenia dla ośrodków fizykalnie nieliniowych.Równolegle do 
ujęcia operatorowego podano równoważne sformułowanie wariancyjne i 
wykazano istnienie Jego rozwięzania.

1. Wstęp

W pracy rozważa się wariacyjne sformułowanie płaskiego stanu napręże

nia dla ośrodków fizykalnie nieliniowych. Skupiajęc uwagę na matematycz
nych aspektach zagadnienia, przyjęto przy ich rozwięzywaniu takie ograni
czenia, które wynikaję będż to z praktycznej strony problemu, będź z wła

ściwości modelowych ośrodka.
Analizujęc funkcjonał energii potencjalnej płaskiego zadania przemie

szczeniowego nieliniowej teorii sprężystości wykazano istnienie i jedno
znaczność minimum tego funkcjonału, a także zbieżność cięgu rozwięzań przy

bliżonych, stosowanej tutaj metody Ritza.

2. Płaski stan naprężenia

Oeżeli różne od zera współrzędne tensora naprężenia ośrodka okreś

lone są przy wskaźnikach i,j = 1,2, czyli gdy
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to mówimy, że ośrodek zajmujący obszar i! x(- -g, ij-) znajduje się w płaskim 
stanie naprężenia. Wektor sił masowych i powierzchniowych określony jest 
wówczas kolejno przez dwie składowe, tj. X = (X , X2 ), 6  = ( 6 ^  &2 ).



Przy powyższych założeniach wartość średnia 6  tensora odkształcenia
£. . oraz intensywność e, wynoszę odpowiednio, por. [4]:
13 1

- i  K - ^ ui . i

e2(M) = i { ui.juj . i + -

“ H 1 " (i ! v ) 2 ] ui.iuJ.d}

O <  V  <  |, i, j = 1,2 (2.2)

gdzie u = (u1(x,y), u2 (x,y)) jest wektorem przemieszczenia dowolnego
punktu powierzchni środkowej ośrodka, V  jest stałę Poissona.Minimum funk
cjonału energii całkowitej, por. [1,4],

ć2 e2
4>1 (»i) = /  if K / y l y ) d y  + |  G [ X(i?)ctyJ da

a o o

-  I X u  da -  J tfu dS = 0 ( u ) -  J X  u da -  ) óiidS ( 2 . 3 )

a s a s

w klasie funkcji odpowiedniej regularności i spełniających warunki:

I u da = o, f r  x u da = o

8 . a

| x  da + ) frds = O, ( 2 . 4 )
a s

j~ r  x X  dS3 + J  r x &  dS = 0 

a S

jest szukanym przemieszczeniem punktu (x,y) rozpatrywanego obszaru a .

W (2.3) K, G sę stałymi materiałowymi (K>0, G > 0 ) .  Funkcje X(y)
oraz y(y) występujące w (3.2) charakteryzują własności fizyczne materia
łu. Otrzymano je na podstawie badać doświadczalnych. Analiza wyników ta
kich badać pozwala sformułować niżej wymienione warunki,które powinny speł
niać funkcje materiałowe:
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(i) y ,  X e  C2 (R+ );
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a| [ X C7 2 ) 77 ] >  X 2 >  O; (2.5)

(iii) 7(0) = A(O) = 1}

(iv) X(-rjZ )y są wklęsłe.

Z warunków (2.5) wynikają następujące ograniczenia nałożone na funkcje

X. V .

cŁ y t y 2 ) ^  x 1 .

c2 ^  * 2 .

2 . , 2 , (2 . 6) 
V  \ V  (7 )l <  °1 *

? 2 | ^'(t?2 )| ^  c2 .

3. Własności funkcjonału

Rozpatrzmy funkcjonał (2.3) w przestrzeni V. por. [5], określonej na

stępująco :

V = ju = (u^ż.y), u2 (x,y))i u± G H1 (0), i '» 1.2,

f u da = O. I r x u  da » O J-

a a
z normą

HU1 » j (u i ui  + u ^ ^  )dB, i , j  = 1 ,2  ( 3 . 1 )
Q

Przyjmijmy ponadto, że funkcje X, 6  spełniają warunki (2.4)2 oraz

X £ L 2 (2), 6  G  L2 (q), por. [7]. (3.2)

Funkcjonał O(u) ma w przestrzeni, V następujące własności!

1. Istnieje gradient T - funkcjonału 3(u)

Rzeczywiście, proste przekształcenia dają nam

1
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3'h = .1(3Lu t th)) 
u 3t

t=o

gdzie

= I 9Kv(f2 (u))£(u,h)
!2

+ j  GX(e2 (u))e(u,h)d8 (3.3)

- | ( 1  S2L-ó) u. ^h. .] (3.4)
(l - V)

Wyrażenie (3.4) jest liniowe ze względu na h.

Pokażemy, że prawa strona (3.3) jest funkcjonałem ograniczonym ze wzglę
du na h, przy dowolnym u £V.

Korzystając bowiem z (2.5), (3.4) i nierówności Holdera otrzymamy:

1 1 
1 2 r ,  n2

la^hL <  I {9K (f2 (u))[e2 (u)] \e2 (u)]‘

Q I  ~
+ j GX(e2(u)) je2(u)J je2(u)J da <

< 9K Ą [| e2(u)dal T | £2(h)dal
a a J

i i

+ I G af2 M  e2(u)daI i I e2(h)dal =
a a -*

- cjulihl + c [ / ( u ifJui # . + ui ( .Ujłl -

Q I x  

1

)hi,ihj,j)diJ] < c luM h l +- f(l -
3 <1-V)2
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1

♦ <= { j  (2ui.jux.j - §  ui.iuj.j + - i . i - j . j H  *

[ j (2hi.jhi,j “ i  hi.ihj.j + hi.ihj.d)d£!]

< c  9 u 0 |h|, (3.5)

4 “uf.gdyż dla Ve (0 , , -¿¿L-_  >  o oraz I u. u . da ^  2
2 (1 - V)2 ¿̂ i>u

Istnieje więc grad 3 = T i wynosi:

(Tu.h) = J [9K-V(e2 )e(u.h) +
Q

+ j  GX(e2 (u))e(u.h)] da (3.6)

Z własności tej i z twierdzenia z [2] wynika, że <t> jest stabo półciągłe 
z dołu

2. Dla dowolnego u € V  istnieje (T'V,h), spełniajęce relację:

u

Z (3.6) wynika:

2
(T'h.h)> c 1 h |j Y  u.h e  v, c >  o

^■[(T(u + tv).h)] * | {9K[x(£2(u))£(h.v)
t =o a%

+ 2 V'(£2 (u))£(u.v)£(M.lt)] + |  G [X(e2 (u))e(h.v)

+ 2 X(e2 (u) )e(u,b)e(u,v)]} da (3.7)

Prawa strona (3.7) jest przy dowolnyn u  €V określona i ograniczona ze 
względu na v,h.

Na podstawie (2.5) nawy bowiem oszacowanie

|“j^(T(u + tv),h)| <; i {9K[y(f2 (m))e(h,v)
t=0 fi

+ | 2 > % 2 (h )) I |e(u,h) | |£(u.v)|] + |  g .
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[X(e2 («)) * |e(v,h)| + 2| x'(e2 (ui)) ||e(u,h)e(u,v)|]} da <

< c I**11v|| + J {i8K|v'(e2(u))|£2(u)[e2(v)]? [£ 2(h-)]2 +
a

1 1

♦ |  G |x'(e2 (u))|e2 (u)[e2 (u)]2 [e2 (V )J } da <

_ 1

¿ . « M M  + J  [18K *x [e2 (h)]2 [* 2 (v)]2 +
a

l i

| G « 2 [.2 (b)] [e2 (v)j ] da <; c |hg|v| (3.8)

Oszacujny teraz wielkość (Vh,h), równę

(T^h.h) = 5 7 (t (u + th), h)

t-0

zgodnie z (3.7) mamy:

(T'h,h) - J{9K[v(fi2(u))e(h,h) ♦ 2 v'(£2 (u)).

(£(u,h)) ] + |  G[X(e (u ) )e(h,h) + 2X'(ez (u)).

(e(u,h))2 ]} da ^

>  |{9K[V(£2 (u)) + 2y'(£2 («)) X £ 2 (u)|e2 (b)
Q

+ I  G [ X( e2 (u )) + 2 x'(e2 (u))e2 (u)]e2 (h)} da

>  f  [9K 3 ^  £2 (n) +  |  G * 2  e2 (h )] dB. (3.9)

Uwzględniajęc w oszacowaniu (3.9) zależność (2.2) i drugę nierówność Kor

na [3] otrzymany: ■>
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(Tjl.h)>c Jp.lłjhiij + hi#lhj [(f^ ) 2
h

1 2

+ I + I — ^^73 dfî c Ihll (3-10>(1 - V)‘J

Z własności 2 wynika, że funkcjonał $ jest ściśle wypukły;

3. Funkcjonał $ jest rosnący

Zgodnie z (2.2), (2.4), nierównością Korna i z twierdzeniem o zanurza
niu [8] mamy:

* ( « ) >  C M 2 - l*«SL2(a) »X »L2 (8) -

>  c|«u||2 - lullxl^jB, - H H l2 (s ) (3.11)

co pociąga za sobą

Jim <J>(u) =
u||~

f
Ola funkcjonału $ istnieje więc w przestrzeni V jednoznacznie okre

ślone minimum globalne, por. [2].
Z własności 1 i 3 oraz z twierdzenia z [9] wynika, że jeżeli skon

struujemy przybliżony ciąg rozwiązań metody Ritza, to będzie on ciągiem 
minimalizującym funkcjonał $ w przestrzni V.
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VARIATIONAL FORMULATION OF DISPLACEMENT-NONLINEAR PROBLEM CONNECTED 
WITH PLANE STATE OF STRESS

S u o ■ a r y

The paper defines the boundary problem of a plane stress for physi
cally non-linear media. The operational formulation is accompanied by an 
equivalent variational formulation There is also shown the existence of 
its solution.
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