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ROWNANIA WARIACYJNE NIELINIOWYCH PROBLEMOW TERMOSPRFjZYSTOSil
SPRZfZONEJ POWLOK GRUBYCH
I. ZAGADNIENIA OGOLNE

Streszczenie. W pracy przeanalizowano zagadnienie powdoki grubej
pod katem zastosowania metody momentéw (wielomiany Legendrte®a) w row-
naniach wariacyjnych nieliniowej termosprezystosci sprzezonej po-
whok grubych. Przedstawiono procedure pozwalajece na uwzglednienie*
nieliniowo$ci w metodzie momentéw oraz na znaczne uproszczenie za-
pisu.

1. Wstep y

Metoda momentéw, z wykorzystaniem wielomianéw Legendre®a, proponowana
w [7].,[8]x\ stosowana jest z powodzeniem w liniowej termosprezystosci po-
whok grubych, por. [6], [9], [10]. Jednakze mimo ograniczenia do przypad-
ku liniowosci geometrycznej i fizycznej réwnania przedstawione w ww. pra-
cach se bardzo ztozone i trudne do algorytmizacji.

Celem niniejszej pracy byto m.in. znalezienie takich niezmiennych ope-
ratoréw, ktore umozliwiaje uwzglednianie nieliniowo$ci w metodzie momen-
tow, a szczeg6lnie stosuje sie do geometrycznie i fizycznie nieliniowych
probleméw termosprezystosci sprzezonej powkok grubych. Przedstawione o-
peratory maje dogodne interpretacje macierzowe. Umozliwia to 4atwe wpro-
wadzanie ich w algorytmy rozwiezujece uktady nieliniowych réWnan algebra-
icznych na przyktad metodami Newtona-Raphsona.

, %
2. Wprowadzenie

Przyjmijmy oznaczenia, opis konfiguracji powdoki, warunki brzegowe oraz
réwnania wyjsciowe zgodnie z ujeciem przedstawionym w pracach [i],[2],

Oznaczmy przez L powierzchnie brzegu obszaru, tzn. L =S (S+U s).
Zat6zmy, ze obszary brzegowe 2(i). i =1,2,...,5 mozna roztozy¢ na sktad-
niki 0() =au) u B(i} O(i} *“ * . gdzie a{i)eSi, c L

X "Literatura tutaj przytaczana umieszczona jest w Il czesci artykutu.
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Przypusémy, ze L jest powierzchnie "prostopadte™ do powierzchni SQ,

tzn., Y punktu AEL f) So, YFICe[-h;h], anAR E L, gdzie nA jest wek-
torem normalnym do powierzchni SQ w punkcie A.
Metryke g~ obszaru V mozna wyrazié¢ przez metryke g powierzch-
ni  SQ oraz wspétczynniki b - drugiej formy kwadratowej powierzchni Sq.
= B - X + by = & (2.1)
932 7 923 « o~ 933 = I*. x3E [hihl.

w (2.1)

1
=

D

-iff5 = -zbdfi - 345> = b, by

a§§> aég) = aég) = a§§) m 0, dla k =0,1,2,

a§§> = 1#

mozemy zapisac

Przyjmujemy dalej oznaczenia
G = det [gkl],
AG = Yo [I - 2H x3 + K(x3) 217,
9d2ie (2.3)

% = defdS~l). G° = def(18“A1)

g

H-bj +b2, K- bjb] - b2bE,

w ktérych H jest krzywizne Srednie powierzchni So< a K - krzywizne
Gaussa. Uwzgledniajec powyzsze zaleznos$ci stwierdzamy, ze element objeto-
Sci  dV okresSlony jest wzorem:

2
dv = dx1ldx2dx3 = [1 - 2Hx3 + K(x3) Jdx3dSsQ, 2.4)

x "Dla odréznienia wskaznikéw niemych od biezecych te ostatnie bede ujete
w nawiasy. "
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gdzie przez dSQ oznaczono element powierzchni $rodkowej powdoki dSQ =

= /"Go dxl1ldx2.

Sktadowe tensora gl” sa okreslone wzorami

i ft Gen N3 -23 -33 . /o cl
g1 =—q g7 =g =0 g " =i (2.57

gdzie G*~ jest dope#nianiem algebraicznym elementu g¥3 w macierzy g.

Rozktadajagc 9“5 w szereg Maclaurina wzgledem x3 otrzymamy
g* = * 210"3 x3 + 3b°N bA(X3 )N+ ... (2.6)
Przyjmujac
ar,n = ~(i) 3 8 dla i - 0.1.2.3.. .«

a33) = 1. a33j=0. dla i = 1.2.3,...

mg) moiv- i

mozemy zapisac

é D) <*e«

Rozwijajgc w szereg Maclaurina | 12 wzgledem ~ oraz G 1 wzgle-

dem x3 wyrazenie
11/2Bij . ,1/2 (t2gk! (2.8)

mozemy zapisac

= e + ™. (1 + 1 (D+ _..)(G° + 4HG°x3 + ...) (2.9

We wzorze (2.9) przez (26 + g)i3 oznaczono dopeknienie algebraiczne
elementu 2Eij + g,J w macierzy 2£ + ¢g. Znajac pierwszy i drugi tensor
metryczny powierzchni SQ, mozemy tensory metryczne, symbole Christoffela
oraz iloczyny tych wielkosci, okreslone w catym obszarze V, zapisa¢ w po-
staci wielomianéw zmiennej x3, o wspétczynnikach zaleznych od zmiennych
X1. x2.
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Przyjmujemy nastepujace oznaczenia na wspodczynniki wielomianow

Jki 1j = v Kilj/ 3\
99 a(d) (x >
dz0
zz ijmin/_o
glw n - a(é)}"n(ké)a (2°10)
d=o
2 t

VO =V i G(i)X3)

We wzorze (2.10)3 wspétczynniki G(i) sa okreslone nastepujgco

1, i=0
G(i)= wm-2H, i=1
K, i =2
9kIVe =V°6 £  eki (j)(x3)3. @.11)
J-0
o3t
1 J 1=0 (1)

3. Posta¢ funkcji poszukiwanych i wielomiany Leaendre®a

» U2 ,U3,
0, okreslonych w przestrzeni tréjwymiarowej i w czasie. Wykorzystujac pew-
ne wkasnosci wielomianéw Legendre®a sprowadzimy problem czterowymiarowy do
poszukiwania funkcji okreslonych na powierzchni $rodkowej powkoki.

R R s . 1
Rozwigzanie problemu polega na znalezieniu czterech funkcji u

Nieznane funkcje beda poszukiwane w postaci:

v BN 8 C Hg -/ x 2,

0 =2j 0 Pik)K“;* 6 =9
k=0
G.1)
\ fkj 3Kk
ul = P(k)(RO-. ul * ul x1-x %)

k=0
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W powyzszych wzorach p(k)(x) Jjest wielomianem Lagendre*a>

FOGG = “jT~ dkAX2 L -~k Kk -
pTiOC 2K kI dx

387

G.2)

Zaktadany, ze inne wielkosci wystepujace w réwnaniu (2.6) (literatura p.

IZ21 ) 8¢ analogicznej postaci, np. :

1s2okt _ V o i1/2~0 1 P(k
k-0

X3
Dalej bedziemy pisali krétko p(k) zamiast p(k)UAF )=

Wielomiany Legendre"a se ortogonalne,

\] P (-)P(n)dx3 "
-h

gdzie c(n) =
Dalej wszedzie przyjmujemy, ze p(n) m 0 dla n < 0.
Stosujec kolejno (por. np. [li] ) znany wzér

X P nysam 2n + 1 P(n+l)AXA + 2n+ 1 P(n-1)*x A"

otrzymamy:

k+1

(X~ P(n) = ._IL_ Ail(n® P(n-k+2i-2)*
1-1

t

3.3

G5

*3,5N7

3.6)

gdzie wspotczynniki A(EjJ(n) zaleze od n oraz h i wyrazaje si$ wzo-

rani:

K/ \  h AkK-D/\ n- k+1
1

E y o« @ "7 2n-2atv 3

(), * . _(k-Dr.vn-k+2il-2
(i; " h ACi-1)(n) 2n- Zc+ 4i- 5
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+ h 2n~-2k+4i>f
3.7
Ak+1)»M~™ * h 2n + 2k - 1 G-
Mamy dalej (por. [li]):
73 P(n) =1/h Z (2n-4k_1) P(n-2k-1)~ * (3>8)
dx k-0
Q)]
Oezeli u = 7 u PN)* to
i k=0
h .
c ) - (nj
uP, . \dx P(k)P(n))dx =c(” u (3.9)
) I<Z u
-h -h k=0
Stosujec wzér (3.8). po dokonaniu #*atwych przeksztakcen, otrzymamy
- r ()]
“ . - " (3-10)
—.p'i 2 E:Q P(,<>;;|, (Hd»3 m 12" * » « - !X;O
Wielomina P~n”~ mozna zapisa¢ réwniez w postaci:
(3-11)

P(n) -z B(ni(*3~"
i=0

n oraz h i wyrazaje sie wzorami

Wspo6tczynniki zaleze od
(D) 2
dla n parzystego
k = 0,1*. (3.12)
R n-1
dla n nieparzystego. 2
= n-2k

B%ﬁf = 0. dla i =
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liniowe oraz nieliniowa wystepujgce w roéwnaniu wariacyjnym

Wielkosci
wykorzystaniu nastepujacych

(2.6) w pracy [2] bede przeksztakcane przy
wzorow:
i (*)3>kuP ()dx3 * L(n) M -
gdzie:
/. . A , v-» (1) 3
L(n) 1“1 < J (x )(@Z U P(1))P(n) dx
- 1-0
“ £ A(i)(n) = C(n-k+21-2) k; 2i-7?i
"
oraz
h k
Jj (X3) u.v. PAnjdx3 » [u,v] - (3.13)
-h
gdzie
i+j+1
L(n] tuww) = £ £ Ajj~(k)Bjij C(k-i+2p-j-2)
i,k-0 p-1
(k) (k- 1t 2p- 1-2)
u v
Operatory [u,v] sa symetryczne oraz zachodzi oczywisty zwigzek
Ljjji«] - (3.14)
-\ . )
N
Zapisujac funkcje u. v (u - V lii ) w postaci wektorowej u. v (u -
i-0 ,

'u* ut*F***ynt  °Peratory L(j) »oina zaPiaa¢ * wygodnej do obliczen nu-

merycznych postaci macierzowej
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L{DHW=" =« « Lj (3.15)

Powyzej L1 jest macierze typu (N + D*(N + D).

*

Rozplsujec wzér (3.1&)4 macierze mozna zapisa¢ w postaci:

1

LI “ X  B(j) D(k+i) (3.16)
k-0

Wielkosci B|lkj se wspétczynnikami rozwiniecia wielomianu pQ@g)» wzor

(3.11), natomiast D i to macierze symetryczne o wymiarach (N+I) (N+I),
o wyrazach okreslonych wzorami:
dla k parzystego

Cij-D dla hi-JI - 21°. 1 - 0,1,...k/2
[D(K)]
|
! 0 dla pozostatych i, j,
(3.17)
dla k nieparzystego
B k+1
C-1) Ajinme+1/2-1) n I =21-1, 1=1,... g
[D(k)1
iJ

0, dla pozostatych i, j.

We wzorach (3.17) przez 1]+ oznaczono element ij macierzy ujetej

w nawiasy.

BAPHAI1HOHHHE yPABHEHHH HEJIHHEMHOi4
COnPiUCEHHOi 1 TEEMOyilPyrOCTH TOJICTHi OEOJIOHEK
1. OEWKE IIPOEJLEMNI

Pe 3bme

B pafioie npoaHaaH3HpoBaHO 3a”a”y Tozcioft oOojiohkh HMea b B«Ay npHMeHeHHe
Meio.ua MOMeHTOB k ypaBHehhhm HeaHHeitHOft oonpaateHHoa TepuoynpyrocTH tozcthz
odoaoMeK. llpeacTaBzeHO hojxoa «oioptia .gejfaeT bo3moxhhm yaei HeaxHeOHOCTH b
MeToae MOMeHTOB npn ofl[HOBpeMeHHHM 3HaaHTejiBHHM ynponeHHH 3anaoH.
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VARTATIQFMAL EQUATIONS OF THE COUPLED NONLINEAR THERMOELASTICITY
OF THICK SHELLS
I. GENERAL PROBLEMS

Sunnary

The paper presents an analysip of the problem of thick shell in con-
nection with the application of the method of moments to the barlational
equations of coupled nonlinear thermoelasticity of thick shell. The pro-
cedure which is presented in this paper enables to account for the nonli-
nearity in the method of moments and leads to significant Simplification

of notation.
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