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RÓWNANIA WARIACY3NE NIELINIOWYCH PROBLEMÓW TERMOSPR|ŻYSTOSCI 
SPRZęZONEO POWŁOK GRUBYCH 
II. RÓWNANIA ITERACY3NE

Streszczenie. W pracy wyprowadzono równania itaracyjne sprowadza
jące problem przestrzenny powłoki grubej, poddanej wpływom termicz
nym, do zagadnienia dwuwymiarowego. Uwzględniono ogólne sprzężone 
równania przewodnictwa i równowagi, nieliniowość geometryczną oraz 
fizyczną.

*
1. Wstęp

Stan powłoki grubej w niestacjonarnym polu termicznym określony Jest 
przez pole temperatur 0 oraz przez pole przemieszczeń. Wielkości te za- 
leZne są od trżśch zmiennych przestrzennych oraz czwartej - czasu. Zasto

sowanie metody elementów skończonych bądź różnic skończonych - przy wyko
rzystaniu ogólnych równań wariacyjnych lub cząstkowych, dla funkcji okre

ślonych w przestrzeni i czasie - prowadzi do bardzo złożonych algorytmów 
i w rezultacie uzyskujemy układy algebraiczne o dość znacznej ilości rów

nań. Wspomniane zadania omawiane są np. w publikacji [5]. W pracach [9],

[10], omawiających problemy powłok grubych, stosowana'jest metoda momen
tów podana w [7], [8]. W opracowaniach tych wyprowadzono itaracyjne rów
nania cząstkowe pozwalające na obniżenie wymiaru przestrzeni określoności 
poszukiwanych funkcji. Przyjęto równania przewodnictwa cieplnego i równo
wagi dynamicznej, lecz ograniczono się do przypadków geometrycznie linio

wych. W pracy [lO] przytoczono pewne propozycje uogólniania zastosowanych 
metod na przypadki zlinearyzowane geometrycznej nieliniowości.Konkretnych 
algorymtów jednak tam nie zbudowano.

W niniejszej pracy wykorzystano metody momentów stosowane w [6] , [9],[l0] 
oraz pewną dodatkową procedurę, wyprowadzoną w pracy [3], pozwalającą na 
uwzględnienie nieliniowości geometrycznej oraz nieliniowości fizycznej.
W pracy tej stosujemy postać równań konstytutywnych zaproponowanych przez 
Murnaghan^, a stosowanych już przez nas w pracy [l]. Przekształcone w ten 
sposób równania wariacyjne mają pewne zalety w porównaniu z rekurencyjny- 
mi równaniami cząstkowymi, np. łatwo w nich uwzględnić warunki brzegowe; 
dodatkowo stanowią one dogodną postać do zastosowania metody elementów 
skończonych. Dzięki zastosowaniu operatorów zaproponowanych w [3] znacz-



394 T. Oękot

'nie uproszczono zapis równań, ułatwiajęc przy tym algorytmizację zagad

nienia.

2. Iteracylne równania wariacyjne

W równaniu (2.6), przedstawionym w [2], przyjmujemy następując? postać 
funkcji mnożnikowej:
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Wykorzystujęc wzory p. 2.3, cz. I, otrzymamy przekształcenie pierwszej 
całki objętościowej wzory (2.6) (lireratura p. [2])
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Stosując analogiczne przekształcenia dla trzeciej całki objętościowej 
wyżej przytoczonego równania (2.6), otrzymamy:
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Dla czwartej całki objętościowej równania (2.6) pracy [2] otrzymamy: 
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Pozostałe całki objętościowe występujące w równaniu (2.6) przekształ

cają się nieco prościej, dlatego zostały zapisane od razu w ostatecznej po
staci w iteracyjnych równaniach wariacyjnych. '
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W powyższych równaniach poszukiwane funkcje nie występują wszędzie w 
sposób jawny. W dalszej części winny być podane kolejne wzory iteracyjne, 
które stopniowo "ujawniają" szukane funkcje. Ze względu na to, że proce

dura Jest analogiczna we wszystkich przypadkach, zostaną zapisane Jedynie 
wybrane przykłady dotyczące wyznaczania momentów wielkości związanych



z tensorem naprężenia i odkształcenia. Wzory (3.7)2 , (4.16) przedstawio
ne w [l] zapisujemy w postaci:

T1  ̂ = 6 1 1 (2.6)

gdzie 6 11 są elementami macierzy 6 (p. 3 w [l] ). Korzystając z zapisu 
przedstawionego w p. 3 cz. I możemy (2.6) zapisać następująco:
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loi = lol + 4 _ .  L/° I r^11 uJ iTij ^ij + ĆTńT (n) 1° ' u .lJ

Momenty tensora ® uzyskamy po Jawnym napisaniu elementów macierzy 
Poniżej 

w nawiasy.
6. Poniżej symbolem l’] ^  oznaczać będziemy element 1J macierzy ujętej

[0g] i;J = 0gij. 

[ifDfllij = 9ij9kl^kl*
(2.7)

'mn

I

[9£9]ij - 9 gJ flk.

:/t 1 „kl on 11, _
[(Id ) ) slij " 9 g g Jfkifm

Niezmiennik I(2) zapiezemy w poataci:

3

1(2) - Tr Co^ 9 )  - £  [9kl9Jn^ik £nj - 9kV % ^ nk] (2.8)
1=1 L 4

We wzorze (2.8) symbol j ^ J  oznacza priorytetową operację na wskaźnikach,

[iJ]*=>(k i 1. k * 112, j / k A j / 1 ) ,  

symbol X  oznacza najmniejszą, dopuszczalną liczbę. Mamy dale))

11 (2 )9 ̂ i j " 91Jl(2) 

I1 (1 )9£gJ i j = giV kg“,"ćrkl£nin. (2.9)
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[CO(£)det (g )] ̂  j |fk l *np

» ]" £kp£nl

W celu wyliczenia momentów wyrażeń (2.7), (2.9) stosujemy operatory

przedstawione w części X, (3.13). Ze względu na podobieństwo przekształceń 
napiszemy jedynie wzór na moment ostatniego wyrażenia (2.9)j. Korzystamy 
przy tym z oznaczenia (2.10)2 cz. I

n (-l)(i+;)) V 1 1L 2m 3n fr.(k)r„
[Co(£)det(g)r,V ---  £l»>n Z .  • (k) 1L (") L^kl*

k=0 1

£np

Zależność momentów tensora odkształcenia Green*a (3.1), [i] od poszuki

wanych momentów przemieszczenia Jest następujęca:

(n) . 1 V  n ^ U u *  1 a (1) + L (1) Tuk 1 a (1) +
£ 2C(n) 2.j (n)L;jJ ik (n) L ;ij kj
iJ 1=0

Korzystajęc że wzorów (2.1l)3> (3.10) część I zapiszemy:

(n) (

“!i + ĆT77T S ( i j ) (1) L (n)fuJl
1=0 l±;

(2n + 1 ) V  t.n.
II”5,

i=0
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Wniosek końcowy

* •
Zastosowanie wielomianów Legendrę‘a pozwala uwzględnić nieliniowości

wyższych rzędów.
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BAPHADJIOHHHE YPABHEHHH HEJIHHE0HOÜ 

OOnPHIKEHHOK TEPMOYIIPyrOCTH T0JICTHX 0E0H0HEK 

II. HTEPAIIHOHHUE YPABHEHHH
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VARIATIONAL EQUATIONS OF THE COUPLED NONLINEAR THERMOELASTICITY

OF THICK SHELLS
II. ITEKATIONAL EQUATIONS

S u m m a r y

The iterational equations have been derived which reduce the threedi
mensional problem of the thick shell subjected to thermal effects to the 
twodimensional case. This approach accounts for general coupled equations 
of heat conduction and equilibrium as well as for geometrical and physi

cal nonlinearity.
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