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Streszczenie. Logicznym uzasadnieniem wnioskowania o rzeczywi- 
stym wieku próbki na podstawie wyniku pomiaru tego wieku jest twier­
dzenie Beyesa. Występujące w tym twierdzeniu prawdopodobieństwa a 
priori, zawierające niepewne informacje o wieku próbki posiadane 
przed pomiarem mogą być traktowane jak prawdopodobieństwa subiektyw­
ne. Wyniki stosowania twierdzenia Bayesa z subiektywnymi rozkładami 
prawdopodobieństwa a priori wydają się być zgodne z intuicją. Za­
proponowane podejście umożliwia wykorzystanie wszystkich dostępnych 
informacji o wieku próbki przy zachowaniu kontroli wpływu tych su­
biektywnych danych na wynik końcowy.

Rzeczywisty wiek próbki Tr jest wielkością dość dobrze intuicyjnie o- 
kreśloną. Wynik pomiaru rzeczywistego wieku próbki determinowany jest 
przez ten wiek i metodę pomiarową. W pomiarze fizycznym zawsze obecny Jest
czynnik losowości. Na przykład przy wyznaczaniu wieku klasycznymi metoda-

14mi C dokładność wyniku zależy przede wszystkim od losowego procesu roz-
. 14

padów C. Jeżeli metoda pomiarowa jest dokładnie znana i w pełni kontro­
lowana, to występujące w niej przyczyny rozmycia wyniku końcowego można
dość dokładnie opisać. Opis taki można sformułować w postaci rozkładu 
prawdopodobieństwa wyniku. Tak więc wynik pomiaru T wieku próbki o wieku 
rzeczywistym Tr , pewną metodą pomiarową, jest określony przez rozkład pra­
wdopodobieństwa f(T). Postać i parametry tego rozkładu zależą od metody 
pomiarowej i od Tr * Najczęściej jest to rozkład normalny:

. r (T - t j 2i
f(T) * - — ^   e x p -------- 2—  . (1)
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Przed pomiarem wynik pomiaru T jest zmienną losową opisywaną rozkła­
dem prawdopodobieństwa o nieznanym parametrze Tr « Natomiast po pomiarze 
jest do dyspozycji konkretna realizacja zmiennej losowej T,która jest Już 
liczbą. Tr jednak pozostaje dalej nieznane.

Nie ma podstaw logicznych, aby bezpośrednio utożsamiać Tp z wynikiem 
pomiaru T, a rozkład prawdopodobieństwa f(T) traktować Jak rozkład zmień-



30 A. Walanus

nej Tr z parametrem T. Co w takim razie 1 na jakiej podstawie można
powiedzieć o Tr po pomiarze? Sposobem.na obliczenie prawdopodobieństwa 
przyczyn jest twierdzenie Bayesa. W tym.przypadku Tr jest przyczyną a I 
skutkiem. Twierdzenie Bayesa jest elementarną regułą związaną z pojęciem 
prawdopodobieństwa warunkowego, można zapisać je w następujący sposób;

P(Tr |T) ~  P(T|Tr ) P(Tr ). (2)

P oznacza tu prawdopodobieństwo lub funkcję gęstości prawdopodobieństwa. 
Zmienną wielkością jest Tr i jej dotyczy proporcjonalność, T jest sta­
łą. Odczytać regułę Bayesa można następująco: prawdopodobieństwo, że rze­
czywisty wiek próbki wynosi T , pod warunkiem, że wynik pomiaru wynosi T 
jest proporcjonalne do iloczynu prawdopodobieństw, że wynik pomiaru bę­
dzie T, pod warunkiem, że rzeczywisty wiek wynosi Tr i prawdopodobieństwa 
a priori, że rzeczywisty wiek wynosi Ty . Rozkład P(T|lr ) jest związany z 
pomiarem, jest on tym rozkładem, który we wzorze 1 jest oznaczony przez 
f (T) .

Największe wątpliwości budził zawsze rozkład prawdopodobieństwa a prio­
ri. Jest to rozkład rzeczywistego wieku próbki dla stanu wiedzy sprzed po-

'max

Rys. 1. Przykłady rozkładów gęstości prawdopodobieństwa a priori
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miaru. Sposób wyznaczenia tego rozkładu był przedmiotem sporów od począt­
ków twierdzenia Bayesa. Sam Bayes postulował, by, ponieważ przed pomiarem 
przecież nić nie wiadomo o, Tr , przyjąć, że jednakowo prawdopodobne są wszy­
stkie możliwe wartości Tr . Ilustruje to rysunek 1a. Które jednak wartości 
Tr są możliwe,a które nie? Próbka nie może być starsza niż 5 mld lat ale 
czy oznacza to, że wiek 4,9 mld lat jest tak samo prawdopodobny jak 1000 
lat? Nie można znaleźć takiej wartości Tmex, óla której sensownie można by 
przyjąć, że Prawdopodobieństwo (T >  Tmax = 0 i jednocześnie wiek dowol­
nie bliski Taax jest tak samo prawdopodobny jak każdy wiek, np. 10 lat.

Rozkład prawdopodobieństwa a priori powinien zawierać w sobie informa­
cje o wieku Tr posiadane przed pomiarem. Informacje takie mogą mieć naj­
różniejszy charakter, od bardziej obiektywnych, np. wyników datowania in­
nymi metodami do zupełnie subiektywnych opinii badacza. Wymaganie abso­
lutnej obiektywności prowadzi zwykle do absurdu. Z drugiej strony coraz 
szerzej w statystyce matematycznej wykorzystywane Jest ¡obecnie! pojęcie 
prawdopodobieństwa subiektywnego. Twierdzi się nawet czasami, że każde 
prawdopodobieństwo ma charakter subiektywny. Przyjęcie, iż rozkład prawdo­
podobieństwa a priori jest rozkładem subiektywnym, wydaje się być zgodne 
z duchem twierdzenia Bayesa.

Najczęściej występującym przypadkiem stosunku pomiaru do przedponiaro- 
wych przewidywań jest sytuacja, gdy przed pomiarem o wieku próbki"nic nie 
wiadomo”, określana też jako przypadek pomiaru precyzyjnego. Stwierdzenie 
że o wieku nic nie wiadomo, oznacza, że przedział, w którym z prawdopodo­
bieństwem np. 0,9 znajduje się wiek rzeczywisty, jest szeroki w porówna­
niu z dokładnością określenia wieku w pomiarze. Ilustruje to rysunek 1b,
na którym przedstawiony jest przykład rozkładu prawdopodobieństwa a prio­
ri i wynik pomiaru. Rozkład a posteriori jest tu prawie identyczny z roz­
kładem prawdopodobieństwa otrzymanym z pomiaru, gdyż rozkład a priori 
P(Tr ) jest praktycznie Btały w przedziale, na którym skupione jest prawie 
całe prawdopodobieństwo rozkładu P(T|Tr). Nad rozkładem a priori w tym 
najczęstszym przypadku nie trzeba się więc w ogóle zastanawiać.

Następny przypadek to "słaba hipoteza zerowa". W formę subiektywnego 
rozkładu prawdopodobieństwa a priori mogą być ujęte przekonania badacza o 
wieku próbki, potwierdzenia których szuka on w pomiarze. Sformułowania ty­
pu: "wiek najprawdopodobniej wynosi Tp , ale nie wykluczone, że jest zu­
pełnie inny", można przetłumaczyć na język rozkładów prawdopodobieństwa 
na przykład w następujący sposób:

P = (1 - i )  . N(Tp , <ip) + f .  N(Tp , <f g ) .  (3)

Rozkład a priori jest tu sumą dwóch rozkładów normalnych o tej samej war­
tości oczekiwanej, lecz różnych dyspersjach. Oznacza to, że z prawdopodo­
bieństwem 1 - i  równym na przykład 0,7 przewiduje się iż próbka ma wiek 
Tp , przy czym dokładność określenia Tp jest rzędu <ip (rys. 1c) . Nato­
miast z prawdopodobieństwem ^ b  0,3 wiek jest praktycznie jakikolwiek.
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gdyż podlega rozkładowi normalnemu z bardzo dużą dyspersją d  »  6  . Ha8 P
rysunku 2 pokazane są dwa rozkłady gęstości prawdopodobieństwa a posterio­
ri otrzymane dla rozkładu a priori (3). Jeden z nieb odpowiada przypadko­

wi, gdy przewidywany wiek Tp różnił się 
wartość Jednego 

oznacza po- 
= Tp . Dru- 

gdy wiek

- 2 - 1 0  1 
(Tr -  T ) / A T

Rys. 2. Rozkłady gęstości praw­
dopodobieństwa a posteriori dla 
rozkładów a priori o postaci 
(3), gdzie f m  0,5, *0,1 AT,
f>8 * 100 AT. Wleklprzewidywany
T różni się od wyniku 
Tpodpowiednio o 1,0AT

pomiaru 
i 3 . 5 A T

od wyniku pomiaru o 
błędu pomiarowego A T ,  co 
twierdzenie hipotezy, że Tr s 

gi rozkład opisuje sytuację, 
przewidywany Tp różni się od wyniku 
pomiaru T o 3,5 AT, czyli o wielkość 
nie pozwalającą na Jednoznaczne przy­
jęcie lub odrzucenie hipotezy Tr = Tp.

Modelu (3) rozkładu a priori można 
użyć w słabo Jak dotąd teoretycznie 
opracowanych sytuacjach, gdy badacz od­
rzuca zupełnie wynik pomiaru. Wielkość 
$  może być interpretowana Jako poziom 
nieufności do wyniku pomiaru. Wielkość 
taka Jest z gruntu subiektywna,co jed­
nak nie wyklucza stosowania ścisłych 
reguł interpretacji wyniku.

Ra rysunku 3 zilustrowany Jest kon­
kretny przykład próbki Gd-698, węgli 
drzewnych ze stanowiska w Radzikowie. 
Na podstawie znalezionych w sąsiedz­
twie próbki wczesnośredniowiecznych na­
czyń ceramicznych spodziewano się, iż 
próbka pochodzi z VI-YII wieku. Wynik 
pomiaru natomiast wynosi 795 - 55 lat 
AD. Jeżeli przyjąć nierealistycznie, 
że rozkład a priori ma być rozkładem 
równomiernym (wykres a na rys. 3), to 
rozkład a posteriori ma wtedy postać 
uciętego rozkładu normalnego (wykres c). 
Bardziej sensowne założenie rozkładu 
normalnego (b) jako rozkładu opisują­
cego przewidywania wieku daje w ilo­

czynie z wynikiem pomiaru (wykres p), zgodnie z (2) rozkład a posteriori 
również normalny (d). Wartość oczekiwana rozkładu a posteriori wynosi 750 
lat AD i jest różna od wyniku pomiaru.

Ogólną cechą metody subiektywnych rozkładów prawdopodobieństwa a prio­
ri Jest to, że pozwala ona wykorzystać wszystkie posiadane informacje o 
próbce przy zachowaniu kontroli ich wpływu na ostateczną interpretację wy­
niku datowania, czyli na rozkład a posteriori. Ponadto formułowanie prze­
widywań o wieku próbki w postaci rozkładów prawdopodobieństwa Jest komu­
nikatywne.

Rys. 3. Rozkłady gęstości praw­
dopodobieństwa a priori (a, b), 
wynik pomiaru (p) i rozkłady a 
posteriori (c, d) dla próbki 

Gd-698
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0BLEKTHBH3AUHH CyELEKTHBHŁfS ACREKTOB HHTEPEPETAmiH PE3YJIBTAT0B 
®H3H9ECKiiX H3MEPEHHii HA HPHMEPE PA£HOyrjIEPO*HOrO MTHPOBAHHH

P e s m h a
JIoraHeoKHoit ocHOBofi Ą j m  aejiaHHa bhboaob o as0cTBHteabhhm B03pacie oópas- 

ua H3 pe3yjibTaT0B H3uepeHHa sioro B03pacra HBJLaeica leopeua BaSeca. Bepo- 
HTHOCTb anpuopH B s t o S reopeue coAepzzT senoJBiys HH$opuauHX) o B03pac*e oó- 
pa3Ha nepeA H3MepeimeM z Moxei óhtb cwiaaa cySbeKTHBHofi BepoatHocrbn. Pe- 
ayjibTam npzueKeKHa leopeuu EaSeca coAepxamefl cyóbeKTZBHue pacnpeAeaeHHS se- 
poaiHOCTH anpaopz corjiacHu c HBTyaiyieft. UpeAJtozeHHuft soaaoa AeaaeT boshoz- 
BtiM HcnoAb30BaBae BceS AOCiynHofl HH$opuaumi o Boapacie oópaspa npa oAHOBpe- 
M6HH0M COXpaHeKHH KOHTpOJUL BJEHRHSa 3THX CyÓbeKTHBHŁOC AaHBHX Ba KOBeVHHfi pe- 
ayabiai.

OBJECTIVIZATION OF THE SUBJECTIVE ELEMENTS OP THE INTERPRETATION 
OF RESULTS OF PHYSICAL MEASUREMENTS ON THE EXAMPLE OP RADIOCARBON 
AGE MEASUREMENTS

S u m m a r y

The Bayes theorem forms the logical basis for the inference on the 
real age of a sample from results of measurements of this age. The a prio­
ri probability occuring in the Bayes theorem and containing unreliable in 
formation on the age of sample prior to the measurement could be regarded
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as subjective probability. The results of application of the Bayes theo­
rem with the subjective a priori probability distribution seem to be con­
sistent with intuition.! Proposed approach enables usage of all available 
information on age of sample providing the influence of those subjective 
data on final results remain controlled.


