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OBIEKTYWIZACJA SUBIEKTYWNYCH ELEMENTOW INTERPRETACJI WYNIKOW
POMIAROW FIZYCZNYCH NA PRZYKLADZIE DATOWAN METODA U C

Streszczenie. Logicznym uzasadnieniem wnioskowania o rzeczywi-
stym wieku prébki na podstawie wyniku pomiaru tego wieku jest twier-
dzenie Beyesa. Wystepujace w tym twierdzeniu prawdopodobienstwa a
priori, zawierajace niepewne informacje o wieku proébki posiadane
przed pomiarem moga by¢ traktowane jak prawdopodobienistwa subiektyw-
ne. Wyniki stosowania twierdzenia Bayesa z subiektywnymi rozktadami
prawdopodobienstwa a priori wydaja sie by¢ zgodne 2z intuicja. Za-
proponowane podejscie umozliwia wykorzystanie wszystkich dostepnych
informacji o wieku proébki przy zachowaniu kontroli wpd#ywu tych su-
biektywnych danych na wynik koncowy.

Rzeczywisty wiek prébki Tr jest wielkoscig dos¢ dobrze intuicyjnie o-
kreslong. Wynik pomiaru rzeczywistego wieku proébki determinowany  jest
przez ten wiek i metode pomiarowg. W pomiarze Tfizycznym zawsze obecny Jest
czynnik losowosci. Na przyktad przy wyznaczaniu wieku klasycznymi metoda-
mi 14C ok+adnos¢ wyniku zalezy przede wszystkim od losowego procesu roz-
padéw C. Jezeli metoda pomiarowa jest doktadnie znana iw pednikontro-
lowana, to wystepujace wniej przyczyny rozmyciawynikukoncowego mozna
do$¢ doktadnie opisa¢. Opis taki mozna sformutowad w postaci rozktadu
prawdopodobienstwa wyniku. Tak wiec wynik pomiaru T wieku prébki o wieku
rzeczywistym Tr , pewng metoda pomiarowa, jest okreslony przez rozk#ad pra-
wdopodobienstwa f(T). Posta¢ i parametry tego rozktadu =zalezg od metody
pomiarowej i1 od Tr* Najczesciej jJest to rozkdad normalny:
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Przed pomiarem wynik pomiaru T jest zmienng losowa opisywana rozkta-
dem prawdopodobienstwa o nieznanym parametrze Tr« Natomiast po pomiarze
jest do dyspozycji konkretna realizacja zmiennej losowej T,ktéra jest Juz
liczbg. Tr jednak pozostaje dalej nieznane.

Nie ma podstaw logicznych, aby bezposrednio utozsamia¢é Tp z wynikiem
pomiaru T, a rozktad prawdopodobienstwa f(T) traktowa¢ Jak rozktad zmien-
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nej Tr z parametrem T. Co w takim razie 1 na jakiej podstawie mozna
powiedzie¢ o Tr po pomiarze? Sposobem.na obliczenie prawdopodobienstwa
przyczyn jest twierdzenie Bayesa. W tymprzypadku Tr jest przyczyng a |
skutkiem. Twierdzenie Bayesa jest elementarna regutg zwiazang z pojeciem
prawdopodobienistwa warunkowego, mozna zapisa¢ je w nastepujacy sposob;

PCTFID =~ PCTITE)  p(Tr). @

P oznacza tu prawdopodobienstwo lub funkcje gestosci prawdopodobienstwa.
Zmienng wielkos$ciag jest Tr i jej dotyczy proporcjonalnosé, T jest sta-
+3. Odczyta¢ regudte Bayesa mozna nastepujaco: prawdopodobienstwo, Zze rze-
czywisty wiek prébki wynosi T , pod warunkiem, ze wynik pomiaru wynosi T
jest proporcjonalne do iloczynu prawdopodobienstw, ze wynik pomiaru be-
dzie T, pod warunkiem, ze rzeczywisty wiek wynosi Tr i prawdopodobienstwa
a priori, ze rzeczywisty wiek wynosi Ty . Rozk#ad P(T|]Ir) jest zwiazany z
pomiarem, jest on tym rozktadem, ktéry we wzorze 1 jest oznaczony przez
f( -

Najwieksze watpliwosci budzit zawsze rozktad prawdopodobienistwa a prio-
ri. Jest to rozkdtad rzeczywistego wieku probki dla stanu wiedzy sprzed po-

max

Rys. 1. Przyktady rozk#adéw gestosci prawdopodobienstwa a priori
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miaru. Sposéb wyznaczenia tego rozktadu byt przedmiotem sporéw od poczat-
kéw twierdzenia Bayesa. Sam Bayes postulowat, by, poniewaz przed pomiarem
przeciez ni¢ nie wiadomo q Tr, przyja¢, ze jednakowo prawdopodobne sgwszy-
stkie mozliwe wartosci Tr . llustruje to rysunek la. Ktére jednak wartosci

Tr sa mozliwe,a ktdére nie? Prébka nie moze by¢ starsza niz 5 mld lat ale
czy oznacza to, ze wiek 4,9 mld lat jest tak samo prawdopodobny jak 1000
lat? Nie mozna znalez¢ takiej wartosci Tmex,6la ktdrej sensownie mozna by
przyja¢, ze Prawdopodobienstwo (T > Tmax = 0 i jednoczes$nie wiek dowol-

nie bliski Taax jJest tak samo prawdopodobny jak kazdy wiek, np. 10 lat.

Rozk+ad prawdopodobieristwa a priori powinien zawiera¢ w sobie informa-
cje o wieku Tr posiadane przed pomiarem. Informacje takie moga mie¢ naj-
rézniejszy charakter, od bardziej obiektywnych, np. wynikéw datowania in-
nymi metodami do zupednie subiektywnych opinii badacza. Wymaganie abso-
lutnej obiektywnos$ci prowadzi zwykle do absurdu. Z drugiej strony coraz
szerzej w statystyce matematycznej wykorzystywane Jest jobecnie! pojecie
prawdopodobienstwa subiektywnego. Twierdzi sie nawet czasami, ze kazde
prawdopodobienstwo ma charakter subiektywny. Przyjecie, iz rozktad prawdo-
podobienstwa a priori jest rozktadem subiektywnym, wydaje sie by¢ zgodne
z duchem twierdzenia Bayesa.

Najczesciej wystepujacym przypadkiem stosunku pomiaru do przedponiaro-
wych przewidywan Jest sytuacja, gdy przed pomiarem o wieku prébki'nic nie
wiadomo”, okreslana tez jako przypadek pomiaru precyzyjnego. Stwierdzenie
ze o wieku nic nie wiadomo, oznacza, ze przedziat, w ktorym z prawdopodo-
bienstwem np. 0,9 znajduje sie wiek rzeczywisty,jest szeroki w poréwna-
niu z dok*adnoscia okreslenia wieku w pomiarze. Ilustruje to rysunek 1b,
na ktérym przedstawiony jest przyktad rozktadu prawdopodobienstwa a prio-
ri i wynik pomiaru. Rozkdtad a posteriori jest tu prawie identyczny z roz-
ktadem prawdopodobienstwa otrzymanym z pomiaru, gdyz rozkdad a priori
P(Tr) jest praktycznie Btaty w przedziale, na ktorym skupione jest prawie
cate prawdopodobienstwo rozkdadu P(T|Tr). Nad rozk#adem a priori w tym
najczestszym przypadku nie trzeba sie wiec w og6le zastanawiac.

Nastepny przypadek to "staba hipoteza zerowa". W forme subiektywnego
rozktadu prawdopodobienstwa a priori moga by¢ ujete przekonania badacza o
wieku probki, potwierdzenia ktorych szuka on w pomiarze. Sformufowania ty-
pu: "wiek najprawdopodobniej wynosi Tp, ale nie wykluczone, ze Jest zu-
pednie inny", mozna przetdumaczy¢ na jezyk rozktadow prawdopodobienstwa
na przyktad w nastepujacy sposoéb:

P=q@-i> -NOp,<ip) + r. N(Tp, <rg>. (©)

Rozktad a priori jest tu suma dwéch rozktadéw normalnych o tej samej war-
tosci oczekiwanej, lecz réznych dyspersjach. Oznacza to, ze z prawdopodo-
bienstwem 1 - i réwnym na przyktad 0,7 przewiduje sie iz probka ma wiek
Tp , przy czym doktadnos¢ okreslenia Tp jest rzedu <p (rys. 1c) . Nato-
miast z prawdopodobienstwem ~ ., 0,3 wiek jest praktycznie jakikolwiek.
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gdyz podlega rozktadowi normalnemu
rysunku 2 pokazane sa dwa rozktady
ri otrzymane dla rozktadu a priori

- 2 - 1 0 1

(Tr - T)/AT

Rys. 2. Rozktady gestos$ci praw-
dopodobienstwa a posteriori dla
rozktadéw a priori o postaci
(3), gdzie ¢ 0,5, *0,1 AT,

£8 * 100 AT. Wleklprzewidywany

T roézni sie od wyniku pomiaru
Tpodpowiednio o 1,0AT i 3.5AT

Rys. 3. Rozktady gestosci praw-

dopodobienstwa a priori (a, b),

wynik pomiaru (p) 1 rozktady a

posteriori (c, d) dla probki
Gd-698
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z bardzo duzg dyspersja dg” ¢ p- Ha
gestosci prawdopodobienstwa a posterio-
(3). Jeden z nieb odpowiada przypadko-
wi, gdy przewidywany wiek Tp réznit sie
wartosé

od wyniku pomiaru o Jednego

b+edu pomiarowego AT, CO oznacza po-
twierdzenie hipotezy, ze Tr = Tp. Dru-
gi rozktad opisuje sytuacje, gdy wiek
przewidywany Tp rézni sie od wyniku
o 3,5AT, czyli o wielkos¢
przy-
jecie lub odrzucenie hipotezy Tr = Tp.

Modelu (3) rozk#tadu a priori mozna
stabo Jak dotad

opracowanych sytuacjach, gdy badacz od-

pomiaru T
nie pozwalajaca na Jednoznaczne

uzy¢ w teoretycznie
rzuca zupednie wynik pomiaru. Wielkos$¢é
s moze by¢ interpretowana Jako poziom
nieufnosci do wyniku pomiaru. Wielkos¢
taka Jest z gruntu subiektywna,co jed-
nak nie wyklucza stosowania $cistych
regut interpretacji wyniku.

Ra rysunku 3 zilustrowany Jest kon-
kretny przykdad prébki Gd-698, wegli
drzewnych ze stanowiska w Radzikowie.
Na podstawie znalezionych w sagsiedz-
twie proébki wczesnos$redniowiecznych na-
czyh ceramicznych spodziewano sie, iz
prébka pochodzi z VI-YII wieku. Wynik
pomiaru natomiast wynosi 795 - 55 lat
AD. Jezeli przyjac nierealistycznie,
ze rozktad a priori ma by¢é rozktadem
réwnomiernym (wykres a na rys. 3), to
rozktad a posteriori ma wtedy postac
ucietego rozkdtadu normalnego (wykres o).
Bardziej sensowne zatozenie rozktadu
normalnego (b) jako rozktadu opisuja-

cego przewidywania wieku daje w ilo-

czynie z wynikiem pomiaru (wykres p), zgodnie z (2) rozktad a posteriori
réowniez normalny (d). Wartos¢ oczekiwana rozktadu a posteriori wynosi 750

lat AD i jest ré6zna od wyniku pomiaru.

0g6lnag cecha metody subiektywnych rozktadéw prawdopodobienstwa a prio-

ri Jest to, ze pozwala ona wykorzystaé¢ wszystkie posiadane
ich wptywu na ostateczng interpretacje wy-

prébce przy zachowaniu kontroli

informacje o

niku datowania, czyli na rozktad a posteriori. Ponadto formutowanie prze-

widywan o wieku prébki w postaci

nikatywne.

rozktadéw prawdopodobienstwa

Jest komu-
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OBLEKTHBH3AUHH CyELEKTHBHLTS ACREKTOB HHTEPEPETAmiH PE3YJIBTATOB
®H3H9ECKi iX H3MEPEHHii HA HPHMEPE PA£HOyrjlEPO*HOrO MTHPOBAHHH

Pesmh a

JloraHeoKHoit ocHOBofi ajin aejiaHHa bhboaob o asOcTBHteabhhm BO3pacie odpas-
ua H3 pe3yjibTaTOB H3uepeHHa sioro BO3pacra HBJLaeica leopeua BaSeca. Bepo-
HTHOCTb anpuopH B stoS reopeue coAepzzT senoJBiys HH$opuauHX) o BO3pac*e 006-
pa3Ha nepeA H3MepeimeM z Moxei Ohtb cwiaaa cySbeKTHBHofi BepoatHocrbn. Pe-
ayjibTam npzueKeKHa leopeuu EaSeca coAepxamefl cydébeKTZBHue pacnpeAeaeHHS se-
poaiHOCTH anpaopz corjiacHu c HBTyaiyieft. UpeAJtozeHHuft soaaoa AeaaeT boshoz-
BtiM HcnoAb30BaBae BceS AOCiynHofl HH$opuaumi o Boapacie od6paspa npa oAHOBpe-
M6HHOM COXpaHeKHH KOHTpOJUL BJEHRHSa 3THX CyObeKTHBHLOC AaHBHX Ba KOBeVHHfi pe-
ayabial.

OBJECTIVIZATION OF THE SUBJECTIVE ELEMENTS OP THE INTERPRETATION
OF RESULTS OF PHYSICAL MEASUREMENTS ON THE EXAMPLE OP RADIOCARBON
AGE MEASUREMENTS

Summary

The Bayes theorem forms the logical basis for the inference on the
real age of a sample from results of measurements of this age. The a prio-
ri probability occuring in the Bayes theorem and containing unreliable in
formation on the age of sample prior to the measurement could be regarded
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as subjective probability. The results of application of the Bayes theo-
rem with the subjective a priori probability distribution seem to be con-
sistent with intuition.! Proposed approach enables usage of all available
information on age of sample providing the influence of those subjective

data on final results remain controlled.



