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PEWNYM UKŁADEM DYNAMICZNYM TYPU 2-D

Streszczenie. W pracy podano metodę wyznaczania sterowań optymal- 
nych w problemie m i n i m a Ino-energetycznym dla pewnego układu dwuwy
miarowego, liniowego, stacjonarnego, opisanego modele® Forneeiniego- 
-Marchesiniego.

1. Wprowadzenie

r
Układy dynamiczna typu 2-D sę to układy dyakretne o dwu zmiennych nie

zależnych, czyli układy określone w dyskretnych punktach płaszczyzny. Roz
wój teorii tych układów w ostatnich latach więżę się ściśle z coraz szer

szym ich zastosowaniem w praktyce [7] .
Znanych jest kilka modeli systemów 2-D. W niniejszej pracy rozważany 

będzie jeden z nich, który podali Fcrnaslni i Marcheaini w 1976 r. [l] .
Zagadnienie tu rozważane zostało po raz pierwszy postawione i rozwlę- 

zane w pracy 3. Klamki ¡4], przy czym dotyczyło ono innego modelu, tzw. 
modelu Roessera [?] . Celem tej pracy jest podanie innej metody opartej na 
programowaniu dynamicznym. Specyfik« samego układu 1 zwtęzanych z nim wa
runków brzegowych (odmiennych niż w pracy [4] ) pozwoliłe na zastosowanie 

tej formy rozwięzania zadania.

2. Sformułowanie zagadnienia

Dla dowolnego punktu (r ,a) c Z* * Z* ■ p #
(Z - zbiór liczb całkowitych) definiujemy zbiory punktów 1 Ck '

w sposób następujęey [sj :

m | ( r  , - r t k  ), C r - i i - r + k - 1  5,.
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Rozważny układ dwuwymiarowy, liniowy, stacjonarny opisany następującym 

irównaniea [l] :

x(l+l ,J + l) « A.x(i+l,J) ♦ A x(i,J+l) + B. u(l+l, J ) + B_u(i,J+l)
ł * (2.1)

przy warunkach początkowych

x(h,-h) » x0 (h), (2.2)

gdziej
h t Z, ( i , J ) e Z X  Z, Aj,A2 c Rn x  n , 3 ^ 2  e R n * *, 
u(i,J) € Rra - wektor sterowań, 

x(i.J ) t R n - wektor stanu.

Niech będzie również dany wskaźnik Jakości, będęcy foraę kwadratowa ze 
względu na sterowanie u , postaci następuj ęc ej:

j ({u (i , J }} ) m uT (i,J )P(i,J )u(i,J ), (2.3)
r »s  1

(i.J )£Dr ,e~Cr*a

gdzie: P(t,J )e R** " - aacierz symetryczna, dodatnio określona.

Ponadto niech

x(r+e) » C 6 Rn (2.4)

będzie zadany* wektorea stanu w punkcie (r,e).

Próbie* sterowania z *ini*alnę energię układa* (2.1) polega na wyzna

czeniu sekwencji sterowań u( i, j ), (i, j ) € g- C ^ ®  , tak, aby wektor

stanu dla ustalonego punktu (r,s) oeięgał zadanę wartość c, » funkcjo

nał Jakości (2.3) przyjaował wartość ainimalnę.
Przy założeniu. Ze rozpatrywany układ dynamiczny Jest lokalnie stero

walny [3] , [6] aożr.a rozwięzać powyższy próbie* podajęc wzory rekurencyj- 
ne wyznaczajęce postać sterowania u(i,j) oraz obliczajęc mininalnę war

tość funkcjonału Jakości odpowiadajęcę temu sterowaniu.
Problea sterowania z aininalnę energię układem typu 2-D oraz 3-0 w *0- 

delach typu Roesaera był rozpatrywany odpowiednio w pracach [4] oraz [2] .

3. Transformacie układu (2.1)

Ola rozwięzania probleau sterowsnia z ainiaalnę energię przekształćay 
układ (2.1) typu 2-D do pewnego równoważnego au układu 1-D liniowego, 
niestacjonarnego, dyakratnego o zmieniajęcych się wymiarach macierzy.
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W tya celu wprowadźay następujące oznaczenia [5] : 

dla dowolnego punktu (r.a)c Z * *  Z* definiuje aię:

*r.e<k)

x(r ,-r+k) 

x(r-l ,-r+k+l)

_ x ( - s + k  ,s)

sn(r+a-k+l)

k « 0.1, , (r+s)

(3.1)

v . (k)

u(r ,-r+k) 

u(r-l,-r+k+l)

U ( - s + k  ,8 )

€ Ra(r+s-k+l)

k ■ 0,1,...,(r+e)

(3.2)

i odpowiednio:

A r,s<k)

A 1 A2 0 
0 Aj Ag

10

10

A 1 A2 0 
0 Aj A 2

k - 0,1, ,(r+e-l) (3.3)

A (k) Jeat n a d a r z ę  prostokątną o wyaiarach n(r+a-k)* n(r+e-k+l) zależ-
r ę 8

nych od zaiennej k.

Br,a(k>

B1 B2 °
0 Bj B2

Bi b 2 0

0 Bj B2

k - 0.1, ,(r+a-l) (3.*)

B (k) Jeat na d a r z ę  proetokętnę o wyaiarach n(r+e-k)* n(r+s-k+l) zależ- 
^ *•

nych od zaiennej k.

Używając oznaczeń (3*1) - (3.4) aożna równanie (2.1) przekaztałcić w 

równoważna b u  forsę [s] :

xr,.(k+l) - A r,.(k)*r..(k) * Br,.(k)ur..(k>
(3.5)

z danya warunkie* początkowy. xr ^# (o).
Podobnie aożna traneforaować poatać funkcjonału Jakości (2.3) otrzyaujac 

następujący wzór [5] :
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k»r+a-l

0r (u(i.j>> - 3r J ur,s{k)) * S U  ur,9 (k>Pr,s(k)ur,s(k)' (3*6)
k . 0

gdzi®:

P (k) = diag(P(r,-r*k), P ( r - ł , - r + k « - l ) , P(-e+k,a)) (3.7?
r ,s

(k « 0,1,,..,(r+e-l))

Jest macierzą symetryczną, dodatnio określoną, wymiaru:

»(r+8-k+i ) jjt m(r*s~k+l).

Ponadto warunek (2.4) przyjmie postać

x (r+s) = c. (3.8)r , 9

Zatem cały problem został sprowadzony do sterowanie optymalnego układu 
niestacjonarnego typu 1~D o zmiennej strukturze. Transformacja taka zoeta-

łe zaproponowana po raz pierwszy przez O. Klamkę w pracy [s] .

4. Sterowanie z minimalne energią

/
Rozwiązanie zagadnienia sterowania z minimalną energią układem dyskret^ 

nym (3.5) zostało przeprowadzone przy zastosowaniu programowania dynamicz» 

nego oraz przy wykorzystaniu następującego lematu:

LEMAT 1 [6]

Dożęli V - jest skalarnym wskaźnikiem jakości postaci:

V  s. u T A u  +  2 x T B u

(gdzie A - macierz symetryczna, dodatnio określona), 
to u* minimalizuje V < = >  u* - -a"1BTx. □

Definicja i

Ola układu (3.3) definiujemy macierze tranzycj1 w  sposób następujący

M  *
>

Ar # (k) a ^nirem-kal) **ci9r* jednostkowa n(ras-kal). - wymiarowa

Ar,a{k’ł) “ Ar ^ * “1>Ar.s(k-2) —  \ . s ( U l ) A r .*(1)
:JXa 5t >  1 >  0



Sterowani® z ainlBalnę energię.. ii

A  ( k , l )  s ą  a a c i e r z a o i  prostokątny«! o  wya l a r a c h : 
r,s

n(r+s-k+l) * n(r+s-l+l)

A (k,l) nls są definiowane dla k < 1 £ Z. □  
r ,s

Istotno dla rozwiązania problemu sterowania z miniisalnę energię Jast za
łożenia tzw, lokalnej sterowalności układu w przedziela [o.r+ej , c z y l i  
możliwości osiągnięcia z dowolnego stanu 3 (0) dowolnego stanu końco
wego x (r+s) poprzez odpowiedni dobór sekwencji eterujęcej ur (k)

dla k »*0,1.....(r+s-l) [3], [6].
Korzystając z zasady optyaalnoścl Sellaana *ożna sformułować następu

jąca twierdzenie;

TWIERDZENIE

Przy założeniu lokalnej eterowalności układu (3.5) w przedziale 
[O,r+s] optymalny cięg sterowań ur s (k), który aini«alizuje kryteriuta 
jakości (3.6), jest okraślońy następujący«! równaniami rekurencyjnysi:

u * (r+s-k-l) » - A  (r+s-k) |a (r+e ,r+s-k-i)x (r+s-k-i)-cj r ,* L r »s r j

k » 0 , 1 ,{r*s-i),

gdzie:

A(r+s) - P”1 (r+9 - 1  )b3 (r+s-l) 11 (r+s)r g S * a 8

11 (r+s) [b^ a (r-*-8“l)P'^s^ +s ~ l 5 B ^ s (r+s)j

a dla k « i ....,(r+s-l)

A(r+s-k) - [pr # (r+s-k-l) ♦ Bp # (r+s-k-l) 11 (r+s-k)Ar g (r*«,r+s-k).

-1
B  ( r + s - k -1  )j  B *  ( r + s - k - l )  I I ( r + s - k )
f ,8 -» *

F I  ( r + s - k )  - a! ( r + ®  , r + s - k )  f i  ( r + s - k * ! )
T

n ( r + s - k )  -  f i  ( r + a - k + 1 )  - 1 1  T ( r * s - k ) B p ^( r+s-k-i )  A ( r + s - k )

V *  * [A r n 'ir+l i B (r+s-k) - «1 ilir+s-k+l).

[a p  9 ( r + s . r + s - k ) x p # ( r + s - k ) -  e j
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Ponadto optyaalna wartość kryterium Jeet okraślona wzore* t

Dowód

Zgodnie z ideę prograaowania dynamicznego zdefiniujemy wartość skalar

ny ZA w sposób następujący:

Z i " V i + i*T ^xr a (r+® ) - c), ( 4 . 1 )

gdzie y  Jest wektorem e Rn , tzw. mnożnikiem Lagrange's oraz 

k-r+s-l
V. - ^ * >  ul (k )P ,(k)u (k) ( 4 . 2 )i ~ 1 r,s r ,s r,s

k»r+s-i

Rozważmy Jeden przedział sterowania:

2 1 “ V1 + if*T ^*r " c '̂

zatem zgodnie z definicję możemy zapisać, że:

Z. - uT (r+s-l)P (r+s-l )u (r+a-1) ♦ juT (x (r+s) - c).1 ® r , ® r,a i r,s

Podetawiajęc ze wzoru (3*5) za xp # (r+s) mamy:

Zj « uJ # (r+s-l)Pr B (r+e-l)up 8 (r+e-l) + i*T [A r (6^r+8"1 ̂ xr ,s ̂ r+8*1 

- cl ♦ juT B, (r+s-l )u (r+s-l).
J « »* • • ®

Szukajęc minimum Z Ł za względu na u(r+s-l) korzystamy z zamieszczonego 
lematu i, no mocyj którego optymalne- sterowanie 8 (r+s-l) wynosi:

u* # (r+e-l) - - -  P~*# (r+e-l )Bp # (r+s-l )ji. (4.3)

Dak widać, wartość wyrażania (4.3) zależy od parametru y . który należy 

wyeliminować.
Ponieważ prawdziwa jeet tożsamość:

x _(r*s) » e *  A  (r+e-1)x (r+e-l) ♦ B _(r*»-l)*,P (r+s-l).f ,• r»t r,i r #• »•
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W i ę c

Bp a(r*s-l)u* g (r+s-l) - c - A p 8 (r+s-l )xp 8(r+a-l),

co przy równaniu (a.3 ) daje tożsamość następujęcę:

c - A (r+s-l)x (r+s-l) * - i  B- (r+e-l)P 1 (r+e-l)T ,8 r ,8 £ ' i» » » ®

* Br,a(r+s*1 ^

Z równania tego wyznaczamy wartość ¡u s

-1 .

u - 2 [Br>s(r+8- l ) P ; % ( r ł8-l)B;>s(r+e-l)] . [Ap 8 <r+»-i>

• xr ,s(r+- l) * C] ' 

możemy zatem zapisać:

u *  (r + s-l) - -P_1 (r+e-1 )B^ (r+e-l)[b (r+a-liP” 1 (r+e-l).
r , s r ,s r , s L r »9

-1
. Bp s (r+e-l)] . ĵ Ar s (r+8-l)xp s (r+a-l) - cj U . 4)

Oznaczmy:

-1

FI (r+s) » [b p 8 (r + e - l ) P ^ 8(r+a-l)Bp 9 (r+a-l)] (4.5)

*

( fi (r + s ) j e s t  m a c i o r  z ę  s y m e t r y c z n y ,  w y m i a r u  n  x n) 

o r a z

Ą(r+a) - P " 1 s ( r + s - i ) 8 p B ( r + 8 - l )  H ( r + s )

( A ^ r  + s )  j e s t  m a c i e r z y  o w y m i a r z e  2 m  *  n).

P r z y  t y c h  o z n a c z e n i a c h  w z ó r  ( 4 . 4 )  p r z y j m i e  p o s t a ć :

u *  s ( r + s - l )  - - y \ ( r + s ) [ A p ( 8 ( r + s - l ) x r i((r+8-i) - cj ( 4 . 6 )
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Obliczay wartość V*:

yf ■* u* '.ir+e-1)P_ (r*»-l)u* (r+s-1) «i #8 r

, T T
k jAp gCr- fs -ł ^ 8 (r+a-l) - cj A  (r+s)Priefr-i-e.a)A(r*8) .

* [A r.a(r+8-l)xr.«(r*®“ł) " C]

Uwzględniejęc, te prawdziwa jest następujęca tożee»ość:

/\T (r+s)P (r+a-2.)A *> ii ' (r+s)E i r + e - i ) P “ ( r+s-1) ./ \ r fs * s& > ¡c

. P (r+s-1 )p”a (r*s~3.)Bj;_ (r+»-i) . fi i r+s 5 ® fi (r+s ) B
r ,e r fs

BoZns V *  zapisać jako*.

V *  = |a  (r+e-1 )x (r+e-i) - cl II (r+s)j~A (r+s~i) .1 l r P® r fs j l » ? *

. x (r-i-s-ł) - cl (4.7)
r f S J

RozwaZsiy obecnie dwe oetstnie przedziały sterowanie. Stęd esmy:

Z , ,  a  V 2  *  s ^ r * 6 ^ “  c )  E  g ( r + s “ 2 ) p r  ^ ( f + 8 - 2  ) u r  ^ ( r - s - s - S i + Z j

Z zasady optysaalnoścA wynik®, ±e t

Z „ W  u ! (r+e-2)P„ (r+s-2)u (r+e~2) *
s r r

* [Ar s (r*e~1 '>*r 8(r+s“J “̂sj n(r,e)[Art8(r+s~l)xrł8(r+a-l)-c|

Zstoes wstawiając z& wartość ^(r+s-1) ze wzoru (3*5; otrzymuj emy po 
odpowiednich przekształceniach iełsżność ne&t.ępujęcę i

Z2 <3 yj ̂ (r+s-2 )|Vr g (r+e-2) * B ^ e (r+e-2 ) A ^ g.(r*s-i) i 1 (r+B) .

* (r+s-S )B (r+s-2)] u (r+e-2) +r ts i i® j b z ®

+ Ta  (r+o»S)A„ (r+»«2) . x„ (r+»~2> - ej
a



. [I (r+s) [a  (r+a-i )a  (r+s~2)x (r+s~2) - e] +L r ,s s * ® j

+ 2 [a (r+s-1 )A (r+s-2)x (r+s-2) -• e] fi (r+s) .
|_r*f8 r r ,s J

. a (r+s-l)B (r+s-2)u (r+e-2)r ,8 r ,e r ,®

Korzystajęc ponownie z lematu 1 wyznaczany sterowanie optymalne urJ 

w postaci:

u* (r+s-15 ■ - fp (r+s-2) + b[ (r+a~2)fiJ (r+a-l)Fl (r+s) . 
r . s L r »® ” ” »*

V ,-1 _ • T
. A p e (r+a-l )Br g (r+s-2)j Br # (r+a-2)Ar # (r+e-l) .

. II (r+s)[Ar B (r+e-l)Ar 8 (r+s-2)xr s(r+s-2) - cj 

Oznaczaj ąc wyrażenia:

n'(r+8-l) ■ A T  (r+8-l)n (r+s)
r P8

A(r+s-l) = [Pp g (r+s-2) ♦ 8p>s(r+e-2 )Ap 8 (r+#-l)n(r+8)

A ( r+s-1 )  8  (r+e-2)] B*  (r+s-2) i i  (r+s-l)
rs r 9 s -* ■

oraz wprowadzajęc zdefiniowane wcześniej macierze tranzycji. można 

stawie (4.9) i (4.10) zapisać:

u* 6(r+s-2 ) - -A(r+a-l)[Ar>e(r*a-l)Ar(#(r<8-2 )xr>8 (r+a-2 ) -

» - Air+s-l) |Ar s (r+s ,r+s-2)xr i8(r+8-2* " c]

*
Obliczamy wartość Vg :

v2 * [A r 8 (<-+a.r+s-2)xr 9 (r+s-2) - c ]  ^  (r+s- 1 ) [ a , ,  „(r+a.r+s

. x (r+s-2) - c] , r ,8 j

gdzie:

il(r*»-i) * PI(r+e) - riT (r+a-l )Bp>e(r+*-2)A (r+8-l)

Sterowanie z miniaalnę energię...
   1—  -------------------- : ■ 1

(4.8)

(r+s-2)

(4.9)

(4.10) 

na pod-

c] -

(4.11)

- 2 ) .

(4.12)
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Prawdziwość rekurencji określonych w tezie twierdzenia dla dalszych 
kroków (tzn. k >  2) sprawdzić można wjoparciu o zssadę indukcji eiatema

tycznej .
Słuszność wzorów dla k - 0,1 została sprawdzona.
Przy założeniu, że dla dowolnego k «■ N takiego, że 2 < k < ,(r+s-l), 

prawdziwe aa następujące rekurencje:

u *  (r+s-k) « - A ( p +*-k+l (r+s ,r+s~k)x (r+s-k) - cl ,
r#s L » #® r *59 J

gdzie t

A(r+s-k+i ) - [p (r+s-k ) + . (r+s-k ) FI '(r+s-k+l )a (r+s .r+s-k+l)
L r,8 r ,8 1 »°

B (r+s-k)l . BT (r+s-k) H  (r+s-k + l) 
r , s -I r,s

fi (r+s-k+l) « a I (r+s ,r+e-k+l ) FI (r+s-k+2)
* t *

n  (r+s-k+l) - FI (r+s-k+2) - 11’T (r+s-k+l)B (r+a-k ) f\(.r+e-k*l)r ti9

■ iA (r+s,r+e-k )x (r+s-k) - cl Fl(r+e+k+l)

[A (r+s,r+s-k)x (r+e-k) - c ,
r «s • ?» J

dowodzimy prawdziwość tych zależności dla (k+l).

Uzasadnienie

^ RozwaZay wyraZenie V k+ Î, zdefiniowana wzorem (4.2)

i*r+a-l
V  « ' U T  (i)p (l)u -(l)vlt+l --- i r ,a r ,s r,s

i-r+s-k-1

oraz

Zk+1 • Vk+1 - e)

Wartość 2k + 1 można zapisać w postaci następującej :

Z. , - uT (r+a-k-l )P (r+s-k-l)u (r+a-k-l) ♦ V. ♦
k+l r ,a ",a r,e

♦ /JT (*r t (r*a) - c).
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Stosujęc zasadę optynalności Bellnana oraz korzystając z założeń in

dukcyjnych Bożeny zapisać , ża:|

Z. . « uT (r+e-k-l)P (r + s-k-i, )u_ (r+a-k-1 ) ♦k+1 r.a r.a r,s

+ 8 (r+s ,r+s-k)xp 8 (r+s-k) - ej FI (r+s-k+l) .

jAp ^r + s ,r+s-k)xp # (r+s-k) - cj- (4.135

Ze wzoru (3.5) wstawiany do powyższego równania za x (r+e-k). Wów-1,8
czas po odpowiednich przekształceniach wskaźnik skalarny zjt+1 eożna wy

razić w nieco innej postaci, analogicznej do tej, które otrzynano w (4.8) 
Postać ta pozwala na bezpośrednie ¡skorzystanie z lenatu 1. Można zatse 
stwierdzić, że sterowanie optynalne u* g (r+s-k-l), które ninlnalizuje

Zk + 1' "a P°8tać:

u* (r+s-k-l) - -Tp (r+s-k-l) ♦ (r+s-k-l)A (r+a,r+s-k)r 18 L r,8 >#8

-1
.  ¡1  (r+s-k+l)Ar g (r+s ,r+s-k )Br <8(r-fS-k-lJ

(4.14)

. B^ (r+s-k-l)Aj (r+s.r+s-k)!! (r+s-k-l)I ,8 t,8

. [a (r+e ,r+e-k )a (r+s-k-l)x (r + s-k-l) - cl[ r ,8 i ,8 , »»» J

Deflniujeny wartość A  (r+e-k) oraz FI (r+a-k):

Fl(r+s-k) » AT (r+s .r+e-k ) F 1  (r+s-k + l ) 
r , 8

A(r+s-k) - jpp # (r+e-k-l) + Bp g (r+s-k-l) Tl (r+e-k)Ap „(r+J ,r+s-k;

. B (r+e-k-l )1 (r+s-k-l) fi (r+s-k)
r , s —* • , s

Wówczas używajęc zdefiniowanych uprzednio n a d a r z y  tranzycji przopisz- 

ny (4.14) w innej, interesującej nes fornie:

u* (r+s-k-l) - - A  (r+s-k)fA (r+s.r+s-k-l)x (r+s-k-l) - ej
r,i l  • i* 1 •

Wstawiajec sterowanie optyaalne u* ^(r+e-k-l) do wyrażenia (4.13) 

określającego Z ^ x obliczany wartość:
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ca
k+1 k+i

Po przekształceniach, prezentowanych w pierwszej części dowodu, otrzy

muj esy wartość ainiwalnę V*+^ danę wzorem:

V? „ » [a  (r+s.rłs-k-l)*,, ir+a-k-l) - cl ilCr+e-k)
k -̂2. L ' ,6 _s

[a  (r+8,r4-s~k-l)x_ (r+s-k-l) - ej .L r ,8 r j

gdzie:

HCr+a-k) = i] (r+s-k+l) - ! T  (r+8-k)Br>8(r+s-k-l)A (r+s»k).

W syśl zasady aptyaalności wartość ainiwalns

Dr»e ‘ Vr+e a [Ar ,s(r*s ’° )xr,s(o) ' e] 11 (l} [Ar ,8 ir*8 '0) 

xr.a(0) - c]

Twierdzenie wskazuje, że postać sterowania w rozważany® problemie z 
minimalną energię, Jak również wartość funkcjonału jakości zależy od za
danych stenów lokalnych: początkowego i końcowego oraz znanych parametrów 
układu. Ponadto optymalne? sterowanie Jest liniową funkcję stanu lokalnego 

układu.

5. Przykład

Niech będzie dany układ postaci (2.i) o macierzach;

i 0 b o" i 0

A 1 “ 0 0 A 2 - 0 i
B1 • 0 B2 “ 1

z warunkiem początkowy»

x(l , -1)

x(0 , 0)

1)

2)

- 0.
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dla którego

(r.e) - (1.2). n - 2. ■ - 1. 

X  (l .2 ) - C &
Ponadto dany Jest wskaźnik Jakości postaci (2.3) o eacierzy P(i,j) - 1 

dla każdej pary (i.j), P 1 (i,j) » 1.
Zgodnie z przytoczony« twierdzenie« zachodzę następujęce zależności:

u 1.2(2) " - A ^ ) [ a 1 2 (3.2)x 1 2 (2) - c]

A ( 3 )  - [ P l % ( 2 >BI,2 (2)r,(5)]

gdziei

n c s )  - ;B1,2(2)P'i% (2)BI.2(2>

1 0 O,

P 1.2(2) “ 0 1 0 1

stęd

n< 3) -  £  ° j  i  A ( 3 )

A 1 2 (3,2)- A 1>2(2) -

1 0 

0 1

1 0  0 0 

0 0 0 1

za ten

< 2 (2)

1 0  0 0 

0 0  0  1
xl (2(2 ).

gdzie wektor x± ¿(2) zostanie wyliczony później. 

Kolejno aamys

V 2 (l> ' - A ( 2 ) [ a i <2(3.1)x 1 i2 (1) - c]
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■ [Pi , 2 ( l )  * BI . 2 ( 1 )  n  (2 )A1 , 2 ( 3 '2 )B1 , 2 (1)J *BI . 2 ( 1 )  n ' (2)  

n ' ( 2 ) - 2 (3 ,2 ) n c 3 ) - A ^ 2 c2>n<3>

1 0~ 1 0 0 10  0

fl'(2) - 0 0 
0 0 Pl , 2(ł) “ 0 10 

0 0 1
B1.2(ł) “

0 10 
0 10

.0 1 0 0 1_

Po odpowiednich obliczeniach macierz A  (2) wynosi:

A( 2 )
I  0
0 0

o I

A 1(2 (3-l} ■ A i,2(2)A1 .2(l)
11 0  0 0 

0 0  0 1

Tl o o o o oj
[o O 0 O O lj

1 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 1

Ostatecznie otrzymuje pię zależność naatępujpcę:

“ 1,2 (1 )

3
2

|  0 0 0 0 0 0

0 - 0 0 0 0 0 0 0
1
2

0 0 0 0 0 0 |

x 1 2 (2)

<ontynuuj«c obliczenie, wartość wYno8i!

u l,2(0) " - A ( l ) [ A lf2(3,0)xł>2(0) - c] 

ponieważ Xj 2 (°) ” (O), zatem

tl* 2 (o) ■ A  (1 )«.,

gdfcle:

"i

A ( l )  - [Pi,2(0) * « £ t2< 0 ) n ' d ) A lf2(3.l)B1 2 (0)] B ^ 2 ( 0 > n ' d )

n ' d )  - 2 (S. 1)11(2)

- 1
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n(2> - n(3) - n'T (2)B1>2( i ) A ( 2 ) 

Po obliczeniach uzyskujemy:

nca)

0 i

n'(o

i 0
T  00 0 3

0 0 0 0
A(i) -

0 0 0 0
0 0

0 K
*

.° \

Zatem

i
o«-»|M 1 u*(+l,-l)

0 0 3 0 c
*-

O o

0 0 1
*

0
s

u * ( - i , 1)

i o I

1
3 _

----
1

CNJCM13 
1

Ul,2(0)

Korzystając z równań opisujących dany układ możemy wyznaczyć wektory 

stanu odpowiednio:

x 1.2(l) ‘ A 1.2(0) X 1.2(0> + B1.2(0> U1.2(0) * 01.2(O) U1.2(0)

Po wymnożeniu znanych macierzy otrzymuje się

x ł 2 (i)

A n a l o g i c z n i e  p o s t ę p u j e m y  p r z y  o b l i c z e n i u  w e k t o r a  x 1 > 2 ^ 2 ^* ° t r 2 y “ u J 9 c 

w ó w c z a s :

1 ‘
0 1 u*(l. 0)

ax
0 oraz u* 2 (l) » 0 ar u*(0, l)
0 1 u*(-1.2)
0 3 L  _ J

1
3

2
i

x 1 , 2 (2) “
0

0
2
3

«CMCM
* 
*“» 
3 ■ 

i
rłh- •

a
u*(0,2)

Łatwo sprawdzić, że dobór sekwencji wektorów sterowania zapewnia nam 

osiągnięcie przez układ żądanego stanu x(r*e) - c, mianowicie:
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xl,2^3 ' " A i ,2^2 X̂ 1 . 2 ^  * Bł ,2^2 ̂ U1 , 2 ^

1 0  0 0 
0 0 0 1

1 0 
0 1

Wartość minimalna wskaźnika Jakości Oj 2 wynosi:

0 * <2(u) - 3 |  = u * % ( 2 ) u * i2 (2) ♦ u * % ( l ) u * #2(l) ♦ u*y2 (0)u*>2(0) 

Można tę wartość obliczyć również re wzoru:

0 * 2 - [A1>2<3,0)xlł2(0) - cj II ( i ) [ a 1 < 2 ( 3 , 0 ) x 1 2 ( 0 )  -  c j  .

gdzie:

n(i) - n (2 ) - n ' T (i)Bli2(o)A (1 )

na> -

więc

1 . 2 [3 1]

10

3

Lo ł J 1

6. Podsumowanie

Rozwięzanie problemu sterowania z mlnimalnę energię za pomocę metody 
programowania dynamicznego było możliwe ze względu na specyficznę po

stać modelu 2-D, szczególnę formę funkcjonału jakości (niezależności od 
wektora stanu) oraz brak ograniczeń na wielkości sterujęce i współrzęd

ne stanu.
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C H C i e M a  ( 2 . 1 )  n p e B p a m a e x c a  b  c o o T B e i C T B y j o m y E  4>opMy T a n a  1 - 0  a  3 a T e m  n p a -  

u e a a e T c a  A K H a u a q e c K o e  n p o r p a n u a p o B a H a e .

MINIMAL ENERGY CONTROL OF 2-0 LINEAR SYSTEM

S u m m a r y

In this p a p e r  minimum energy control of linear, discrete stationary

2-0 system is considered. System (2.1) is transformed into equivalent 
1-D system and next Bellman’s "principle of optimality" is used.


