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STEROWANIE Z MINIMALNA ENERGIA
PEWNYM UKLADEM DYNAMICZNYM TYPU 2-D

Streszczenie. W pracy podano metode wyznaczania sterowan optymal-
nych w problemie minimalno-energetycznym dla pewnego ukdadu dwuwy-
miarowego, liniowego, stacjonarnego, opisanego modele® Forneeiniego-
-Marchesiniego.

1. Wprowadzenie
r

Uktady dynamiczna typu 2-D se to uktady dyakretne o dwu zmiennych nie-
zaleznych, czyli uktady okreslone w dyskretnych punktach ptaszczyzny. Roz-
wéj teorii tych uktadéw w ostatnich latach wieze sie Scisle z coraz szer-
szym ich zastosowaniem w praktyce [7] -

Znanych jest kilka modeli systeméw 2-D. W niniejszej pracy rozwazany
bedzie jeden z nich, ktdéry podali Fcrnaslni i Marcheaini w 1976 r. [I].

Zagadnienie tu rozwazane zostato po raz pierwszy postawione i rozwle-
zane w pracy 3. Klamki 4], przy czym dotyczyto ono innego modelu, tzw.
modelu Roessera [7] . Celem tej pracy jest podanie innej metody opartej na
programowaniu dynamicznym. Specyfik« samego uktadu 1 zwtezanych z nim wa-
runkéw brzegowych (odmiennych niz w pracy [4] ) pozwolite na zastosowanie
tej formy rozwiezania zadania.

2. Sformutowanie zagadnienia
Dla dowolnego punktu (r,a) ¢ z* * Zz* (] p #

(Z - zbioér liczb catkowitych) definiujemy zbiory punktoéw 1 Ck-
w spos6b nastepujeey [sj :

m J(r,-rtk), Cr-ii-r+k-15,.
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Rozwazny uk#ad dwuwymiarowy, liniowy, stacjonarny opisany nastepujacym
irownaniea [I] :

Xx(1+1 341 « A.x(i+1,3) ¢ A x(i,J+1) + B.u(1+1,3) + B_u(i,J+I)
¥ * @.1)

przy warunkach poczatkowych
x(h,-h) » x0(h), 2.2)

gdziej
htz, (iJJ)e Z x Z, Aj,A2 ¢c Rnx n, 372 e Rn*=*,
u(i,J) € Rm - wektor sterowan,
x(i.J)t Rn - wektor stanu.

Niech bedzie réwniez dany wskaznik Jakosci, bedecy forae kwadratowa ze
wzgledu na sterowanie u, postaci nastepujecej:

JUGIF)m ! uT (1,3)P(,3)u(i,d), (2.3)
r»s

(i J)Dr ,e~Cr*a

gdzie: P(t,J)e R** " - aacierz symetryczna, dodatnio okreslona.

Ponadto niech
x(r+e) » C 6 Rn (2.4)

bedzie zadany* wektorea stanu w punkcie (r,e).

Prébie* sterowania z *ini*alne energie uktada* (2.1) polega na wyzna-
czeniu sekwencji sterowan u(i,j), (i,j) € g-C”® , tak, aby wektor
stanu dla ustalonego punktu (r,s) oeiegat zadane warto$¢ <c, » funkcjo-
nat Jakosci (2.3) przyjaowat wartos$¢ ainimalne.

Przy zatozeniu. Ze rozpatrywany uktad dynamiczny Jest lokalnie stero-
walny [3] , [6] aozr.a rozwiezaé powyzszy prébie* podajec wzory rekurencyj-
ne wyznaczajece postaé¢ sterowania u(i,j) oraz obliczajec mininalne war-
tos¢ funkcjonatu Jakosci odpowiadajece temu sterowaniu.

Problea sterowania z aininalne energie uk¥adem typu 2-D oraz 3-0 w *0-
delach typu Roesaera by+ rozpatrywany odpowiednio w pracach [] oraz [2] .

3. Transformacie uktadu (2.1)

Ola rozwiezania probleau sterowsnia z ainiaalne energie przeksztatcéay
uktad (2.1) typu 2-D do pewnego réwnowaznego au ukdadu 1-D liniowego,
niestacjonarnego, dyakratnego o zmieniajecych sie wymiarach macierzy.
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W tya celu wprowadzZzay nastepujace oznaczenia [5] :

dla dowolnego punktu (r.a)c zZ** ZzZ* definiuje aie:

x(r ,-r+k)
sn(r+a-k+1)
“r.e<k) x(r-1 ,-r+k+1) @3.1)
k « 0.1, ,(r+s)
_Xx(-s+k ,s)
u(r ,-r+k)
uCr-1,-r+k+1) gra(res-k+) 3.2)
v )
k m0,1,...,(r+e)
U(-s+k ,8)
i odpowiednio:
10
Al A2 0
0 Aj Ag 10
k - 0,1, ,(r+e-1 3.3
AT, s<k) ( ) (B.3)
Al A2 0
0 Aj A2

A 8(k) Jeat nadarze prostokatng o wyaiarach n(r+a-k)* n(r+e-k+l) zalez-
e

nych od zaiennej k.

B1 B2 °
0 Bj B2
k - 0.1, ,(r+a-1) (3.%)
Br,a(k>
Bi b2 O

0 Bj B2

B (k) Jeat nadarze proetoketne o wyaiarach n(r+e-k)* n(r+s-k+1) zalez-

N ke

nych od zaiennej k.

Uzywajac oznaczen (3*1) - (3.4) aozna réwnanie (2.1) przekaztakci¢ w
rownowazna bu forse [9] :

(3.5)
xr,.(k+1) - Ar,.(K*r..(k) * Br,.(Kur..(k>

z danya warunkie* poczatkowy. xr ™ (0).

Podobnie aozna traneforaowa¢ poata¢ funkcjonatu Jakosci (2.3) otrzyaujac

nastepujacy wzoér [5] :
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k»r+a-1

Or (u(i.j>> - 3rJ wur,s{k)) * s U ur,9 (k>Pr,s(k)ur,s(k)" (3*6)
k .0

gdzi®:

Pr S(k) = diag(P(r,-r*k), P(r-4,-r+k«-1), P(-e+k,a)) @3.7?

Kk «0,1,,..,(r+e-1))

Jest macierzg symetryczna, dodatnio okreslong, wymiaru:
»(r+8-k+i ) gt m(r*s~k+1).
Ponadto warunek (2.4) przyjmie postac
xr’g(r+s) = c. (3.8)

Zatem caty problem zostat sprowadzony do sterowanie optymalnego ukdadu
niestacjonarnego typu 1~D o zmiennej strukturze. Transformacja taka zoeta-

te zaproponowana po raz pierwszy przez 0. Klamke w pracy [s] -

4. Sterowanie z minimalne energig

/
Rozwigzanie zagadnienia sterowania z minimalng energia uktadem dyskret”

nym (3.5) zostato przeprowadzone przy zastosowaniu programowania dynamicz»

nego oraz przy wykorzystaniu nastepujacego lematu:

LEMAT 1 [6]

Dozeli V - jest skalarnym wskaznikiem jakosci postaci:

V s. uTAu + 2xTBu

(gdzie A - macierz symetryczna, dodatnio okres$lona),
to u* minimalizuje V<=> u* - -a"1BTx. O

Definicja i

Ola uktadu (3.3) definiujemy macierze tranzycjl w sposéb nastepujacy

M *
>
Ar #(k) a “nirem-kal) **ci9r* jednostkowa n(ras-kal). - wymiarowa
Ar,a{k+) “ Ar ~ * “I1>Ar._.s(k-2) - \.s(UI)Ar . *(1)

JXa 5> 1> 0
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Ar S(k,l) s3 aacierzaoi prostokatny«! o wyalarach;

n(r+s-k+1) * n(r+s-1+1)

Ar S(k,l) nls sg definiowane dla k < 1£ Z. O

Istotno dla rozwigzania problemu sterowania z miniisalne energie Jast za-
Yozenia tzw, lokalnej sterowalnos$ci uk#adu w przedziela [o.r+ej , czyli
mozliwosci osiaggniecia z dowolnego stanu 3(0) dowolnego stanu kornco-
wego X (r+s) poprzez odpowiedni dobér sekwencji eterujecej ur (k)
dla k »*0,1..... (r+s-1) [31, [6]1-

Korzystajgc z zasady optyaalnoscl Sellaana *ozna sformutowaé¢ nastepu-

jaca twierdzenie;

TWIERDZENIE

Przy zatozeniu lokalnej eterowalno$ci uktadu (3.5) w przedziale
[O,r+s] optymalny cieg sterowan ur s(k), ktéry aini«alizuje kryteriuta
jakosci (3.6), jest okraslony nastepujacy«! roéwnaniami rekurencyjnysi:

u s (rs-k-1y » -A (r+s-kj (r+e ,r+s-k-i)x, (r+s]k—i)—cj

|!al’ »S

k»0 , 1 ,{r*s-i),
gdzie:
A(r+s) - PHS(”?"I )b;%ag(r+s—l) 11 (r+s)
1 (r+s) [br a(@*81)P""s” +s~15B~ s (r+s)j
a dla k « i....,(r+s-1)

A(r+s-k) - [pr #(r+s-k-1) ¢ Bp #(r+s-k-1) 11 (r+s-k)Ar g (r*«,r+s-k).

-1

Bf’8(r+s-k-1)_J;) B (r+s-k-1) Il (r+s-k)

FI (r+s-k) - at (r+® ,r+s-k) fi (r+s-k*1)

n(r+s-k) - fi (r+a-k+1) -11 T(r*s-k)Bp (r+s-k-i) A (r+s-k)

V* * [Ar nir+l i B(r+s-k) - «@ ilir+s-k+l).

[ap 9(r+s.r+s-k)xp #(r+s-k) - ej
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Ponadto optyaalna warto$¢ kryterium Jeet okraslona wzore* t

Dowéd
Zgodnie z idee prograaowania dynamicznego zdefiniujemy wartos¢ skalar-

ny ZA w spos6b nastepujacy:

Zi " Vi +i*T~r a(r+®) - c¢), (4.1)
gdzie y Jest wektorem € Rn, tzw. mnoznikiem Lagrange"s oraz

k-r+s-1
Vg - N> 1U|I’,s(k)Pr,$(k)ur,s(k) (4.2)

k»r+s-i
Rozwazmy Jeden przedziat sterowania:
21 “ V1 + T ™Mr "ot
zatem zgodnie z definicje mozemy zapisac, ze:
Z1 - uT ®(r+s—l)$’® (r+s—|)ur,a(r+a—1) . #ﬂ(xr,s(r+s) - ©).

Podetawiajec ze wzoru (3*5) za xp #(r+s) mamy:
Zj « ud #(r+s-1)Pr B(r+e-1)up 8(r+e-1) + PT[Ar (67r+8"1”xr ,s"r+8*1
- 9! o_nﬂB&»*(r+s—l)u.qg(r+s—l).

Szukajec minimum Zt za wzgledu na u(r+s-1) korzystamy z zamieszczonego
lematu i, no mocyj ktérego optymalne- sterowanie 8(r+s-1) wynosi:

u* #(r+e-1) - - - P~*#(r+e-1)Bp # (r+s-1)ji. (4.3)

Dak wida¢, warto$¢ wyrazania (4.3) zalezy od parametru y . ktdéry nalezy
wyeliminowac.
Poniewaz prawdziwa jeet tozsamos$c¢:

xf,-(r*s) »e* Ar»t(r+e—1)xr,i(r+e—l) ¢ By (r»>-D)*p _(r+s-1).
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Wiec
Bp a(r*s-1)u* g(r+s-1) - c - Ap 8(r+s-1)xp 8(r+a-1),

co przy roéwnaniu (a.s ) daje tozsamo$S¢ nastepujece:

- - - * - - - -
c AT,8(r+S I)Xr,B(r+S D) I Be g (rre-DP 1. (r+e-1)

* Br,a(r+s*1/
Z roéwnania tego wyznaczamy wartos$¢ jus
-1 .
u - 2[Br>s(r+8-1)P;%(r#8-1)B;>s(r+e-1)] - [Ap 8 <rt»-i>
e Xr,s(r+- ) * C] *

mozemy zatem zapisac:

u:’s(r+s—l) - —Pr%s(r+e—1)B?’S(r+e—l)[br»9(r+a—I|P"1 (r+e-1).
-1
Bp s(r+e-1)] . JAr s(r+8-1)xp s(r+a-1) - cj u.4)

Oznaczmy:

-1
FI (r+s) » [bp 8(r+e-1)P~8(r+a-1)Bp 9(r+a-1)] (4.5)

(fi (r+t+s) Jest maciorze symetryczny, wymiaru nxn)

oraz
A(r+a) - pri1s(r+s-i)8p B(r+8-1) H(r+s)

(A™Tr +s) jest macierzy o wymiarze 2m * n).

Przy tych oznaczeniach wzér (4.4) przyjmie postac:

u* s(r+s-1) - -y\(r+s)[Ap(8(r+s-I1)xr i((r+8-i) - cj (4.6)
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Bi iy
Obliczay wartos¢ V*:
yf l"u*'.ir+e—1)P_.r#8(r*»—l)u: (r+s-1) «
, T T
k jJAp gCr-fs-4”~ 8(r+a-1) - ¢ A (r+s)Priefr-i-e.a)A(r*8)
* [Ar.a(r+8-1D)xr.«(r*e“4+) " q
Uwzgledniejec, te prawdziwa jest nastepujeca tozee»o0$c¢:
AT (r+s)P e (rta-2.)A > 1 '(r+s)E*S&ir+e—i)g‘;c(r+s—1) .
. Pr ,e(”S_l )prz}s(r*s~3.)BJ;_ (r+»-i) . fi ir+s5 ® fi (r+s)B
BoZns V* zapisac¢ jako*.
VI = IlarP® (r+e-1 )xrfs(r+e—|) - Jcl 11 (r+s)JI~A»?*(r+s~|)
. xrﬁ(r—l—s—h - c} @4.7

RozwaZsiy obecnie dwe oetstnie przedziaty sterowanie. Sted esmy:

Z, a v2 * sAr*6A “ ¢) E g(r+s“2)pr A(f+8-2 )ur A(r-s-s-Si+Zj
Z zasady optysaalnoscA wynik®, zet
Z,,\/éur! (r+e—2)Pv (r+s-2)u (r+e~2) =
* [Ar s(r*e~1%r 8(r+s“J™g n(r,e)[Art8(r+s~Dxr#8(r+a-1)-c|

Zstoes wstawiajac z& wartosé ~N(r+s-1) ze wzoru (3*5;
odpowiednich przeksztaktceniach ieksznos¢ ne&t.epujece i

otrzymuj emy po
22 <@ yjr(r+s-2)|Vr g(r+e-2) * B~ re(r+te-2)A"Ng.(r*s-i)il (r+B) .

* s (r+s-S DL (r+s—2j)]buZ o (rte-2) +

+ Ta (r+0»S)A5 (r+»«2) . X,, (r+»~2> - ¢j
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- [ (r+s) Ear S(r+a—i Ja  (r+s~2)x P (r+s~2) - (f,;] +
+ 2 Fl_m (r+s-1 )Ar (r+s—2)xr ,S(r+s—2) - eJ fi (r+s)

-a_ g(r+s-DB._ (r+s-2)u o (r+e-2) 4.8)

Korzystajec ponownie z lematu 1 wyznaczany sterowanie optymalne urJ(r+s-2)
w postaci:

u* (r+s-15m - fp (r+s-2) + b[ (r+a~2)fiJ _(r+a-1)Fl (r+s)
r.s L r»® ? 7 oy*

\ 1 - T

. Ap e(r+a-1)Br g(r+s—2§i_ Br #(r+a-2)Ar #(r+e-1)

. Il (r+s)[Ar B(r+e-1)Ar 8(r+s-2)xr s(r+s-2) - cj (4.9)
Oznaczaj ac wyrazenia:

n"(r+8-1) = A1;_P8(I’+8—|)n (r+s)

A(r+s-1) = [Pp g(r+s-2) ¢ 8p>s(r+e-2)Ap 8(r+#-1)n(r+8)

A (r+s-1) (rve-2)] B (r+s-2) ii (r+s-1) (4.10)

8
rs r 9s

oraz wprowadzajec zdefiniowane wczeéniej macierze tranzycji. mozna ha pod-
stawie (4.9) i (4.10) zapisac:

u* 6(r+s-2) - -A(r+a-1)[Ar>e(r*a-1)Ar(#(r<8-2)xr>8 (r+a-2) - ¢l -

» - Air+s-1) JAr s(r+s ,r+s-2)xr i8(r+8-2* " (4.11)

*
Obliczamy wartos$¢ Vg:

v2 * JAr 8(<-+a.r+s-2)xr 9(r+s-2) - c1~ (r+s-i)fa,, ,,(r+a.r+s‘2) :
. xr’g(r+s—2) - c] ,
gdzie:

i1(r*»-i) * PI(r+e) - riT (r+a-1)Bp>e(r+*-2)A (r+8-1) 4.12)
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Prawdziwos¢ rekurencji

okreslonych w tezie twierdzenia dla dalszych
krokéw (tzn. k > 2)

sprawdzi¢ mozna wjoparciu o zssade indukcji eiatema-
tycznej .

Stusznos¢ wzoréw dla k - 0,1 zostata sprawdzona.

Przy zatozeniu, ze dla dowolnego k &« N takiego, ze 2 < k < ,(r+s-1),

prawdziwe aa nastepujace rekurencje:

u:#s(r+s—k) « - A(p+*-k+I L » %§+s,r+s~k)xr*9(r+s-k) - q )

gdzie t

A(r+s-k+i) - [pr 8(r+s—k) + r 8(r+s—k)F|'(r+s—k+|)al»o(r+s.r+s—k+l)

Br’s(r+s—k)h . BI s (r+s-k) H (r+s-k+l)

fi (r+s-k+l) « alt*(r+s,r+e—k+I)F|(r+s-k+2)
n (r+s-k+1) - FI(r+s-k+2) - 11°T (r+s-k+1)B p(r+a-k ) N\(.r+e-k*I)

m iA (r+s,r+e-k)x (r+s-k) - cl Fl(r+e+k+I)
Fr«s (r+s,r+s—k)x. ?»(r+e—k) - cJ ,
dowodzimy prawdziwo$¢ tych zaleznosci dla (k+l).

Uzasadnienie

N RozwaZay wyraZenie Vk+T, zdefiniowana wzorem (4.2)
i*r+a-1
Ve ¢ — i VFaMp s(up s
i-r+s-k-1
oraz
Zk+1 e Vk+1 - e)

Wartos¢ 2k+1 mozna zapisa¢ w postaci nastepujacej :

Zk+l - uI a(r+a—k—I)P" a (r+s—k—|)ur’e (r+a-k-1) V. o

¢ /T (*r t(r*a) - c).
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Stosujec zasade optynalnosci Bellnana oraz korzystajac z zatozen in-
dukcyjnych Bozeny zapisac¢ , za:|

Z'k+I « u'||;_a (r+e—k—I)Pr_a(r+s-k—|, )ur,s (r+ta-k-1) ¢
+ 8(r+s ,r+s-k)xp 8(r+s-k) - ej FI (r+s-k+l)
JAp ~r+s ,r+s-k)xp # (r+s-k) - cj- (4.135

Ze wzoru (3.5) wstawiany do powyzszego roéwnania za xl’8(r+e—k). Wow-
czas po odpowiednich przeksztatceniach wskaznik skalarny zjg+l1 eozna wy-
razi¢ w nieco innej postaci, analogicznej do tej, ktore otrzynano w (4.8)
Posta¢ ta pozwala na bezposSrednie jskorzystanie z lenatu 1. Mozna zatse
stwierdzi¢, ze sterowanie optynalne u* g(r+s-k-1), ktore ninlnalizuje

Zk+1" "a P°8tac:

u"i18(r+s—k—l) - —'[pr 8(r+s—k—|) . S#8 (r+s-k-1)A (r+a,r+s-k)

-1
i1 (r+s-k+1)Ar g(r+s ,r+s-k )Br <8(r-fS-k-1J

(4.14)
. B’i ’8(F+S—k—|)A__t’8 (r+s.r+s-k)!! (r+s-k-1)

Ear ’8(r+e ,r+e-k )ai ’8(r+s’—k—l)x»»» (r+s-k-1) - cj

Deflniujeny wartos¢ A (r+e-k) oraz Fl (r+a-k):

FI(r+s-k) » AT _(r+s rte-k )FL (res-k+1)

A(r+s-k) - jpp #(r+e-k-1) + Bp g(r+s-k-1)Tl (r+e-k)Ap ,,(r+J ,r+s-k;
. Br S(r+e—k—| l < (r+s-k-1) fi (r+s-k)

Wéwczas uzywajec zdefiniowanych uprzednio nadarzy tranzycji przopisz-

ny (4.14) w innej, interesujgcej nes fornie:
u: _(r+s-k-1) - - A (r+s—k)'IfA ) (r+s.r+s-k-|)xl (r+s-k-1) - ¢}
. | e i* -

Wstawiajec sterowanie optyaalne u* ~(r+e-k-1) do wyrazenia (4.13)

okreslajagcego Z~x obliczany wartos¢:
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@

k+1 k+1i

Po przeksztatceniach, prezentowanych w pierwszej czes$ci dowodu, otrzy-
muj esy wartos¢ ainiwalne V*+~ dane wzorem:

VZAZ » dé (r+s.r+s—k—l)i‘,’6 irta-k-1) - ?% ilCr+e-k)
B, 8 (r+8,r4-s~k-I)x_ (r+s_JJ<_|) - g .
gdzie:

HCr+a-k) = 1] (r+s-k+1) - IT (r+8-k)Br>8(r+s-k-1)A (r+s»k).

W sy$l zasady aptyaalnosci wartos$¢ ainiwalns

Dr»e “ Vr+e a [Ar,s(r*s’°)xr,s() " e 11 (1} Ar ,8ir*8"0)
xr.a@) - g
Twierdzenie wskazuje, ze posta¢ sterowania w rozwazany® problemie z
minimalng energie, Jak réwniez wartos¢ funkcjonatu jakosci zalezy od za-
danych stenéw lokalnych: poczgtkowego i koricowego oraz znanych parametroéw

uktadu. Ponadto optymalne? sterowanie Jest liniowg funkcje stanu lokalnego
uktadu.

5. Przyktad

Niech bedzie dany uktad postaci (2.i) o macierzach;

A2 - Bl = B2 “

z warunkiem poczatkowy»

x(1 , -1)

x(0 , 0)
- 0.

D

2)
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dla ktdérego

(r.e) - (1.2). n-2. m - 1.

X(.2) - ¢ (Szl

Ponadto dany Jest wskaznik Jakosci postaci (2.3) o eacierzy P(i,j) -1
dla kazdej pary (i-j), P 1(i,j) » 1.

Zgodnie z przytoczony« twierdzenie« zachodze nastepujece zaleznosci:
ul. 22 " -AM)[al2 @B.2)x1 2(2) - d

A(3) - [P1%(23BI,2(2)r,(5)]

ncs) - B1,2(2)Pi% (2)BI.2(2>
gdziei
1 0 c
PL.2(2) * o 1 0 1
sted
1 0
n<3) - £ °j i A(3
) i (3) 0o 1
10 0 0
Al 2 (3,2)- A1>2(2) -
(3.2) 2 00 0 1
zaten
10 0 O
x1 (2(2).
<2 @ 0 0

gdzie wektor xz ¢(2) zostanie wyliczony pézniej.

Kolejno aamys

V2 (1> -A(2)[ai<2(3.1)x1i2(1) - d

19
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m [Pi,2(1) * B.2(1) n (2)A1,2(3'2)BL,2(1)J *Bl.2(1) n'(2)

n"(2)- 2@B.2)nc3) - Ar2c2>n<3>
10~ 100 10 0
‘2 - 00 « 010 010
'@ - 54 PL2() o BL2() “o10
01 001_
Po odpowiednich obliczeniach macierz A (2) wynosi:
| 0
A(2) 0o o
o] |
100000

140 00 000100
Al1(2(3-1} m Ai,2(2)A1 .2(D) 000 1 001000
000001

Tl o0 00 O]

[o OO0 OO Ij

Ostatecznie otrzymuje pie zalezno$¢ naatepujpce:

g ] 000000
“1,2(1) 0 - 0000O0O0O x12 (2)
1 000000 |
2
<ontynuuj«c obliczenie, wartos¢ wYno8i!

ul,2@0) " -ACI)[AIF2(3,0)x#>2(0) - d]

poniewaz Xj 2(°) ” (0), zatem
t* 2@ mA (),
gdfcle:

i
A(1) - [Pi,2(0) * «£t2<0)n"d)A1F2(3.1)B12 (0)] B~2(0>n"d)

ntd) - 2(S.1)11(2)
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n(2> - n(3) - n"T(2)B1>2(i)A(2)

Po obliczeniach uzyskujemy:

i 0
0 0 0
0 0 _ 0
nca) n'(o 0 0 A(T) - 0
0 i 0 O
* o\
0 K
Zatem
E_ o 1 u*(+1,-1)
= |
0 0 3 0 of o o
* S
ur,2@ 0 0 1 0 u*(-i, 1)
1
o % w e gi
- - - [ [

Korzystajac z rownan opisujacych dany uktad mozemy wyznaczy¢ wektory

stanu odpowiednio:

x1.2(1) * A1.2(0) X1.2(0> + B1.2(0> U1.2(0) * 01.2(0) U1.2(0)

Po wymnozeniu znanych macierzy otrzymuje sie

1
0 1 us(l. 0)
xk2 () ~ O oraz ur 2() » 0 « ux(0, D
0 1 u*(-1.2)
0 3 L - B
1
3

Analogicznie postepujemy przy obliczeniu wektora X1>27"2 ™M °tr2y“ulJ9c

wowczas:

Cx x
10

x1,2(2) = u*(0,2)

wWwhNhOoO o N

Latwo sprawdzi¢, ze dobdér sekwencji wektordéw sterowania zapewnia nam
osiagniecie przez uktad zgdanego stanu x(r*e) - c, mianowicie:
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x1,273 " " Ai ,2727&X1.2~ * B+,2727N1,2"7

10 0O 10
0001 01

Warto$¢ minimalna wskaznika Jakosci 0Oj 2 wynosi:

0*<2(u) - 3 | = u*%(2)u*i2(2) ¢ u*%h(l)u*#2(1) o u*y2(0)u*>2(0)

Mozna te wartos¢ obliczy¢ roéwniez re wzoru:

0*2 - [A1>2<3,0)x142(0) - cj MN(i)[al<2(3,0)xl 2 (0) - cj .

gdzie:
n(i) - n@) - n"T(i)Bli2(0)A (1)
na= -
wiec
o 3
3 1
L2 lo +1 1

6. Podsumowanie

Rozwiezanie problemu sterowania z mlnimalne energie za pomoce metody
programowania dynamicznego byto mozliwe ze wzgledu na specyficzne po-
sta¢ modelu 2-D, szczegd6lne forme funkcjonatu jakosci (niezaleznos$ci od
wektora stanu) oraz brak ograniczen na wielkos$ci sterujece i wspétrzed-

ne stanu.
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B ciaTte pacoMaTpHBaeTca npoCaeMa onTHMajibHoro ynpaBlieHHH ¢ aonojiL3osa-

HHeM MHHHMajibHO-sHepreTK”ecKoro KpHTepnH aim HeKoiopoa CHCTeua Tana 2-0
CHCieMa (2.1) npeBpamaexca b cooTBeiCTByjomyE 4>pMy Tana 1-0 a 3aTem npa-

ueaaeTca AKHauagecKoe nporpanuapoBaHae.

MINIMAL ENERGY CONTROL OF 2-0 LINEAR SYSTEM

Summary

In this paper minimum energy control of linear, discrete stationary
2-0 system is considered. System (2.1) is transformed into equivalent
1-D system and next Bellman’s "principle of optimality” is used.



