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PRZY ZASTOSOWANIU TEORII MNOŻNIKÓW LAGRANGE'A

Streszczenie. W pracy podano metodę wyznaczania sterowania opty- 
nalnego przy kwadratowym wskaźniku jakości dla układu dyakretnego, 
dwuwymiarowego, liniowego, stacjonarnego opisanego modelem Fornasi- 
niego, przy ograniczeniach równościowych na końcowy wektor stanu.
W proponowanej metodzie wykorzystuje się teorię nieoznaczonych mnoż
ników Lagrange's.

1. Wprowadzenie

Układy typu 2-D sę to układy dyskretne dwóch zmiennych, opisane równa

niem będż układem równań różnicowych. Szersze zainteresowanie nimi datu

je się od kilku lat, kiedy to Roesser zaproponował model odtęd zwlęzany 
z jego nazwiskiem [8] . Dla tego modelu rozpatrywano problem minimalizacji 
wskaźnika jakości szczególnej postaci, mianowicie tzw. zagadnienie mini- 
malnoenergetyczne. Zostało ono postawione i rozwięzane w pracy D. Klamki

[5] , a następnie rozważano go już dis modelu typu 3-D w pracy T. Kaczor- 
ka [4] . W obu rozwlęzaniach wykorzystywano tzw. macierz lokalnej stero- 

walności.
W pracy [l] powtórnie rozpatrywano to zagadnienie, ale dla innego mo

delu, typu Fornasiniego-Marchesiniego [3j . Podano w niej metodę opartę na 

programowaniu dynamicznym.
W niniejszej pracy rozważa się również powyższy model, przy czym wskaż 

nik Jakości aa postać ogólnę. Ponadto podano ograniczenie na wektor koń

cowy stanu oraz zastosowano do rozwięzania tego zadania nie stoaowanę 
dotychczas przy układach 2-D teorię mnożników Lagrange'e.

2. »formułowanie zagadnienia

Dla dowolnego punktu (r.s) £ Z* * 2* (Z - zbiór liczb całkowitych) 
definiujemy zbiory punktów Dr # i c£'* w sposób następujący [7] :
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Dr $ . | ( i , j ) ( Z * Z !  - « 4  i < r.-r < J < s. (i+J ) > oj

c£'8 0p>9! 0< k - (i+j) $ r+aj -

■ |(r ,-r+k), (r-1 ,r+k-l),..., (-e+k+1,a-l), (-8+k ,s )|

Rozważny układ dwuwymiarowy, liniowy, stacjonarny opisany następującym 

równaniem różnicowym [3] :

X (i + 1 , J +1) - A 1x(i+l,j) ♦ A2x(i,J+l) + BjUti+l.j) ♦ B2u( i , J * l ) ^  ^

z warunkami poczętkowymi: (i,j)£ Z *  Z

x(h,-h) = x o (h), h € Z  (2.2)

oraz warunkiem końcowym postaci:

>f(x(r,e)) » 0, (2.3)

gdzie:
fJest funkcję o wartościach w przestrzeni Rq (q < n)

A ł ,A2 € Rn ", 81 ,B2 e Rnx"

u ( i , j ) £ R m - wektor sterowania, 

x(i,J)e Rn - wektor stanu.

Dane Jest również wakaźnik jakości w postaci ogólnej:

°r.e{x ( i '3 ) ' u< 1*3)} " I  ^  { x T (i.j)Q(i.j)x(i.j) ♦

(i ,J )tDr ta-Cr*a

+ uT (i,J )P(i,J )u(i,J )} + |  xT (r.a)F(r,s)x(r,s), (2.4)

w którym macierze Q(i.j), P(i,j) dla (i,J)C Dp 8*cP+g oraz F(p.«)
|eę z założenia symetryczne i dodatnio- określone. Zadanie nasze polega na 

wyznaczeniu cięgu sterowań u(i,j), (i,j)t DPt8”cp+9 ' który minimalizu
je kryterium jakości (2.4), przy uwzględnieniu równań (2.1) oraz ograni

czeń (2.2), (2.3).
Przy założeniu, że rozpatrywany układ Jest lokalnie sterowalny w ob

szarze D -Cr '8 , można w pełni rozwięzeć powyższe zagadnienie, podajęc 
r , 8 r+e

analityczne postać atarowcnla optymalnego.
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3. Transformacja układu (2.1)

Oako pierwszy etap rozwiązania dokonujemy przekształcenia układu (2.1) 
typu 2-0 do pewnego równoważnego mu układu typu 1-D, liniowego, dyskret
nego, o zmieniających się wymiarach macierzy w każdym kroku.

W tym celu wprowaźmy następujęce oznaczenie, zaproponowane w pracy [7] : 
dla dowolnego punktu (r,s)ez*x Z* definiujo się wektory i macierze 
zależne od dyskretnego parametru k i ściśle zwięzane z wyborem punktu 
(r,s), a mianowicie:

«(k)

x(r,-r+k) 
x(r-l ,-r+k+l) 

•

x(-e*k,a)

t R n(r+e-k+l) 

k « 0, 1..... (r*e)

(3.1)

u (k)

u(r,-r+k) 
u(r-l ,-r+k+l)

u(-s+k,s)

i(r+a-k*l) (3.2)

A(k) -

A1 A2 ° 
O Ax A2

A 1  A 2  0

O Aj A 2

k ■ 0,1,... ,(r+e-l) (3.3)

A(k) Jest macierzę prostokętnę o wymiarach n(r*i-k)x n(rłs-k*l) zależnych 
od parametru k.

B(k)

B1 82 °
O Bj B2

B1 B2 °

O Bt B2

k » 0,1.... ,(r*e-l) (3.4)

B(k) Jest macierzę prostokętnę o ywymlarach n(r*s-k)x a(r+e-k*l) zależ

nych od parametru k.
Używajęe oznaczeń (3.1) - (3.4) można równanie (2.1) przeksztsłcić w rów

noważna mu postać:

x(k*l) » A(k)x(k) ♦ B(kJu(k), k » 0,1,2,. .. ,(r*s-l) (3.5)
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z danymi warunkami granicznymi: x(0)

lf(x(r*»)) « O

Podobni« «oZna transformować funkcjonał (2.4) otrzymujęc następujęcę Jego 

postać:

k«r+s-l
ojx(k) ,u(k)j • -  y  |xT (x)Q(k)x(k) ♦ uT (k )P (k )u (k )| ♦

k-0

+ jj xT (r + s )F (r+s )x (r + e ), (3.6)

gdzie:

P(k) - diag [p (r ,-r+ k ) ,P (r- 1, r + k-tl )... . ,P(-s+k ,s )j (3.7)

k - 0,1 ,...,(r*s-l)

Macierze P(i,j) dla (i,j) £ 0r s - są z założenia symetryczne

i dodatnio określone, a więc P(k) Jest macierzę symetryczna . dodatnio 
określona, o wymiarze m(r*s-k*l)* m(r*e-k+l).

Q(k) ■ diag ĵ Q(r ,*-r*k ) ,Q( r-1 ,-r+k+l),... ,Q(-s+k . s )J , (3.8)

k « C ,1 ,...,(r+s-1)

Macierze Q(i.j), dle (i<3'£ D r ,9 * s? z założenia symetryczne
i określone| dodatnio,więc Q(k) Jest macierzę symetryczna, dodatnio 

określona o wymiarze n (r+s-k + l )* n(r»a-k*l).

F(r*e • - F (r ,s ) £ R n * " (3.9:

Zatem przy zastosowaniu powvższe1 transformacji problem postawiony w 
paragrafie 2 został sprowadzony do wyznaczenia sterowania optymalnego, 

układu niestacj-narnego typu 1-0, o zmiennej strukturze postaci (3.5), 

przy wskaźniku jakości (3.6).

4 . Wyznaczenie sterowań optymalnych przy zastosowaniu mnożników Lagrange';

Zauważmy, Ze wskaźnik jakości (3.6) o{*.u} 3«3* pewnę funkcję skalar

n* 2(r*e) zmiennych:



Wyznaczanie sterowania optymalnego.. 29

x(l), x (2 ) x(r+s-1), x(r+s) (x(0) - dane)

u(0), u(l),...,u(r+e-l).

Każde z r+s+2 równań (3.5) Jest równaniem wektorowym, stanowięcym ogra

niczenia dla funkcji (3.6).
Na podstawie [2] hamiltonian dla rozważanego zagadnienia aa zatem postać: 

H £x (l), x (2 )..... x(r*s), u(O), u(l) u(r+s-l),

X.(l),X.(2)..... ACr + s),^ • j  xT (r+8 )F (r*8 )x (r+s ) ♦ P T<f (x(r*s) ) ♦

k«r+s-l
| |  xT (k )Q (k )x (k ) ♦ i  uT (k )P(k )u(k ). + (4.1)

k«0 *-

* X.T (k+l) |A(k)x(k) + B(k)u(k) - x(k+l)]J ,

gdzie X(k), k - 0, 1 (r + s-l) sę n(r+s-k+l) wymiarowymi wektorami,

>?Jest q-wymiarowym wektorem.
Dla prostoty zapisu definiujemy funkcje skalarne H(k) oraz 0 w spo

sób następujący:

H (k ) - £  xT (k )Q (k )x (k ) ♦ i  uT (k )P (k )u(k ) ♦ X T (k+1) |a (k )x (k ) +

♦ B(k)u(k)] (4.2)

k « 0, 1.....(r+s-1)

0 (x(r*e)) • ^  xT (r*s)F(r+s )x(r+s) ♦ ? Ttf(x(r*s)) (4.3)

Wówczas hamiltonian H można napisać w postaci:

k»r+a-l
H • & ( x (  r+& )) - X T (r*s)x(r*a) ♦ IZ  [ H ( k ) - X T( k ( x ( k ) J  »HtO) (4.4)

k-1

Różniczka zupełna dH me zatem postać:
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Warunklea koniecznya ainiaalizacji Jest zerowania eię pochodnych częstko-

wych Hx (k j - 0 i Hu (k ) - 0. zetee aaay:

- X T (k), dla k - 1,2,...,(r+e-1) (4.6)

!(jeZeli x (0) - dane, wówczas dx(0) « 0)

- 0. dla k - 0 , 1 . . , (r+s-1) (4.7)

a 5 ^ : ; ; )> - • ° (*-b)

Rozpisując powyższe warunki otrzyaaay:

xT (k)Q(k) ♦ X T (k+l)A(k) - X T (k) k - 1 , 2  (r+s-l) (4.6a)

uT (k)P(k) ♦ fl.T (k+l)B(k) - 0 k - 0 , 1  (r+a-l) (4.7e)

xT (r+a)F(r+a) ♦ x ffvv? - X T (r+s) (4.8a)

Wyznaczając aterowanle optyaalna u(k) w funkcji' ^(k+l) z równania 

(4.7a) otrzyaaay!

u(k) - -P- 1 (k)BT (k)A(k+l) k ■. 0 , 1  l(r+a-l) (4.7b)

(z założeń wynika. Ze aaclerze P(k) a« odwracalne)

(k - 0 , 1 (r+e-1)).

Zataa układ (4.6a), (4.7a). (4.8a) wraz z warunkaal (3.5) daje r o z w a ż a 

nie zagadnienia alniaallzacji funkcjonału (3.6) ze względu na aterowanle 

u ( k )•
Ten układ zaaknlęty aoZna opieać w apoeób następujący: 

x(k+l) - A(k)x(k) - B(k)P_ ł (k)BT (k)Jl(k+l) 

x(0) - x0 

^(«(r+e))-^ 0

2U k ) '« AT (k)Jtfk+l) + Q(k)x(k) (k * 1 . 2..... (r+e-1)) (4.9)
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u (k) - -P- 1 (k)9T (k)A.(k+i) (k ■ 0, 1..... (r+s-l) (4.9)

Sekwencja sterowań optymalnych nia występuje w sposób Jawny, lecz Jako 
funkcja mnożników Lagrange'a, które z kolei same sę rozwięzenlami sprzężo
nych równań rekurancyjnych danych w (4.9), przy czym część warunków gra

nicznych Jest dana dla k«0, część dla k « r*s.
Mamy zatem do czynienia z typowym "zagadnieniem dwugranlcznym", które na

leży rozwięzać dla każdej chwili czasu, aby otrzymać strukturę starowania 

w układzie zamkniętym.
Ola pełnego stwierdzenia, czy w danych punktach stacjonarnych oalęgnięto 
minimum, należy rozpatrzyć, czy różniczka zupełna drugiego rzędu hamilto

nianu Jeet dodatnio określona.

r+a-1

(4.10)

k-0

Różniczki zmiennych dx(k) 1 du(k) sę zwlęzana równaniem

dx(k*l) - A(k)dx(k) ♦ B(k)du(k) (4.11)

5. Przypadek szczególny

Załóżmy, że funkcja f  ma poataći

<f(x(r*s)) - o(r*s)x(r+s) - c. (5.1)

gdzie: o(r«-s) Jest danę maclerzę o wymiarze q x n  oraz c c Rq Jest da

nym wektorem.
Wówczas układ równań (4.9) aa postać:

x(k*l) ■ A(k)x(k) ♦ B(k)u(k) 

x(0) « x#

(5.2)
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f(x(r+s)) ■ 0(r+s)x(r*s) - e - O 

M k )  - AT (k)ft(k-l) ♦ Q(k)x(k)

Jl(r+e) » F(r*s)x(r*s) ♦ D 1 (r+ e) ó 

u(k ) ■ -p"1 (k)BT (k )h (k*l)

(k » 0,1,... , (r+s-l))

Zslótmy, ±e spełniona sę następujące zależności 

*.(k) - S(k)x(k) + R(k)1?
(5.3)

f -  RT (k )x (k ) ♦ T(k) 9 - c,

gdzie:
S(k) Jest asclerzę symetryczne o wymiarze n(r+s-k+l) x n(r+s-k+l ) ,
R ( k ) Jest sacierzę symetryczne o wymiarze n(r+s-k+l)x q,

T(k) Jest macierze symetryczne o wymiarze q x q .

Podstawiając w (5.3) k - (r+s) otrzymamy:

%(r+e~) • S(r+s) x(r*a) ♦ R(r+s)<>
(5.4)

f(r*a) « R ' (r*s )x (r*s ) + T!(r*s)^~ c, 

co w zestawieniu z równaniami (5.2) daje warunki:

S(r*s) » F(r*s)

R(t+s) • DT (r*s) (5.5)

T(r*e ) - 0

Napiszmy równania (5.3) dla k ■ (k*i)

X(k+l) ■ S( k*l )x (k* 1) ♦ R (k*l )■?
(5.6)

f -  RT(k*l )x (k* l) ♦ T(k*l )9 - C 

Wstawiajfc do (5.6) pierwsze z równaó (5.2), mamy odpowiednio:

iUkel) • S(k*l)A(k)x(k) ♦ S(k*l)B(k)u(k) ♦ R(k*l)'f ?)

frn RT (k«l)A(k)x(k) * RT (k*l)B(k )u(k ) ♦ T(k*l)J - C
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Równocześnie na podstawie (5.2) otrzymujemy zależności:

ft,(k) » AT (k ) W k + 1 ) ♦ Q(k)x(k)
(5.8)

u( k) - -P_ 1 (k)BT (k)&(k+l) 

a po uwzględnieniu (5.7):

A(k) - [AT (k)s(k+l)A(k) + Q(k)]x(k) ♦ A T (k )S(k*l )B( k )u(k) ♦

+ AT (k)R(k+l) ł (5*9)

u(k) - -P- 1 (k)8T (k)s(k+l)A(k)x(k) - p"1 (k)BT (k)e(k*l)B(k)u(k)

- p*1 (k)BT (k)R(k+l)^ (5.10)

Wyznaczajęc u(k) z (5.10) otrzyeaey:

u(k) - [i ♦ p-1 (k)BT (k)s(k+l)B(k)]'1 [-P_ 1 (k)BT (k)S(k*l)A(k)x(k)

- P- 1 (k)BT (k)R(k + l) n?] (5.11)

przy założeniu, że [i ♦ P_ 1 (k )BT (k )s(k+l )B(k)] Jeet eacierzę nieotobll- 

Podstawiajęc z kolei (5.11) do (5.9) otrzyeaey:

3l(k) - | A T (k)S(k*l)A(k) + Q (k ) - AT (k)S(k*l)B(k)[p(k)*BT (k)S(kłl).

. B(k)]'1 BT(k)S(k*l)A(k)Jx(k) ♦ | A T(k)R(kłl) -

- AT (k)s(k*l)B(k)[p(k) ♦ BT (k)S(k+l)B(k)J .BT (k)R(k*l)|'? 

Analogicznie postępujemy z <f w  równaniu (5.7) i otrzyeujeey:

<f. | RT (k*l)A(k) - RT (k+l)B(k)[p(k) ♦ BT (k)S(k»l)B(k)]

. BT (k)s(k+l)A(k)jx(k) ♦ 

♦ jT(k*l) - RT (k*l)B(k)[p(k) ♦ BT (k)S(k*l)B(k)]

. BT (k)R(k»l)j*

(5.12)

(5.13'* c
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Zgodnie ze wzoren (5.3) możemy zatem zapisać następujące zależności reku- 

rencyjne:

S( k) - AT (k)s(kfl)A(k) ♦ Q (k ) - A T (k)s(k+l)B(k)

. jp(k) ♦ BT (k)s(k+l)3(k )J BT (k)s(k+l)A(k)

R (k ) - AT (k ) jl - S(k*l)B(k)jp(k) ♦ BT (k)S(k+l)B(k)|

. BT (k)j R(k*l)

T(k) - T(k+1) - RT (k+l)B(k)[p(k) + BT (k)s(k+l)B(k)]

. BT (k)R(k+1) 

z warunkami granicznymi:

S(r+s) ■ F(r*e)

R(r*s) ■ 0T (r+s)

T(r*s) » O

Oeżeli T(k ) jest n a d a r z ę  odwracalne dla k « 0,1.... , (r+a-1), to wów

czas ze wzoru (5.3) nożna wyrazić v> w sposób nestępujęcy:

■?« [T (k)] [f+ c - RT (k)x(k)j (5.18)

Wstswlajęc tę wartość 9 do wyrażenia (5.11), otrzymany po przekształce

niach :

u (k ) = ~[p(k) *B' (k)s(k+l)B(k)] | BT (k )S(k+1 )A(k ) +

♦ BT (k)R(k+l)T- 1 (k) Joir+s )x (r+s ) - RT (k)x(k)]| (5.19)

k » 0,1,2.....(r+s-1),

gdzie Sik), R(k) oraz T(k) sę rozwięzaniami równać rekurencyjnych

(5.14) - (5.16) z warunkami granicznymi (5.17).

Badajęe warunki dostateczne minimum w tyn przypadku otrzymujemy szczegól

ne postać drugiej różniczki;

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)
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d2H « dxT (r+s)F(r*s)dx(r+s) ♦

r+9-1

[dxT (k), duT (k)|
k-0

0. O

d x (k)

-*Q-O
1 du(k)

■ dxT ( 0 )0(0)dx(0) + duT (0)P(0)du(0) ♦ dxT (l)Q(l)dx(l) +

+ duT (l)P(l )du(l) + ... ♦ dxT (r+s-l )Q(r + s-ł )dx(r<-s-l) ♦ (5.20) 

+ duT (r+s-l)P(r+s-l )du(r + s-l) *■ dxT (r+s )F(r+s )dx(r+s) »

Q(0)
|dxT (o), duT (o) ,... ,dxT (r+e )j P(0)

dx (0)
du(0)

dx(r+s)

Różniczka ta jest formę kwadratowę danę w postaci kanonicznej. Ponieważ 
os podstawie założeń macierze leżęce na przekątnej głównej sę dodatnio 
określone, zatem wyróżnik tej formy Jest też dodatnio określony.

Uwaga

Funkcje ‘P określsjęca ograniczenie równościowe nałożone na końcowy 
lokalny stan układu może być ogólnie przyjęta Jako nieliniowa. Tym nie
mniej w praktyce najczęściej dokonuje się Jej linearyzacjl bodz lineary- 
zacji jej pochodnej.
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OnïüMAJILHOE ynPASJTEHHE JIHHEiiHOÎÎ CHCTEMOJ!

THIIA 2 -D  C HCn0JIb30BAHHEM KBAHPATHMECKOrO KPKÏEPHH

P e 3 »  u  e

B cTaTbe paccM aTpKBaeica iiHHegHae, «HOKpeTHas cacieM a Tana 2 -D . Caisaa 
ofisas. OHCTeMa npeB'paJiaeTCH. b cooTBeicTByBïçyB jiHHe&Hyio $opwy Tana 1-D  o 
nepeMeBHofi cîpyK Typog. HJia ra jcoâ CHCieiiH m o k h o  bhhkcjih tb onTzwaJibHoe ynpaB' 
jieH ne, K oiopoe aBJiaeto« uuKHMyu KBajtpaiHReeKoro KpnTepna a HcnoJXB30BaHHeM 

KHCttHTejiea JlarpaK aa,

OPTIMAL CONTROL OF OPTIMATION PROBLEM FOR LINEAR 

2-0 SYSTEM WITH QUADRATIC CRITERIA

S u m m a r y

The linear, discrete, stationary 2-D system has been considered. The 
most general Fornasini model of 2-D ie introduced and then transformed 
into equivalent, discrete, variable - structure 1-D linear system. For 
such model, using Lagrange multipliers the optimal regulator problem is 

solved.


