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WYZNACZANIE STEROWANIA OPTYMALNEGO DYSKRETNEGO UKLADU 2-D
PRZY ZASTOSOWANIU TEORII MNOZNIKOW LAGRANGE®A

Streszczenie. W pracy podano metode wyznaczania sterowania opty-
nalnego przy kwadratowym wskazniku jakos$ci dla uktadu dyakretnego,
dwuwymiarowego, liniowego, stacjonarnego opisanego modelem Fornasi-
niego, przy ograniczeniach roéwnosciowych na koncowy wektor stanu.

W proponowanej metodzie wykorzystuje sie teorie nieoznaczonych mnoz-
nikéw Lagrange®s.

1. Wprowadzenie

Uktady typu 2-D se to uktady dyskretne dwéch zmiennych, opisane réwna-
niem bedz ukdtadem réwnan roéznicowych. Szersze zainteresowanie nimi datu-
je sie od kilku lat, kiedy to Roesser zaproponowat model odted zwlezany
z jego nazwiskiem [8 . Dla tego modelu rozpatrywano problem minimalizacji
wskaznika jakosci szczeg6lnej postaci, mianowicie tzw. zagadnienie mini-
malnoenergetyczne. Zostato ono postawione i rozwiezane w pracy D. Klamki
Bl ., a nastepnie rozwazano go juz dis modelu typu 3-D w pracy T. Kaczor-
ka [4 - W obu rozwlezaniach wykorzystywano tzw. macierz lokalnej stero-
walnosci.

W pracy [1I] powtdérnie rozpatrywano to zagadnienie, ale dla innego mo-
delu, typu Fornasiniego-Marchesiniego [3j . Podano w niej metode oparte na
programowaniu dynamicznym.

W niniejszej pracy rozwaza sie rowniez powyzszy model, przy czym wskaz
nik Jakosci aa posta¢ ogélne. Ponadto podano ograniczenie na wektor kon-
cowy stanu oraz zastosowano do rozwiezania tego zadania nie stoaowane
dotychczas przy uk#adach 2-D teorie mnoznikéw Lagrange®e.

2. »formutowanie zagadnienia

Dla dowolnego punktu (r.s) £ Z* * 2* (Z - zbidér liczb catkowitych)
definiujemy zbiory punktéw Dr # i <c£"* w spos6b nastepujacy [7]
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Dr $ . 1(i,J)(Z*Z!" -«4 i < r.-r < J< s. (i+J) > 0]

CE"8 0p>9! 0< k - (i+j) $ r+aj -

| (r,-r+k), (r-1 ,r+k-1),..., (-e+k+1,a-1), (-8+k ,s)]|

Rozwazny uktad dwuwymiarowy, liniowy, stacjonarny opisany nastepujacym

réownaniem roéznicowym [3] :

X (i+1,3+1) - ALx(i+1,j) # A2x(i,J+1) + BjUti+l_j) & B2u(i,J*1)~ ~

z warunkami poczetkowymi: (i,j)E Z* Z

x(h,-h) = xo(h), h€z (2.2)
oraz warunkiem kohAcowym postaci:

>F(x(r,e)) » 0, (2.3)

gdzie:
flest funkcje o wartosSciach w przestrzeni Rq(g < n)

A+ ,A2 € Rn ", 81,B2 e Rnx"
u(i,jJ)ERm - wektor sterowania,
x(i,J)e Rn - wektor stanu.

Dane Jest roéwniez wakaznik jakosci w postaci ogélnej:

cr.oe{x(i"3) " u<1*3)} "1 ~ XT3 JIx(i.5)
(i ,J)tDr ta-Cr*a

+ uT (1,3 )PCi,J)uCi,d )} + | xT(r.a)F(r,s)x(r,s), 2.4)

w ktérym macierze Q(i-.j), P(i,j) dla (i,J)C Dp 8*cP+g oraz F(p-.«)
lee z zatozenia symetryczne i dodatnio- okreslone. Zadanie nasze polega na
wyznaczeniu ciegu sterowan u(i,j), (i,j)t DPt87cp+9 " Kktory minimalizu-
je kryterium jakosci (2.4), przy uwzglednieniu réwnan (2.1) oraz ograni-
czen (2.2), (2.3).

Przy zatozeniu, ze rozpatrywany uktad Jest lokalnie sterowalny w ob-
szarze D —CF;g, mozna w ped#ni rozwieze¢ powyzsze zagadnienie, podajec

analityczne posta¢ atarowcnla optymalnego.
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3. Transformacja uktadu (2.1)

Oako pierwszy etap rozwigzania dokonujemy przeksztatcenia ukdtadu (2.1)
typu 2-0 do pewnego roéwnowaznego mu ukdadu typu 1-D, liniowego, dyskret-
nego, o zmieniajacych sie wymiarach macierzy w kazdym kroku.

W tym celu wprowazmy nastepujece oznaczenie, zaproponowane w pracy [7] :

dla dowolnego punktu (r,s)ez*x Z* definiujo sie wektory i macierze

zalezne od dyskretnego parametru Kk i $cisle zwiezane z wyborem punktu

(r,s), a mianowicie:

x(r,-r+k)
«@  x(r-1,-r+ke1y  ERnCrre-k+l) G.1)
° k « 0,1..... (r*e)
x(-e*k,a)
u(r,-r+k) )
W) ur=1 ,-r+k+1) i(r+a-k*1) G.2)
u(-s+k,s)
Al A2 °
0 Ax A2
ACK) - k mo0,1,...,(r+e-1) (3.3)
0 Aj A2

A(k) Jest macierze prostoketne o wymiarach n(r*i-k)x n(ris-k*1) zaleznych
od parametru K.

BL 82 °
0 Bj B2

B(K) k» 0,1.... ,(r*e-1) (3.4

B1 B2 °
0 Bt B2

B(k) Jest macierze prostoketne o ywymlarach n(r*s-k)x a(r+e-k*1) zalez-
nych od parametru k.

Uzywajee oznaczen (3.1) - (3.4) mozna roéwnanie (2.1) przeksztstcié¢ w réw-
nowazna mu postac:

x(k*1) » AC(K)x(k) + B(kdu(k), k » 0,1,2,. .. ,(r*s-1) (3.5)
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z danymi warunkami granicznymi: x(0)
F(x(r*»)) « 0

Podobni« «o0Zna transformowa¢ funkcjonat (2.4) otrzymujec nastepujece Jego

postac:
k«r+s-1
0jx(k) ,u(k)j «- vy IXT (Q(KIx(K) ¢ uT (kHP(KHuk)] «
k-0
+ JJ XT (r+s)F (r+s )x(r+e), (3.6)
gdzie:
P(k) - diagp (r,-r+k),P(r-1,r+k-tl)... . ,P(-s+k ,s)j (3.7)
k -0,1,...,(r*s-1)
Macierze P(i,j) dla (i,j) £ Or s - sa z zatozenia symetryczne

i dodatnio okreslone, a wiec P(k) Jest macierze symetryczna . dodatnio
okreslona, o wymiarze m(r*s-k*I1)* m(r*e-k+1).

Q(k) m diagjN(r ,*-r*k),Q(r-1 ,-r+k+1),... ,Q(-s+k .s ), (3.8)

k « C,1,...,(r+s-1)

Macierze Q(i.j), dle (i<3"£Dr,9 * s? z zakozenia symetryczne
i okreslone| dodatnio,wiec Q(k) Jest macierze symetryczna, dodatnio

okreslona o wymiarze n(r+s-k+1)* n(r»a-k*I).

F(r*e = - F(r,s) £ Rn* " (3.9:

Zatem przy zastosowaniu powvzszel transformacji problem postawiony w
paragrafie 2 zostat sprowadzony do wyznaczenia sterowania optymalnego,
uktadu niestacj-narnego typu 1-0, o zmiennej strukturze postaci (3.5),

przy wskazniku jakosci (3.6).

4. Wyznaczenie sterowan optymalnych przy zastosowaniu mnoznikéw Lagrange-;

Zauwazmy, Ze wskaznik jakosci (3.6) o{*.u} 3«3* pewne funkcje skalar

n* 2(r*e) zmiennych:
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x(), x(@2) x(r+s-1), x(r+s) (x(0) - dane)
u(0), u(l),...,u(r+e-1).
Kazde z r+s+2 roéwnan (3.5) Jest rownaniem wektorowym, stanowiecym ogra-

niczenia dla funkcji (3.6).
Na podstawie [Z] hamiltonian dla rozwazanego zagadnienia aa zatem postac:

HEx (1), x(@)..-.. x(r*s), u(0), u(l) u(r+s-1),
X.(D),X(@2)--.-. ACr+s), o j XT(r+8)F(r*8 )x(r+s) ¢ PT<F(x(r*s) ) ¢
k«r+s-1
[l xT(k)Qk)I)x(k) & i uT (k)Pk)Huck).+ 4.1)
k«0 x

* XT (k+1) JAGKX(K) + B(K)u(k) - x(k+D1J ,

gdzie X(k), k - 0,1 (r+s-1) se n(r+s-k+1) wymiarowymi wektoranmi,
>?Jest g-wymiarowym wektorem.
Dla prostoty zapisu definiujemy funkcje skalarne H(k) oraz 0 w spo-

séb nastepujacy:

H(k) - £ xT(k)QK)Ix(k) ¢ i uT(KIP(KIu(k) ¢ XT (k+1) | (KIx (k) +

¢ B(Ouk] (4.2)
k «0,1..... (r+s-1)
0 (x(r*e)) < N xT(r*s)F(r+s )x(r+s) ¢ ?TtfF(x(r*s)) (4.3)

Wéwczas hamiltonian H mozna napisa¢ w postaci:
k»r+a-1
Hoed& (x(r+&)) - XT(r*s)x(r*a) ¢ 1Z  [HK)-XT(k(x(k)] »Ht0) (4.4)
k-1

Rézniczka zupedna dH me zatem postac:
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Warunklea koniecznya ainiaalizacji Jest zerowania eie pochodnych czestko-
wych Hx(kj - 0 i Hu(k) - 0. zetee aaay:

- XT(Kk), dla k -1,2,...,(r+e-1) (4.6)

Igezeli x(0) - dane, wowczas dx(0) « 0)

- 0. dla k- 0,1.., (r+s-1) 4.7

a57:; ;) - - ° -

Rozpisujac powyzsze warunki otrzyaaay:

xT (k)Q(k) & XT(k+I)A(k) - XT(k) k -1,2 (r+s-1) (4.6a)
uT (k)P(k) & AT (k+1)B(k) - 0 k - 0,1 (r+a-1) (4.7e)
xT (r+a)F(r+a) + x Ffvww? - X T (r+s) (4.8a)

Wyznaczajgc aterowanle optyaalna u(k) w funkcji® ~(k+1) z réwnania
(4.7a) otrzyaaay!

u(k) - -P-1(K)BT(K)A(k+l) k m. 0,1 I(r+a-1) (4.7b)

(z zatozen wynika. Ze aaclerze P(k) a« odwracalne)

(k -0 , 1 (r+e-1)).

Zataa uktad (4.6a), (4.7a). (4.8a) wraz z warunkaal (3.5) daje rozwaza-
nie zagadnienia alniaallzacji funkcjonatu (3.6) ze wzgledu na aterowanle

u(k)e

Ten uktad zaaknlety aoZna opiea¢ w apoebb nastepujacy:
x(k+1) - A(k)x(k) - B(k)P_+¥ (k)BT (k)Jl(k+l)
x(0) - xO0

~N(«(r+e))-~ 0

2UKk) "« AT (K)JtFk+1) + Q(K)x(K) K *1.2..... (r+e-1)) (4.9)
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u(k) - -P-1(K)9T (KA. (k+i)  (k m 0,1..... (r+s-1 (4-9)

Sekwencja sterowan optymalnych nia wystepuje w sposéb Jawny, lecz Jako
funkcja mnoznikéw Lagrange"a, ktore z kolei same se rozwiezenlami sprzezo-
nych réwnan rekurancyjnych danych w (4.9), przy czym cze$¢ warunkéw gra-
nicznych Jest dana dla k«0, czes¢ dla Kk « r*s.

Mamy zatem do czynienia z typowym "zagadnieniem dwugranlcznym", ktére na-
lezy rozwieza¢ dla kazdej chwili czasu, aby otrzyma¢ strukture starowania
w uktadzie zamknietym.

Ola petnego stwierdzenia, czy w danych punktach stacjonarnych oalegnieto
minimum, nalezy rozpatrzy¢, czy roézniczka zupedna drugiego rzedu hamilto-
nianu Jeet dodatnio okres$lona.

r+a-1
(4.10)
k-0
Rézniczki zmiennych dx(k) 1 du(k) se zwlezana réwnaniem
dx(k*1) - A(k)dx(k) ¢ B(k)du(k) (4.11)
5. Przypadek szczeg6lny
Zato6zmy, ze funkcja f ma poataci
<F(x(r*s)) - o(r*s)x(r+s) - c. (GRS

gdzie: o(r«-s) Jest dane maclerze o wymiarze qxn oraz c¢c Rq Jest da-
nym wektorem.
Wéwczas ukd#ad réwnan (4.9) aa postac:

x(k*1) ® A(k)x(k) ¢ B(K)u(k)
5-2)
x(0) « x#
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f(x(r+s)) m 0(r+s)x(r*s) - e - 0
Mk) - AT (OFECk-1) + Q(k)x(K)
JI(r+e) » F(r*s)x(r*s) + D1(r+e)é
uCk ) m -p"1 (k)BT (k)h (k*I)

Kk » 0,1,... ,(r+s-1))

Zslotmy, ze spedniona se nastepujace zaleznosci

* () - S(Kx(k) + R(K)®
(5.3)

f- RT(k)x(k) ¢ T(k) 9- c,

gdzie:
S(k) Jest asclerze symetryczne owymiarze n(r+s-k+1)x n(r+s-k+1),
R(k) Jest sacierze symetryczne owymiarze n(r+s-k+1)x q,
T(k) Jest macierze symetryczne owymiarze qx(-

Podstawiajac w (5.3) k - (r+s) otrzymamy:
%(r+e~) e S(r+s) x(r*a) ¢ R(r+s)<>
(5.4
f(r*a) « R*(r*s )x(r*s) + TI(r*s)”~ c,
co w zestawieniu z réwnaniami (5.2) daje warunki:
S(r*s) » F(r*s)
R(t+s) « DT (r*s) (5.5)
T(r*e) - 0
Napiszmy réwnania (5.3) dla k = (k*i)
X(k+1) m SCk*I)x(k*1) o R(k*1)w?
(5.6)

f- RT(*I)x(k*1) ¢ T(k*1)9 - C

Wstawiajfc do (5.6) pierwsze z réwnadé (5.2), mamy odpowiednio:
iUkel) < S(k*DAKIX(k) oS(k*D)B(K)u(k) ¢ RKk*D*f ?)

frn RT (k«DAK)X(K) * RT (k*DB(Kk Yu(k) ¢ T(k*1)J - C
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Réwnoczes$nie na podstawie (5.2) otrzymujemy zaleznosci:

00 » ATUOWK+1) ¢ Q(k)x(K)

(5.8)
u(k) - -P_1(K)BT (k)&(k+1)
a po uwzglednieniu (5.7):
ACK) - [AT (K)S(k+DAK) + Q(K)IX(K) + AT (K)S(k*1)B(k)u(k)
+ AT (KR(k+1) + (5*9)
u(k) - -P-1(K)8T (K)s(k+DAKIX(K) - p"1(K)BT (K)e(k*1)B(k)u(k)

- p*1(K)BT (KOR(k+1)" (5.10)
Wyznaczajec u(k) z (5.10) otrzyeaey:
uk) - [ ¢ p-1 (BT (K)s(k+1)B(K)T"1 [-P_1(K)BT (k)SC(k*AKIX(K)
- P-1(K)BT (KR(k+1) 7] (5.11)

przy zatozeniu, ze [i ¢ P_1(k)BT (k)s(k+1)B(k)] Jeet eacierze nieotobll-

Podstawiajec z kolei (5.11) do (5.9) otrzyeaey:
3IKk) - AT (K)Sk*DAk) + Q(k) - AT(k)S(k*1)B(K)[p(k)*BT (k)S(kHl).
. B(k)1"1 BT (K)S(k*DAK)IX(K) ¢ | AT (KR(KED) - (5.12)

- AT (k)s(k*D)B(K)[p(k) + BT (K)S(k+1)B(k)J  .BT (K)R(k*D)|"?

Analogicznie postepujemy z <f w réwnaniu (5.7) i otrzyeujeey:
<f. | RT (k*1)A(k) - RT (k+D)B(k)[p(k) ¢ BT (k)S(k»1)B(k)]
. BT (K)s(k+DAK)YJx(k) o

¢ JT(k*1) - RT(k*1)B(K)[p(k) ¢ BT (k)S(k*1)B(K)]

. BT(K)R(k»D)j* * ¢ (5.13°
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Zgodnie ze wzoren (5.3) mozemy zatem zapisa¢ nastepujace zaleznos$ci reku-

rencyjne:

S(k) - AT (K)S(KFI)A(K) ¢ Q(k) - AT (k)s(k+1)B(k)

Jpk) ¢ BT (K)s(k+1)3(k Y BT (k)s(k+1)A(K) (5.14)

RK) -ATK)I - S(k*D)B(K)jp(k) ¢ BT (K)S(k+DBK)| (5.15)

. BT(K)j RK*D)

T(k) - T(k+1) - RT(k+D)B(K)[p(k) + BT (k)s(k+1)B(K)]
. BT (k)R(k+1) (5.16)
z warunkami granicznymi:

S(r+s) m F(r*e)

R(r*s) m 0T (r+s) (5.17)
T(r*s) » 0
Oezeli T(k) jest nadarze odwracalnedla k « 0,1.... ,(r+a-1), to wow-

czas zewzoru (5.3) nozna wyrazi¢ w w sposbéb nestepujecy:

e TE]  [f+ ¢ - RT (x(K)j (5.18)

Wstswlajec te wartos¢ 9 do wyrazenia (5.11), otrzymany po przeksztatce-
niach :

u ) = ~[pCk) *B* (K)s(k+DB(K)] | BT (k)S(k+1)A(k) +
BT (K)R(K+1)T-1(k) Joir+s )x (r+s) - RT (K)x(K)1l (5.19)
K »0,1,2..... (r+s-1),
gdzie Sik), R(k) oraz T(k) se rozwiezaniami réwna¢ rekurencyjnych
(5.14) - (5.16) =z warunkami granicznymi (5.17).

Badajee warunki dostateczne minimum w tyn przypadku otrzymujemy szczegol-
ne postac¢ drugiej roézniczki;
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d2H « dxT (r+s)F(r*s)dx(r+s) e

r+9-1 )
© o dx (k)
[dxT (k), duT (K|
k-0 © Py du (k)

m dxT (0)0(0)dx(0) + duT (0)P(0)du(0) ¢ dxT (1)Q(I)dx(l) +
+ duT (P )du(l) + ... & dxT (r+s-1)Q(r+s-4)dx(r<-s-1) ¢ (5.20)
+ duT (r+s-1)P(r+s-1 )du(r+s-1) m dxT (r+s )F(r+s )dx(r+s) »

(0 dx (0)
[dXT (0), duT (0) ,... ,dxT (r+e ) P(0) du(0)
dx(r+s)

Rézniczka ta jest forme kwadratowe dane w postaci kanonicznej. Poniewaz
os podstawie zatozen macierze lezece na przekatnej gtoéwnej se dodatnio
okreslone, zatem wyro6znik tej formy Jest tez dodatnio okreslony.

Uwaga

Funkcje P okresSlsjeca ograniczenie roéownosciowe natozone na koncowy
lokalny stan uk#adu moze by¢ og6lnie przyjeta Jako nieliniowa. Tym nie-
mniej w praktyce najczesciej dokonuje sie Jej linearyzacjl bodz lineary-
zacji jej pochodnej.
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OnitMAJILHOE ynPASITEHHE JIHHEIiHOI CHCTEMOJ!
THIIA 2-D C HCn0JIb30BAHHEM KBAHPATHMECKOrO KPKIEPHH

Pe3»ue

B cTaTbe paccMaTpKBaeica iiHHegHae, «HOKpeTHas cacieMa Tana 2-D. Caisaa
ofisas. OHCTeMa npeB'paliaeTCH. b cooTBeicTByBi¢cyB jiHHe&Hyio $opwy Tana 1-D o
nepeMeBHofi cipyKTypog. Hlia rajcod CHCieiiH moknho bhhkcjihtb onTzwalibHoe ynpaB'
jieHne, Koiopoe aBliaeto« uuKHMyu KBajtpaiHReeKoro KpnTepna a HcnoJXB30BaHHeM
KHCttHTejiea JlarpaKaa,

OPTIMAL CONTROL OF OPTIMATION PROBLEM FOR LINEAR
2-0 SYSTEM WITH QUADRATIC CRITERIA

Summary

The linear, discrete, stationary 2-D system has been considered. The
most general Fornasini model of 2-D ie introduced and then transformed
into equivalent, discrete, variable - structure 1-D linear system. For
such model, using Lagrange multipliers the optimal regulator problem is

solved.



