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O FUNKC3ACH GELFERA, KTÓRYCH ZBIÓR WARTOŚCI POKRYWA OANE KOŁO

Streszczenie. Funkcja f holomorficzna 1 jadnolistno w kola J ed- 
nostkowys U-“ (z : |z| < 1 j , postaci:

f(z) « 1 ■*- t^z + bjjZ*" + .... (l)

spełniająca warunek

fCZj) ♦ f(z2 ) fl 0 dla każdych tj. Zj t U, (2)

nazywa się funkcję Gelfera. Przez G(d) rozumieć będziemy podkiase
klasy funkcji Gelfera, złożoną z funkcji, które oprócz warunków (l)
i (.2) spełniają dodatkowo:

Kd c  f(u),
0f (u) n  Kd fl 0 , (3)
0f (u) n Kd - ? i> .

gdzie:

Kd » {w: ¡w - w0| < d, w0 » i d 2 + l}.

Krf- «{w: |w + wQ| < a}.

W pracy otrzymano wariacjo (zarówno te elementarne ^ak 1 te, które 
zawierają bogatszy zbiór funkcji bliskich funkcji f ) dla klasy G(d) 
funkcji Gelfera, których zbiór'wartości pokrywa tz gory dana kolo. 
Uzyskana funkcje, odwzorowujęce koło U na poddany małej mi a n i e  
obszar f(u), fi G(d), pozwoliły na znalezienie równania różniczko
wo- funkcyjno-całkowego spełnionego przez funkcję ekstremalną ais 
części rzeczywistej określonego co najmniej na Gid) funkcjonału 
różniczkowalnego w sensie Gâteaux i zależnego jedynie od wartości 
funkcji położonych w kole K., a także na uzyskanie pewnych in.cr- 
fnacj i dotyczących obrazów koła jednostkowego U po przekształce
niu go przez funkcje ekstremalne z G (d).

Badania klas funkcji jednolistnych, których zbiór wartości pokry
wa dane z góry koło, zostały zapoczątkowane przez Netanyanu w 1970 
Î5] który uzyskał w tej pracy wariację funkcji klaay S, których 
wartości pokrywają koło {w: |w| < d } , d - O i przy jej pomocy zna
lazł maksimum wartości bezwzględnej drugiego współczynnisa w tej 
podklasie. Następnie w 1977 Barnard [l] zajął się klasą runxcji 
gwiaździstych, które koło jednostkowe przekształcają na obszar za
wierający koło {w: ¡w < d[ 1 zawarty w koie A Mj . W 1979
roku Huomel, Plnchuk i Schirfer [oj znaleźli wariację dla funkcji 
iednolistnych, ograniczonych, których wartości pokrywaj ą 
Iw: 'w1 < dl, uzyskując za Jej pomocą funkcje ekstremalna dla war
tości bezwzględnej drugiego współczynnika w tej podklasie.

Klasa Gid) nie jest zwarta, tym niemniej staje się zwartą po

I ? iXT
à ♦ ( V 1 +d -1 )e

dołączeniu do niej wszystkich funkcji postaci: — - —  ..— , ~ H T ‘
d - ( Vl*d -l)e
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Połóżmy D • f(u). Niech A  będzie obszarem dobrany« do funkcji 
f e G(d ) takim, że:

(i) 8D C A ,  8Kd C A  , eKd- C A ,

(ii ) w e.jó<^=i> -*» 6 A  ,

(iii) istnieje otoczenie punktu 0(-l) punktu -i takie, że|0(-l)n A  « fi.

Niech 0 (w) będzie funkcję holomorficznę w A  , spełniajęcę warunki:

(a)0 (-w) ■ -0(w) dla każdego w t A  ,

(b) Re 0 (w) » 0 dla w e  »KjU aKj.,

W przypadku gdy =o t A  , funkcja 0 (w) »a w «  rozwinięcie 0 (w) = aQ ♦ 
al+ -jy + ... . Udowodnimy, że funkcja

f \ w 1 ♦ (w - 1 )exp £ 0 (w) /E \
£ " w + 1 - (w - ;l,)exp£ 0 (w;*

gdzie £ e R, przekształca brzeg SD na S D £ obszaru D£ , który
(«) dla £ dostatecznie bliskich zero jest taki, że jeżeli w e D £ , to -w ^ 0£ .

(? )Kd c  d£ , sd£ n sk^ y 0 , s o £ n »Kd- y 0 .

Udowodnimy ponadto. Ze dla £ dostatecznie bliskich zero funkcja (5) jest

jednolistna w A  .

Połóżmy dla (w,ć) fc A  x A

%  (w,co)

(w+iHcołi)(0 (w) - 0 (<o)) ,, , w
2 (w -oj) r

^  (co + 1 )2 0 (co) dla w =co.

Funkcja 0 (w) Jest ograniczona w zbiorze zwarty» A  , również %  (w,co) ja

ko skończona i cięgła w zbiorze A  x A  jest tam ograniczona.
Przyjmijmy:

» ejjp | 0 (w) | , M 2 “ 9up
£  A  * A

Celem dowiedzenie własności (oł) wystarczy pokazać, że dle dowolnego £ 

dostatecznie bliskiego p i dla dowolnych w 1 >w2 C D n A  w ) ♦ w_(w2 )y0. 
Załóżmy przeciwnie, że dis każdego t £ R istnieję dwa punkty Wj.WgcAflD 

takie, że *'w£^w2^ “ °* czV li

Wj ♦ 1 ♦ (Wj-1 )expć0 (wŁ ) -(w2+l) - (w2-l)exp£ 0 (w2 )

Wj ♦ 1 - (w1- i ) e x p £ p ( w 2 ; " w2 ♦ 1 - (w2- l ) e x p t ® ( w 2 ; *
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a więc

w„ + 1 w. - 1
• ^¡“ T T  •**«&<•»!> ♦ * < « 2 )).

skęd otrzymujemy:

|l - axp£(0(*»1 ) + 0 {W g )) 1W1 - i "2 + 1 "l - i

" l + 1 w2 - 1 wi + 1
( 6 )

Korzystając z nierówności |i - e*| < |s|ei8 ̂ spełnionej dla dowolnego s 
mamy na podstawia (6), że

wr i w2+l
< " r 1

- 5̂ T Wj + l |£| |0(wj) ♦ 0 ( w 2 )| exp|l£| 10 (wj ) + 0 ( w 2 )|| ,

zatem po przekształceniu, ze względu na własność (a) oraz postać funkcji 
%(w,u>), otrzymujemy:

l£l

«i’1
wŁ+l Ićl

(Wj + 1 ) (-w2+l) (0 (Wj )
2{*1 - (-w2 )}

0(-w2 ))
exp|i£| |0 (wj )♦ 0 (w2 )|J

V 1
Wj + 1 |%(w1 , -w2 )[ exp jlćl |0(Wj) + 0 (w2 )||

Z określenia rodziny G(d) wynika, te istnieje taka stała M j , że dla

każdego w e D n A  zachodzi ¡¡JT ĵ £ M 3 . «tęd 1 =i ifcl M jM 2 exp 2l£! Mj,
co jest niemożliwe dla dostatecznie małego i .
Celem dowiedzenia własności (¡¡>) wystarczy pokazać, że odwzorowanie w^ (w) 
zdefiniowane wzorem (5) pozostawia SK i 3 K.- niezmienione. Rzeczywi-

i - v  \r-2_,
ście,Jeżeli w €  SK^, wtedy punkt — j  £ d Kj , gdzie Kĵ  « K(0, — -j- ■*■■).

Stąd ze względu na (b) mamy:

tlę (w) - 1
- Iw “ ł !W£ ( W ) + 1 Iw + l|¡śHrri le*p£ i > M  ■ | S ^ t ! Ie*p - i H A i

Po prostych przekształceniach (7) otrzymujemy, że |wf (w) - ^1 ♦ d2 j » d.
co oznacza, że w^ (w)e d K^. Podobnie pokazuj'e*y, że Jeżeli tylko Xw)e
ćlK^-, wtedy również w^(w)e £>K^-.
Celem dowiedzenia Jednolistnoścl funkcji (5) w A  dla £ dostatecznie

bliskich O przypuśćmy przeciwnie, ża dla dowolnego £ € R istnieję dwa
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punkty Wj, "2 e A, wŁ / «2 i takie, ż® «¿(«i) - "£ (wj>>. czyli

w, ♦ i + (wj - l) e x p £ 0 ( w 1 ) vy£ + i + (w2 - 1 )axp£0 (w2 )

'w, + 1 -  'lw~ - l^expfioiwj"/' “ w 2 + 1 -  t**2 ■  l j e x P fc ®  (-w 2 ; '

a więc:

- i w.
— ---5- » —i—— - exp ć (0(w, ) ~ 0 (w~) ),w2 + 1 Wj + 1 1 ^

skąd otrzymujemy:

I"l - 1 *2 - *1 I-i - ł|
|wŁ + 1 w2 + 11 wŁ ♦ 1 ( 8 )

Korzystając ponownie z nierówności |i  - e*| < lej  » ̂ 81 , (8) daje nam nie

równość :

iWl - 1 *2 - ł l
;«! + 1 - w2 + 1

i l£ l |0 (wŁ ) - 0 (w2 )| exp j|ćl|0 (w1 )-0 (w2 )|

Po przekształceniach, biorąc pod uwagę postać funkcji X(w,U)), dostajemy:

(w +l)(*_+l)(0 (w.) - 0( w  )) f, | ,1
—  -------- ~ ~  - P  {l£l -

W, - 1!
i <  ~ r ; l£l

!wi ł ł l

w - 1
+ 1

j X C w j  ,v»2 )| e x p  |l£i ^ ( w j )  - 0 ( w 2 )||

Wobec warunku (iii) mamy, że istnieje taka stała , że dla każdego
v* e A  , j ~ j  $ M4 , stąd i £ M4 Ić I M 2 exp 2|elM1( co nie jest możliwe

dla dostatecznie małego £ ,
Udowodniliśmy tym samym, że możemy zbudować wariację postaci

w £(w) * w + £ (w^-1) 0 ( w ) + O (£ ),

jednolistną w otoczeniu brzegu D. odwzorowującą 3 D  ns brzeg £0^ obsza
ru D, takiego. Ze jeżeli w e 0£ to -w 4 oraz taką. Ze c  0^ ,
2Kd n 3DfcV  0 . SK^-D 80, jł 0 . Obecnie celem naszym będzie znalezie
nie funkcji f£ , która koło U odwzorowuje konforemnie ns obszar 0£ , 
zachowując warunek f(0) - i. Skorzystamy tutaj z twierdzenia Gołuzina 

[2] , aa. 99-101.



Niech f t G (d ). Niech dlaej P « | z  : r < ¡zi < lj , r e (O, i) bę
dzie taki« pierścienie», ża f (P ) c  o n i ,  Rozważmy funkcję

f*(z,£) « vit (f(z)) - 1 ■* (f(z)-i) + £ (f2 (z)-l)<2>(f(z)) + 0 (6 ), (9)

gdzie —  O niemal jednostajnie w P.
Oest to funkcja holomorficzna zmiennych (z,£)t P x | i  : |£| < £ oJ, i przy 
każdy» £ £ R i l£l < & Q jest funkcję Jednolistnę zmiennej z e P. 
Zgodnie z twierdzenie® Goiuzlne istnieje funkcja jednoliatna w U posta

ci :
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f^*(z) « f(z) - 1 + £ |(f2 (z)-l)0(f (z))- zf' (z)s(z) + zf' (z )s(i)j. +

+ 0(£ ),

. . . .   (f2 (z)-i)i> (f (z ))gdzie S(z) oznacza częśc głównę rozwinięcia funkcji   — ---------
* zf '2 '

w szereg Laurenta w pierścieniu P, przy czym fQ(z) - f(z) - i,

*
f (O) * O, li® — ---r-— 2— - istnieje w sensie zbieżności niemal jedno-
£ t — o
stajnej w U. Zaten f*(z,£) jest wariację jfunkeji f(z) - 1, a funk
cja * f^(z) ♦ 1 je»1 wariację funkcji f(z). Zauważmy, Ze obszar
Dg powstaje przez dodanie do obrazu pierścienia P przez funkcję 1 edno- 
listnę Wg(f(z)) domknięcie składowej zawierajęcej 1. Funkcja od*
wzorowujęca koło U na 0^ tak. Ze f(o) * 1, ma postać:

f£ (z) ■ f (z) + £ j(f2 fz)-l) 0 (f (z)) - zf' (z)s(z) +

+ zf'(z)s(i)j + 0(£) (lo)

Tym samym znaleźliśmy dis dowolnej funkcji f fe G(d) pswnę rodzinę 

wariacyjna, której funkcje sę określone wzorem (10).
Obecnie znajdziemy funkcję <t> spełnisjęcę warunki (a) i (b). W tym ce

lu skonstruujemy funkcję Greens dla obszaru 51 - C\(Kd U *d-)^ 0 biegunie 
w punkcie u) . Funkcja Greena dla pierścienia Pj - { % : O < k2< i<j| < lj
z biegunem w punkcie c, k2 < C < 1 ma postać, [43 , str. 128:

9P i ^  . c) - 2j°9' log ¡̂ 1 - log |g (§ )| ,

^  10,9 ̂  ~ 109 e ' ̂ « 2logkGCe) .  =żi_i : , t « er f"«

łV(57rra °9^ + 109
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natomiast

iHu) * expj^“? i u2| <»(u).

6 Uu) " u fl (1 - 5 ^  expfo7 + 5 ^  ). (11)
k-l

a>k?0

oj. • m  * no. *, n *ioi -1. -Z....

Tl ’ <S(ł
<s‘( |) 

)2

k I*.
Odwzorowania ^ « -r-2-  z - “ < ¡2o! < jj- przekształca konforemnie pierś

cień P2 - | z : k < |z| < jj-1 na pierścień P.^, przy czym punkt zQ prze
chodzi na punkt leżęcy na osi rzeczywistej. Zatem funkcję Greena dla pier
ścienia Pg z biegunem w punkcie z q  będzie funkcja:

k|z | log k |z |

9p2 (z- zo ) “ 9P 1 ( _ 2 7  2 ' k|Zd  } " ~2iog- k—  lo2 k|zi '

•iN?rspy(łog z - log z0 )) |
- log

iKj-^jilogz + log Z 0 J+ !

gdzie funkcja i K u ) określona Jest zwięzkami (ll). Z kolei zauważmy. ze 
odwzorowanie z « odwzorowuje konforemnie obszar 5i na pierścień Pg ,

I' 2
w którego definicji przyjmujemy k » iA . JL..̂— Z_ Ł i czyli funkcja Greena 
dla obszaru 31, z biegunem w punkcie u) , ma poutać:

2(log( jil+d2-l )-log d)
log £ f .  ) - logiF(w)! ,

^ (2 T T  (1°8 STI " lo9 5 7 i n
| ■■ ■ 1 m.» II ' 1 — ■ I ll ' I IW'l» ■ '   ■ "

i H ( l o g  -r—t * log rr—r) ♦
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IrT * a2 - i) - log d).

natomiast funkcja 4" (u) określona Jost związkami (ll). W przypadku gdy 
(tiaoo t otrzymuj e«y:

9 a i w , o o )  “  I  1 0 9

tH

i  I w -  l i ) -

log 2 ar i log - 1.

^ (z T T  109 w~TT + >

Funkcja F(w) ze względu na to, te (z * 1) « - ’H z )  ( [4] , atr. 119),

Jest funkcję holomorficzna jednoznaczna w obszarze 5i i posiada zero Jedy
nie w punkcie w » w . Funkcje

Pg(w,u>)
log( l/l t d* - 1 |w-

I w  + il

2(logCl/l + - l) - log d)
log i w ~ 1

w ♦ 1 ) -

Jest analityczny« dopełnieniem funkcji g^iw.w). Ms » y , Ze Re (w ,<a) *> 
» g^iw.u)) = 0 dla n e S $ .  p^Cw.co) Jest analityczna w 31 poza punktem
w » u> , jednakże J est ona funkcję wieloznaczna i nie może być jeszcze po
szukiwana funkcja <t> . Dlatego zdefiniujemy operator A  :

A  - eiaC(o)-l) (co+1) -J- + e”i0Ł(cu-X ) (u>+l) JL-C‘U> 0 CO

Zauważmy, że

ii v « n  v , (12)

Jest funkcja o wartościach rzeczywistych. 
Utwórzmy wyrażenie
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( l o g i ^-IOC  0
+ e <  r=

w—i
w*»-i 1 £ ł  + log W-l^

ÜTT' + 5ł)
■l)-log d. + Ti

^zir'105^ !  + log O' — 1 \ 1 — \
ómT * Z7)

Niech teraz a, be 35 dowolne, takie, że a / b i a, bfi 8f(u). 
Funkcja

. i T f t > . 1 K 1  H ż k  (1°9 "*i " 109 aTl')'T^iw.b) « 2 3 t i i — — — ^ — -— irrrr
* & (i°s - los

ls ( ^ I (log

-iOc

(1 3 )

TT
♦'<air (log 2=i +w+l log Zzl) 

8 + 1 1 + jt)

* (W I (log w-1 
w+l * log Szk) 

a+1 ‘ ♦ yc)

(log ;£l + 109 E 7 T } * l'i)

* a r  (1°s wir * * I *  >

jest już funkcję jednoznaczny w S. r holomorficzny poza biegunami pierwsze
go rzędu w punktach a l b .  Pokażemy, że Re^T^(w#eę)̂  * 0 dla w6c) 
Istotnie, niech h~(w,u>) będzie funkcję sprzężony do funkcji g~(w,o>); 
wtedy Re (w #ct) )J “ Re |A  p^(w ,cu )J * R e  j A  (g^( w ,u>) ♦ ih^(w#ał))J «
«. Re jilgc,(w ,u3 )| ♦ Re j i  £1 h^(w ,u>)| , Ze względu na (12) Re|T^(w,o))|

il g (w,u;) 

p(w)

e jii.1. 
dla punktów w e  o Kd u 0 K Utwórzmy funkcję

(Ta (w,a) Tgj( -w , a ) ) - (Ta (w,b) - Ta (w,b)) (i4:

Oest to funkcja jednoznaczna w 2  , holómorficzna poza biegunami jednokrot
nymi w punktach a, b, -a, — b. Ponadto funkcja ta spełnia w eł? warunki (aj 

i ( b )  narzucone na funkcję f  iw i .
ktirzystajęc- z zasady odbicia Schwarza mamy. Ze funkcja Piw' rozsze

rz» się na obszar :
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jako funkcja holomorficzna i posiada dodatkowe bieguny jednokrotne w 
punktach:

- Id2 ♦ V1 + d2 (l-i2 )
d2 + 1 - i2

ad2 - |/jT + d2 ('-i2 )
d2 ♦ 1 - a 2

należęce do obszaru:

f I L1 + d2 (4+d2 )|
3d2 ♦ 4 '

oraz w punktach

ad2 + (l + d2 (l-a2 )
d2 ♦ 1 - a 2

- ad2 + K  + d2 (l-i2 )
d2 + l - i 2

które należę do obszaru:

( i il * d2 (4+d2 )
3d2 + 4

5d2 ♦ ji ♦ d2 (i - b2 )
óŁ * 1 - b2

bd - |/i + d (1 - b )
-------gJ---;--- =2------- ■

d ♦ 1 - b

i5 

3d +4
| n | w : |w> — 2—  1 n lw: ! ” + i1 * d2 | < d

bd 2 + ii ♦ d2 (i-b2 )
 -2* : rs— .

d ♦ 1 - b

- bd2 ♦ {T~+ d2 (1 -S2 )

Zdefiniujemy obecnie zbiór A  . Weźmy S > 0 na tyle małe, aby dodat

kowe bieguny funkcji P(w) w Si nie należały juz do obszaru:

■ C \  ||w: | w -/l + d2 | < d -¿j U |w: j w ♦ fl~ * d^|i d -dj}j

oraz by koła domknięte K(e.6). K(-a,£). K(b.S), K(-b,o) były rozłęczne 
oraz zawarte w Następnie usuńmy wyżej opieane koła z oDszaru 2 ^  .
W ten sposób skonstruowany zbiór otwarty fit będzie spełniał warunki nało
żone na zbiór A  , a funkcja P(w) zawężona do tego zbioru sDełnia warunki

nałożone na funkcję 0 (w).
W celu nrpisania wariacji funkcji f musimy znaleźć teraz część

ff2 (z) -l)P(f(z'ł
głównę rozwinięcia o środku w zerze funkcji ------:--- — — - » pierscie
3 z f (z )
m u  P - |z : r < |z| < l} . gdzie r > 0 jest na tyle małe. aby f(p'C5T 
'>,\*ch C0 »[z : |z| « pj . r < p Ń 1: wówczas poszukiwana część główna 

4; * ) wyraża ai? »z oram:
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CP

Uwzględniając powyższe, wzór wariacyjny (lO) przyjmie postać:

f (z ) - f(z) + £ ( f2 (z) - l)P(f(z)) - 
c

- £ z f ' (z) -Ł- f (f2(^ } - ł.)p.(f ,.(Ś-U -¿i ,

t £ z f ( z )  X  ( L i l ^ o l i )  (15)
J $f'<$> 1 -
£P

lub, kładęc 'f(w) = f- 1 (w) w e 0:

fc (z) » f(z) ♦ ć( f2 (z) - l)P(f(z)) - 
c

, , > 1 f (w2-l)‘f'2 (w)P(w) dw
* 2 ' 23ti J f(n) z - «f (w )

fCcp)

J ; A i $ u r ”’1’ ’ , l » °<*> “ 5 '>
f(Cp)

Wzory (15) i (15 *) przyjmuję różne postacie w zależności od położenia 
punktów a, b, -a, -b w stosunku do obszaru O.

a) Przypuśćmy najpierw. Ze a, b, -a, -b ^ D. Niech % ^ będzie obsza
rem dwuspójnym ograniczonym krzywę f(Cp)c3f i okręgiem Kd_ ̂ . =

» | w : | w - y 1 ♦ d2 | ■ d - «yj . W obszarze tym funkcja podcałkowa, wystę
pująca w drugiej całce wzoru (151 ). Jest holomorficzna dla każdego z e U, 

a więc:

i *<2-l) f'2 (w)P(w) ż dw
1 - if(w)

f (Cp)

(w -l) 'f (w)P(w) ż dw (16)
iw;

1 - Z'f(w)
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gdzie okręg <. jest zorientowany dodatnio względem swego wnętrza.
Funkcja podcałkowa w pierwszej całce wzoru (15') jest także holomorficzna 
w obszarze , jeżeli tylko z € | z ■ f> < ! z| < 1 ̂ i dla takich z mamy:

f (w2-l )*f' 2 (2 )P(w) dw i (w2 - 1 )<f'2 (w;P(w) dw
\ 'flw) z iw) "  1 tf i W / z - <f ( w )

f(CP } S Kd-(J (17)

Natomiast całki po prawych stronach wzorów (16) i (17) są funkcjami holo
morficznymi zmiennej z nie tylko w pierścieniu |z :P < [z| < l j , ale 
także w całym obszarze dwuspójnya ograniczonym okręgiem 0 U oraz krzywę 
P  -*f (8Kd_,;). Ola z z tego obszaru wzór (15) przyjmie postaci

f^(z) « f(z) + t(f2 (z) - l)P(f(z)) -

r r1 f \ 1 f (w2-l )<f'2 (w)P(w) dw
- Łzf (z) T M  J ------- fTio------ z U )  ł

e K d-ó

, - \ 1 f (w2-l )<f 2 (w)p(w) 5 dw „/cl
ł t z f  ( z ) M  j  T T Z 7  (18)

0 ęd- c

W celu znalezienia postaci funkcji dla z położonych wewnętrz

krzywej P  rozpatrzmy funkcję:

i i  (f2 CS) - DPifrt)) d't
F(z) * W i  J -----

p  > >

1 f (w2-l )4?’2 (w)P(w) dw 
2J(i \ <j'( w J z - r-f (w ) *

Ok; .d-i<

s —

odzie krzywa P  Jest zorientowana dodatnio względem swego wnętrza.

Funkcja — — * P v F v Jest holomorficzna w pewny* otoczeniu !
f ' t ) —> • -a

a więc w szczególności jest całkowalna na 1 . Niech zQ t i . Oznaczmy
orzez F,(z ) i F (z ! granice (o ile istnieję 5 funkcji Fiz), gdy z 

1 o P o [-!
dęży odpowiednio od wnętrza lub od zewnętrza krzywej 1 do punktu zQ.
Z twierdzenia Sochockiego wiadomo, ze granice te istnieję i zachodzi mię

dzy m a i  zwięzek:

(f2 (z„) - i)p(f(z n
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Przechodząc we wzorze (18) do granicy przy z dęzęcym do zQ od zewnętrza 
krzywej F  oraz uwzględniaję c  (19), otrzymujemy:

f£ (zo ) ' f :zo } ' 2o f '(zo ) ź k  1 (" z q - 7 ( w ! *

iKd-c

O o
1 I (w‘-l )f 2 (w)p(w) 2o dw 0 (r)

at r J  ¡ p r o  , . i , u ,  0<£)- < M )

Ki-e

g d z i  e

1 i (w2-l )<f 2 {w)p(w) dw
ST 1 <j> (w; z o (w)2fT

2 K d-6

1 1 (w2-!.)^ 2 (w)P(w) dw
* 2^ "  2fi \ -------spTTTJ-------  z-jHw.)

i ° /•z naleiy o-t
do wnęt rza 1

Wzór (20) zachodzi dla każdego zQ € T  . Obie jego strony sę funkcjami 
holomorficznymi zmiennej z, dla z leżęcych wewnętrz krzywej F i funkcja
mi ciągłymi na domknięciu wnętrza F  , a zatem dla z należęcych do wnę

trza F  otrzymujemy;

r , r , s - ,v \ 1 i '(w1--! )*f 2 (w)P(w) dw
£ • f(z) 2T 1 \  z - Y ' W  ♦

0 K d-«j

r .< , x 1 f (w2-l )«f'2 (w)P(«*) Ź dw
• £z f (*> s t  j  r n t — r r ^ r r 0 < n

dK*-s

b) Obecnie założymy, Ze a , b c D n  5? ; wówczas ze względu ne własność 

obszaru O mamy, że -a, -b fi D. Funkcje

(w2-l )*f'2 (w)P(w) 1 (w2-l )l" 2 (w)Piw) z
f  (w) Z -4 Iw! ' s 1 - £<j>(w)

maję w obszarze 1C j bieguny w punktach a l b o  ile z ^
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Części główne funkcji P(w) w punktach a i b wynoszę odpowiednio:
i os. 2 \ i<*, 2 \

6 ' w V- a 1 ' ' ~ e w ' -  b 1 * 8 w l ę c  d l a  m a m y :

1 i (w2-l W  2 (w)P(w) dw 
W ±  j •fi w i z - ' (w ; "

f(Cp)

1 f (w2-l )’f'2(w)p(w) dw 
2‘Jti j <pTw] z - ‘f  ( w ) +

d-S

.iQt(a2-l)2<f'2 (.) i ei0C(b2-l )2 'f 2 (b) 1
T T e l  z - t4J"( a T  T T F )  ~  z " - ' ^ ( K ]  '

(w2-l )f,2(w)p(w) z dw

W  i - -zf(w)
f(Cp)

1 i (w2-l )<f'2(w)P(w) z. dw

2*i J ^  i - 5f(w) *

e K d-ß

e iQC( a 2 - l ) 2 ^ 2 ( a )  i  b 2 - l  ; 2 ' f >2 i  b  )

™  > - *><■»

Wzory wariacyjne maję zatea pcstac :

f^(z) * f(z) ♦ f (f^(z) - l)p(fz)) -

2 „ \ 2 , c ' 2 , s  .1OC ,_2_. 2 a ’2 ;8;

1  - z < ) a  ;

- , ■, (b2 -l )2 'i" 2 < b) e 1 ' f' frl (h 2 -l ^  ^ ' b ■- c z f ( z )  r - z  - j - ^ T . c z f v z )  - - - - - -

• 2  o
i (w — i )H' " ( w )P (w < dwć zf' (z)

i)K

i \ I»w -1 vw;P'.w i dw
TT  ̂ 'i 'w~; z -4 (w)

d-O

¿zf (z) ^  \' ■;- y —  * 0C£) ‘22)2.C1 > TVw, ! . Z4 U ż
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die z należących do zewnętrze krzywej F  i analogicznie:

f£ (z) = f (z ) - t  zf' (z)

+ £ zf' (z) -£ z f (z ) (b2-l)2f'2(b) e1*
hT bt r - Y  (V) +'f(a) 1 - z<f{a)

23ti <£(*D z-̂ lw..
1 (w2-!) 1̂  2 (2)P(w) dw

 ̂ , . ' 1
♦ £zf (z) ifirT i

(w2-l )*P 2(w)P(w) z dw + o(£)
”  i - if(w)

(23)

dla z należęcych do wnętrza krzywej F  , Modyfikacje wzorów (18), (21), 
(22), (23), gdy a, b. -a, -b Raję inne położenie niż w opisanych przy
padkach, sę oczywiste.

Niech teraz ^  będzie cięgłyn, zespolonym funkcjonałem określony« na 
G(d) i poeiadajęcym pochodnę Gateaux, tzn.:

gdzie A ^(h) jest cięgłym liniowy» funkcjonałem, określdny» w przestrze
ni H ( U ) funkcji holomorficznych w U, a f + £ b * 0(£ } e G(d) dla £ 
dostatecznie małych.

a) Załóżmy, że ^  (f) zależy jedynie od wartości f w przeciwobrazie 

koła K^. Przypuśćmy, że dla f t G(d) funkcjonał R e ^ ( f )  posiada ma

ksimum lokalne, tzn. dla wszystkich funkcji f* e G ( d ) dostatecznie bli
skich funkcji f na zwartych! podzbiorach U zachodzi nierówność:

Oeżeli f*(z) s ^¿(z ) " f (z) ♦ £h(z) ♦ 0(£), £ e  R, wówczas z powyższej 
nierówności oraz z (24) wobec dowolności £ otrzymamy warunek, jaki musi 
być spełniony przez funkcję ekstremalne f(z), s mianowicie:

4*(f * £ h ) . <i> (f ) ♦ £  A f(h) * 0(ć), (24)

Re<P(f*) 4  Re <5>(f).

Re A f (h) •  O (25)

Połóżmy:

* • >
(26)
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1 -  Z<f(w)
(27)

Uwzględniaj ęc (26) 1 (27), warunek (25) przyjeuje dla wariacji (23) po
stać:

R.J.w (»<.)Ni,) - »(b)n(b)) . ) S k l P l Ę i  »(.)*,) , o.1 | M(w)p(w)
ŁTi J

eKd-ć
■}

gdzie:

P(w) - e1<K(a2 -l) [p^iw.uA - ^(-w.oOj 

_~10C(i2_1 ) [p^Cw.tu) - Pa (-w,®)]

e(b2_1) sir [pa ("-w) " pa (_Wito)]

Ci) aa

tOab

■l0C(b2-l) [p^(w,o)) - p^ (-W.to)]

Stęd korzystając z dowolności oC a a m y :

COnfa

0K ć~£

dw

i M(w)N(w) \,r2 ,  ̂ S / / i / U
J ~ 2~7 ^  |(a -ł) (P5?(".<*>)-Pa

SK d-S

dw

M (b )N (b ) ♦ ^  j 

SK

M(w)N(w) 
w2 - 1 o)=b

dw*

d-S

♦ 2fi
1 i M(w)N(w)

E  J
SKd-<$

(b2-l) A .  (P a (w.«,)-Pa(-w,u,))
o)*b

dw

Saiell ustaliny b 6 o n 2  , to otrzynany dla dowolnego a fe O H S  zwię- 
z e k :
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M(e)N(a) ♦ I M(^ )N(" } (o2-l) (p^(w,a) - p^(-w,a))dw +

aKd-(5

*251 J S £ ^ r . 2- 1 ) ^ r (pa ( w . . ) . p j}( - w . a ) ) d . . c o n . t  (28)

8 K d-d

Wykażemy obecnie, że funkcja M(a)N(a) jest funkcję holomorficzna w
obszarze®. Rzeczywiście, jeżeli a e $  , to A(p^(w,a) - Pg(-w,a)) 

» ^  *j“% T  ( P o ^ w >8  ̂ " & i / “ w '8 ^  ” 0  d l a  każcle9 0 '"e ® K d - 5 ’ c o  0oznacza
w o p.

Za funkcja p~(w,a) - p^i-w.a) Jest funkcją harmoniczną zmiennej a e ®  . 
Pochodne (p^(w,a) - p^i-w.a)) i — ^ ( w , a )  - p^(-w,a)j są zatem

funkcjami holomorficznymi zmiennej a w £  , Tym samym całki występujące po 
lewej stronie wzoru (28) są także funkcjami holomorficznymi zmiennej a.

Z (28) mamy dalej:

M(e)N(a) ♦ (e2-l) J  (M(g )N'y - )p^(w,a) - p^(-w,a))) dw +

® Kd-£

(a2- l ) ^  ( 4 ( — -o— (P^(w,a ) - p (-w,a)))dw - const,
* C  - 1 **

2 K d-5

skąd otrzymujemy:

M(a)N(.) + (a2-l) j (Pa (w'8) * P ^ - " - 8))d"

c’K6-5

( 2 1 ' 2 1 i" M(w)N(w) / f
(a )  7 7 7 - V *

a) - p_(-w,a))dw « const.

8K .  v0-0

a to oznacza, że

M(a)N(a) ♦ 2(a2-l) ^  Re- j M1 g N~ —  (p^(w,a) - p^(-w,s))dw

& K d-ć

= conet (29)
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Połóżmy

a ( w )  > m ( w ) n ( w ) ,  w  e  2nf(u).

Ponieważ drugi składnik lewej strony w zwlęzku (29) jest funkcja holomor

ficzna w całym obszarze 5  . funkcję A(w) możemy przedłużyć holomorficz
nie na ten obszar. Co więcej, podetawiejęc w (28) -a w miejsce a, korzy

stając z własności funkcji 1̂ (u), zdefiniowanej wzorem (ll), a mianowicie: 
'i'(-u) - -iKu) , iKu + Z ) • -iHu) exp(-3Ti(2u * Z )) [4] , str. 119, otrzymujemy
po obliczeniach

A(w) » A(-w) dla w e <5? .

Tym samym udowodniliśmy twierdzenie 1.

Twierdzenie 1. Niech ‘P (f) Jest funkcjonałem zespolonym, określonym

co najmniej na G(d) i posladsjęcym na G(d) pochodnę w sensie Gateaux

oraz zależnym Jedynie od wartości funkcji f położonych w K^. Jeżeli
f e G(d) ; j est funkcję realizuj ęcę maksimum funkcjonału Re •P (f ), to 
f spełnia równanie (29) dla każdego a 6 f(u)H3ł , gdzie £  « CNfK^UKj-), 
M ( w ) i N(w) sę okneślone wzorami (26) i (27), e pg(w,u>) Jest dopeł

nieniem analitycznym funkcji Greena dla obszaru £  z biegunem w u.’.

A (w) « M( w )N (w) dla w e £  H f(u) przedłuża się |z tego zbioru na cały

obszar £  , przy czym a (w ) « A(-w) dla każdego w e  £  .
Następne twierdzenie traktuję o własnościach funkcji ekstremalnych 

z G(d).

Twierdzenie 2 . Niech 'P(f) będzie funkcjonałem spełnisjęcym załozema 
twierdzenia 1, a f e G(d) funkcję reallzujęcę Jego maksimum. Jeżeli od- 
powiadajęca f funkcja a (w ) - M(w)N(w), gdzie M(w) i N(w) określone sę

wzorami (26) i (27) nie Jest stała, to obszar £  nie zawiera punktów zew

nętrznych zbioru f(u) U h(u), gdzie h(z) » -f(z). W szczególności, po
nieważ K . c  f(u) i K ,- C  h(u). dopełnienie zbioru f(U)U h(u) do całejO a
płaszczyzny domkniętej nie zawiera punktów wewnętrznych.

Dowód: Przypuśćmy, że istnieję punkty a. b e £  zewnętrzne względen 
zbioru f (li) U h(u). Wówczas również punkty -a. -b sę zewnętrzne względea 
tego zbioru. Możemy zatem zastosować wzór wariacyjny (21). Następnie ko- 
rzystajęc z dowolności £ 1 ot dokonujemy przekształceń analogicznych jak 
przy wyprowadzaniu zwlęzku (29). W ten eposob uzyskujemy, że dla każdego 

a e £ \ ( f ( U )  U h(U) )

(m2-l) £  R. | (p^w.m) - P^(-w.m) )dw - const (30)
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Oak wiemy, funkcja znajdujęca aię po lewej stronie związku (30) Jeat funk
cję holomorficznę zmiennej a w cały« obszarze S. . Stęd wnioskujeay. Ze 
zwięzek (30) zachodzi dla każdego a e £ ,  w szczególności również w punk

tach zbioru 5? H f (u). Bioręc pod uwagę (29) otrzymujemy M(a )N(a )»const, 
co jest sprzeczna z założeniem.

Obecnie wyprowadzimy dwie proste wariacje, które posłużę nam do dal

szego badania własności funkcji ekstremalnych. Powstaję one w wyniku zło

żenia foq, gdzie q : U — — U jest funkcję holomorficznę i jednolistnę 
takę, że q(0 ) • O.

Oeżeli położymy q(z) * elcz, £ 6  R, wówczas dla £ dostatecznie ma

łych istnieje funkcja f^ postaci:

fę(z) = f(eł^z) - f(z) + lŁzf'(z) ♦ 0(£). (31)

kt^ra należy do G(d) i Jeat wariację funkcji w w tej klasie.

Oeżeli natomiast q(z) « k^1 J(l-fiJk^iz)j , gdzie k^iz) ■  -----1 1 ^ ^ ¿ ,

£ > O, ot e S, wówczas otrzymamy wariację funkcji f e G(d) postaci:

f, (z) - f(x) - £ rf ' (z) 4 ^ “ ^ + 0(£ ) (32)
c e - z

Wariacja (32) odpowiada utworzeniu małego wycięcie w punkcie f(eloC) e 
£ 8 f(u). Oest ona dopuszczalna Jedynie wtedy, gdy nie wyprowadza funk

cji z rodziny * G( d ) , a mianowicie wtedy, gdy:

|f(e*^ - |/l d2 | > d  i jf(eiot) + ]¡ 1 * d2 1 >  d.

Oeżeli f realizuje maksimum funkcjonału Rety(f), to wówczas waru

nek (25) dla wariacji (31) przyjmuje postać:

la Af(zf'(z)) - O, (33)

natomiast ze względu na to, tża wariacja (32) Jest określona dla £ > O, 
otrzymujemy nierówność:

iaC
Re A (zf'(z) -e-ia. * z ) > 0  (34)

e - z

Połóżmy dalej:

B(Sj) - N ( w ), w » f(^).
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a zatea

B(^) . 5 A f(|iikl)
> 1 ” z 5

Na nocy twierdzenia Caccioppoll-Kóthego o przedstawieniu funkcjonału 
liniowego 1 ciągłego z przestrzeni h'(U) aaay, że funkcje bOj) jest 

holoaorficzna w pewnya pierścieniu | ^  : P < I $ I  < gdzie i t ( 0 ,l).
Ponadto nemy:

B(e1 0 ) - A f( - A f .
* ~ e 1 - 2 «

i© i / \ i© / / \  “*■
. A .(* ■zf.% )) ♦ A.(? ■2fii.zh  4 A f(zf'(z)), 

z - e  z - e

co na nocy (33) oznacza, że B(^) Jeet rzeczywista dla ^ « 3U. Co wię
cej , dla tych ^ » e i0 e 0U, dla których | f (ij) - V 1 ♦ d2 j ^ d i

|f(5 > * / T T ? |  >  d, aaay, że B((j) < 0, bowlea na aocy nierówności 
(34) aany dalej:

B(ei 0 ) - Re A f(2eiS-Zfi5 Z-)) ♦ zf'(z)) - -Re A (zf'(z) < C
z - e  a - z

Zauważny dalej, że

A(f(fe))(& -(&  ^  - B(^)
> f2 ^ )  - 1

dla ¡Je gdzie 0 < £  < 1 Jeet takie, by zachodziło

f ( j 5 : -p < |£|< i } ) c  {w : w e C \ ( K dU Kd- )J lub równoważnie

A (w) i"2 7 - B($) w - f C e ) ,  (35
(w2-l)2 ' 3 2 >

gdzie A(w) Jest funkcję holoaorficznę w obszarze

.! w : w e C \  (jw : | a -  ♦ d2 | < d - <s| U | w : | w * j l + d j < d|) ,

a B(^) Jest funkcję holoaorf icznę w pierścieniu : 9 <
Załóżay, ta b C ^ ) ^  O. Wówczas ilość zer S(<j) położonych na okręgu

0 U Jest skończona i okręg ten nożna podzielić na ekończonę ilość łu-
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k ó w, na których Bfcj) £ O lub B(^) 4 O. Ponieważ < O dla ^ 6 3  U,

holomorfIczna w 3t , a zate» wspomniane luki są lukami analitycznymi, a 
stąd wynika, ża funkcja f przedłuża się Jako funkcja holomorficzna na 
koło domknięte U, z wyjętkiem co najwyżej skończonej ilości punktów. 
Otrzymana wyżej wyniki możemy sformułować w następujęcym twierdzeniu:

Twierdzenie 3. Niech ty(f) będzie funkcjonałem apełniajęcym założe

nia twierdzenia 3. a f e G(d) funkcję realizujęcę jego maksimum. Wów

czas brzeg obszaru 0 » f(u) jest krzywę kawałkami analitycznę, złożonę
d 2

z trajektorii różniczki kwadratowej A(w) — g------g- oraz z łuków okrę-
(w - 1 )

gów 0 Kd 1 0  Kd-.

W przypadku gdy ty(f) Jeat funkcjonałem zależnym jedynie od wartości 
funkcji f położonych w obszarze S. , korzystamy ze wzoru wariacyjnego 
(18) i wykonujemy te same rachunki co poprzednio. Uzyskujemy tym samym 
twierdzenie :

Twierdzenie 4 . Niech ty(f ) Jest funkcjonałem zespolonym, określonym 
co najmniej na G(d) i posiadającym na G(d) pochodną w sensie Gâteaux 
oraz zaleZnym Jedynie od wartości funkcji f położonych w obszarze 
32 » C \ (Rd U R -). Oeżeli f c G(d) Jest funkcją realizującą maksimum 
funkcjonału Re (f), to dla każdego a e 31 fi f(u) f spełnia równanie:

gdzie M(w) i N(w) są określone wzorami: (26) i (27), a p^(w,tu) Jest 
dopełnieniem analityczny» funkcji Greena dla obszaru 32 z biegunem w u:.
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B stoft paöote nozy^auT sapaxiBoHHue iopuyzu zxa xzacca G(d) iyHxaaä rezi$e- 
pa, Koiopuz MHOJcecTBo BHaieHHä noKpHBaet zaHHbiil xpyr. Ohh noaBozaoi HaiiiH 
ÄH$$epeHiiHSzbHo-4iyHKUHäHo-HHTerpazLHoe ypaBHeKBe sunozHeaHoe sxcipeuazkHo« 
0yHxaHe8 zza BeaecTBeKHoM aacTB (fiyHxmioHaza. Onpezezaexca oh Ha G(d) * 
aueeT zHiiepeHUHaz b cuucze TaTo h 3aBncHT iozbko ot sHaaeHH« $yHKUHH Ha- 
xoahęhxcz b xpyre Kd . nozynani *oxe Hexoiopue nH$opuaiu«H o<5 f(u) rze f - 
BKCipeuazbHaa (fyHxaaa c  G(d).
B  1970 r. H e i a H a x y  np oB Sz K C C z e z o B a H H Z  kzscoob ozhozbctbkx «tyHxima, MH omec - 

tbo 3BaHeHHfi KOTopuz noxpaBaet zaHHuil Kpyr [o] • HEzaeica oh aBioposi Bapua—
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O B  « y H K O H H X  TEJI ME PA , K 0 T0 P H X  M H 0 S E CT B0 3H A H E H H 2  

I10K P H B A E T  Ä A H H H Ä  K P y r

P e 3 s  u e

f(z) = 1 ♦ bjZ + ... ( 1 )

BitnozHHxqaa yczoBse

fiz^) + f(zg) /  O  ZZJŁ B c e x  z 1 *z 2 6 u - ( 2 )

Kd c f(u)

Öf (U) n K . / 0u r \ u  / u  r  yj

df(u) n Kd- /0

( 3 )

(4)



se A. Root

qhohbhx (fopiiyjf aaa ijiySKiiHfi Kaacca S, m t e n s  xoiopux HOKpUBaiQT Kpyr 
jw : jw| < o> h SzaroAapa hu namaz M&xamcyx uoAyaa Bioporo K09$$nqHeHTa b 
atOM noA*Aacoa.EoiOM b 1977 r. EapaapA [l] aaHHicaJica KzaceoM SBe3AOQ0paa- 
h u x  $yHKUHfi, Koxopue O T o d p a x a s w  8Ahhhehh& Kpyr Ha odzacTfc coAepxaqyjsca s 
Kpyre j w  : |w| < m| h coAepxaqyD Kpyr jw : |w| < dj.

B 1979 r. XaMMeAB, UnH>jyK h Haijiep [3] Hamza BapaaAEOHHue $opMy«H asjb. 
oahokbcthhx, o r p a H H i e H H H X  4iyHK«Hfi 3HaH 6H H a K O T o p H x  HO Kp HB aB i  K p y r  | w : |w| < dj. 

Hotoh up* ax nouoqa Suss n o xyaew  sKCTpeuazBHHe (JiyBKHHii aab uoAyza Biopo
ro KOB$$HIUieBTa B 9TOM BOAX A a OO e.

GELFER FUNCTIONS, WHOSE SET OF VALUES COVERS 
THE GIVEN DISK

S u a ■ a r y

An analytic function of the fora

2
f(z) « 1 + bjZ ♦ b2z ♦

which is univalent in the unit disk U « jz : |z| < ij and satisfies the 
condition

f(Zj) + f(zj) f O for ell fe U ^2 ^

is called Gelfer functions. By G(d) we understand the subclass of all 
Gelfer functions consisting of all functions which satisfy (3) beside 
conditions (l) and (2 )

Kd C  f(u). (3)

3 f (u) n Kd ? <t> , 

Sf(u) n Kd- /<t> ,

where

Kd = {w : |w - w0 | < d. w0 - V'd2 ♦ l) . U )

Kd- - ( w  ! |w ♦ W o | < dj.

In the paper, variations for the class G(d) of Gelfer functions whose

set of values covers the given disk, are obtained. The obtained functions

allowed to find a differential- function-integral equation satisfied by 
the function which is axtresal for a real part of the functional which is 
differential in the Gateaux sense, defined at least on the G(d) end da-
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pending only on the values of function lying in the disk K^. These func

tions Bade possible also the obtaining of certain pieces of infornation 
concerning the iaage of the unit disk U after its transformation through 
extremal functions from G(d). Studies of the class of univalent functions 
whose set of values covers the given disk had been commenced by Netanyahu 
in 1970 [5]. In this paper he obrained the variation of the functions of 
the class S, where values cover the disk jw : |w| < dj. , d > 0 and
using this variation he found the maximum of the absolute value of the

second coefficient in this subclass. Next in 1977 Barnard [l] dealt with 
a class of starlike functions, which the unit disk map onto the domain
containing the disk jw : |w| < d} and enclosed in the disk jw : |w| < m J.
Hummel, Pinchuk and Schiffer [3] (1979) found the variation for univalent,

bounded functions, where values cover the disk jw : |w| < dj. Using this 
variation they obtained extremal functions for the absolute vslue of the 

second coefficient in this subclass.


