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Aleksandra ROST

NIEROWNOSCI typu carabeoiana-schiffera dla>funkcoi gelfera

Streszczenie. Funkcja f holomorficzna i jednolietna w kole

jednostkowym O =jz : |z] < 1j postaci:

f(z) » 1 + bJZ + b2z2 + eeee )
spedniaj ece warunek:

f(zj) + f(z2)~ 0 dla kazdych z1>22 eU, (@)

nazywa sie funkcje Gelfera. Zbidér tych funkcji oznaczaé bedziemy *
dalszym ciegu litere G. W ponizszej pracy korzysta sie z wynikow
uzyskanych przez R. Targosza [5] (1982). Podat on warunki konieczne
i wystarczajace na to. by funkcja, ktéra ma w U vrozwiniecie posta-
ci (1) nalezata do klasy G. Warunki te maje posta¢ nieréwnosci, w
ktérych oproécz dowolnych parametréw wystepuje wspédczynniki funkcji
f 1 poniewaz se podobne do warunkéw Grunsky ego dla funkcji klasy
S, zostaly one nazwane warunkami Grunsky®ego dla funkcji Gelfera.
Wspomniane nierdéwnosci Grunsky®ego dla funkcji klasy S uog6lnili
Garabadian i Schiffer [lj przez wprowadzenie do nich zespolonego
parametru s ~ f(U) (w cytowanej literaturze wymieniany parametr a
jest oznaczany litere d), a nastepnie Pederson i Schiffer [4] , kto-
rzy rozszerzyli zakres zmienno$ci parametru s, dopuszczajac nie tyl-
ko wartosci nie przyjete przez funkcje, lecz takze wartosci przyjete
lub pierwiastki pewnego réwnania algebraicznego, ktérego wspodczyn-
niki zaleze od funkcji. W ponizszej pracy uogélnione warunki Grun-
sky"ego nazywa sie nierdwnosciami Garabediana-Schiffera, a przez
funkcjonat Garabediana-Schiffera rozumie sie lewa strone tych nie-
réwnosci. Nalezy nadmieni¢, ze nieréwno$¢ Garabediana-Schiffera dla
funkcji klasy G uzyskana przez Lebiediewa 1 Mamala [3] w 1970 wy-
prowadzona by4a inne droge, a mianowicie za pomoce metody polowej .
W ponizszej pracy zostaty oszacowane funkcjonaty ReV , gdzie
IibJest zdefiniowany wzorem (6). Rozwaza sie przypadek, gdy s jest
wartoscie przyjete przez ft.G w ustalonym punkcie kota U oraz
przypadek, gdy s i -8 se dowolnymi wartosciami nie przyjetymi przez
f€ G w kole jz : Jz < rQj. 0 < rQ < 1. W tym ostatnim przy-

padku nie mozemy stosowa¢ bezposSrednio metody wariacyjnej, poniewaz
nie wiadomo Jak miatoby 3ie zmienia¢ a. by nie znalez¢ sie w zbio-
rze féz : |zl < rj ) Jednakze zasada maksimum dla funkcji harmo-
nicznych oraz’wczes$niej uzyskana nieréwnos$¢ dla parametru s jako dla
wartosci przyjetej pozwala nam uzyska¢ oszacowanie funkcjonatu Gara-
bediana-Schiffera i w tym przyDadku. W szczeg6lnosci, gdy funkcjo-
nat L wystepujacy we wzorze (6) dany jest wzorem i4l), otrzymane
nieréwnosci se doktadne i se analogiczne do nierdéwnosci Garabedia-
ns-Schiffera dla funkcji klasy S otrzymanych w [4 . Klasa G jest
normalna, a staje sie zwarta po dotaczeniu do niej funkcji statej
réwnej 1. Aby moéc rozwaza¢ funkcjonat ciggty w roozime zwartej , a
sted wnioskowa¢ o istnieniu ekstremum, zanurza sie G w zwartym zbio-
rze par ¥ , a rozszerzony w sposob ciegty na *> TFfunkcjonak Re V oka-
zuje sie by¢ dla tych elementéw ¥ . ktérym nie odpowiadaj? funkcje
klasy G, identyczny z funkcjonatem Garabediana-Schiffera dla klasy
S. Fakt ten pozwala udowodni¢ doktadnos¢ nierownosci Garabediana-
-Schiffera dla funkcji klasy G w tym sensie, ze nie mozna Jej po-
lepszy¢.
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Niech fe G, 0 <r < 1. e » f(r). Potdzmy

fG) - Y - 1177 (€©))

Dla ustalonej gatezi pierwiastka kwadratowego F(z) Jest funkcje holo-
morficzne i Jednolistne w Up m "z : |zJ < rj, ponadto dla kazdego

z,~ e Ur mamy F(z) ¢ Fi™) /7 0 i f@OfK<j)) H ZauwazZny dalej. Ze dla
(z, ~)e up* Up TFunkcje

CCz.~.e) - log 2 _y W VIS-3}) « N— "Cen™,)z $ ° (4)
> > a ,n=0

(©)]

> m.n=0

sa funkcjami holomordicznymi zmiennych (z,”)e upx Up, jedynie C00(e)

i DQO(e) nie se okreslone jednoznacznie. Niech L€ H"(Up), Im L(I) = O,
gdzie H"(up) oznacza przestrzen sprzezone do przestrzeni H(Up) funkcji
holomorficznych w Up ze zbieznoscig niemal Jednostajne w Up. Z twier-
dzenia Caccioppoli-Kothego wnioskujemy. Ze Jezeli f(z ) Jest funkcje ho-
lomorficzne zmiennych (z,”) e Up x Up, to L jest funkcje holo-
morficzne zmiennej ~ € Up i mozemy okresli¢ funkcjonat L2 (tf{z,n)) »
LiLjwCz,<;))). Zatem rozwazny w rodzinie G funkcjonat Rety(f), gdzie

) F

.2/, E(z ®: , 2/... 1 +
w>(® - 1 (Clog ;2 _~"J\F" ;+p \ i

» ECz
¢« L'\los 1 _ fU1 )

Zauwazmy, Ze ani wyboér gatezi pierwiastka kwadratowego, ani wybor gatezi
logbrytmu przy okresleniu funkcji C(z,”",s) i D(z,",s" nie wpitywa na
wartos¢ funkcjonatu Reii>(f). Funkcjonet (6) Jest funkcjonatem ciegtym

w G oraz ro6zniczkowalnym w sensie Gateaux, tzn.:

H>(F *Eh) -~A(F) + €A F(h) ¢ 0(E),

gdzie A.(h) Jest ciegtym liniowy» funkcjonatem, okreslonym w przestrzeni
H(u) funkcji holomorficznych w U, a f £ h 4 0(¢)£ G dla c dosta-
tecznie matych. Rézniczka Gateaux dle funkcjonatu (6) ma postac:

A () - -2 E@D?22@E (Dh(r) - sh(™)
b [ s?2(@)?(™M)(F2iz) - f2(<p)

f(e)?2 (V)(F(z)h(r) - sh@)) \ ©)
92(2)2(5>(F2(2) - fZ(%$))
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gdzie h - h(z) e H(u). natomiast
*2@) « N (s - F(2))(e + T(2)) f8)
Niech fe G realizuje maksimum lokalne funkcjonatu Re~Cf). Woéwczas

korzystajac z twierdzenia 1.3 ([5] - str. 8) eaay. Ze f speinia roéwnania
rézniczkowe, ktore ze wzgledu na (7) przyjmuje postac

N2 ., BU), wueUu, ®
? lu; fZ () - fZ(u)
gdzie:

8(u) - 2L 2(2)f(2) urf=(r) _u'sf-oe)n
L<t><Ff2(.> - 286 » V (B - 5~ *7

3(s)f (5) urf® (r) . uzf" (D\

(«<*) “rrir - = z -u/
+ 2L n (2)f (2 JurZfT (nNF(Fr) _ u\2sf* (®)\
Y(FZ(2) - FZ(E)) * ur - 1 ut - 1

NrZfr(r)f @z~ uz st (2)
sJizXf tz) 2 (%)) ur - 1 Uz - 1

Z przedstawienia funkcjonatu liniowego z przestrzeni H1(ur”™ mamy, Ze
B(u) jeat funkcje meromorficzne w pierscieniu P » ju :tp < Ju < pJ

p < r, o jedynych biegunach w punktach r i Ponadto wiadomo, [5j ,
Ze B(u) jest rzeczywista 1 niedodatnia na SU &« ju : i m lj. Wynika
sted, ze wszystkie pierwiastki B(u) potozone na OU se parzystokrotne.
Biorec pod uwage, ze zwiezek (9) jest spedniony miedzy innymi w pierscie-
niu pi *{u 3P < Il < “ "Rloskujemy, *e lewa strona (9) przedtuza sie
na pierscien P2 = Ju :P < | ~ I} i Jest funkcje nieujemne na OU, »e-
romorficzne w pierscieniu P, o jedynym biegunie w _,punkcie r. Oest ona
kwadratem funkcji:

S

B~Au) w pierscieniu P1 jest analityczna, dwuznaczna, r Jest punktem roz-
gatezienia dla ?(u). Przedtuza sie ona Jako funkcja analityczna na piers-
cien P_. Tak przedtuzona funkcja Bjiu) Jest rzeczywista dla ut SU.
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Rozwazny teraz funkcje
B2 (u) U - - ru) 8i(u

w pierscieniu P,,. Best ona analityczna dwuznaczna, w pier$cieniu Pj nie
na punktéw rozgatezienia i Jest rzeczywista na SU.
Pot6zny

B,(u) . -L(/h fcs.T-rto - £j2) ¢ L(® ¥z - NQ ~-.r4d)
3 2 - u + uz

Dest to znowu, podobnie Jak B2(u), funkcja analityczna dwuznaczna w P2.
Nie posiada tan punktéw rozgatezienia i jest rzeczywista na SU.
RozwaZny teraz w pierscieniu Pg funkcje

H(u) « BgCu) ¢ Bj(u) «

L@ (uW)V(u - N - V. @)XfF(z) _ 1z- N - rz)\ +
Au)(F2(2) - f2(u)) zm U

T z - N -rz)
1 - az

Korzystajec z przedstawienia catkowego funkcjonatu L mamy, Ze funkcja
w nawiasie kwadratowym rozszerza sie Jako funkcja jednoznaczna i holomor-
ficzna na koto U, poniewaz funkcje

2F*(u) N - N - rw)?2@2)f(z) _ Mz - r)C - rz)
2 (FZ(2) - f2(u>) Zw u-

\/z~—~r VI~ rz
1 - uz

se FTunkcjami Jednoznacznymi i holomorficznymi odpowiednio zmiennych (z,u)
i (z,u) wUr x U. Zatem funkcja HQu) jest funkcje analityczne dwuznacz-
ne w U o jedynym punkcie rozgatezienia w zerze. Dest to funkcja rzeczy-
wista dla u e SU. H2 () Jest juz funkcje jednoznaczne i holomorficzne

w U, rzeczywiste na SU, a wiec mozemy wywnioskowa¢, korzystajec z zasady
odbicie Schwarza, Ze przedtuza sie ona Jako funkcja holomorficzna na
ptaszczyzne domkniete C, a wiec Jest funkcje state. Poniewaz H(0) = 0,
mamy H(u) » 0 dla kazdego u fe U. W ten sposéb otrzymalismy zwiezek.

ktoryLspednie funkcje ekstremalna
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2f (v ,, *?2f(2)
7oA (@) - f2@)

I(\Hz - nN(l -rz)" _ vz - r)@ - rz)

(10)
Vu - n - rz) 1 - uz

dla u £ U.

Obliczymy obecnie warto$¢ funkcjonatu Re "BMF) dla funkcji ekstremal-
nej . Po wprowadzeniu oznaczen

w(u) m~1 - 2xu + u2,

gdzie

X « jjr +p), (12)
zwiazek (10) przyjnie postac:
myToi [E(f<z)M)zf(ui) © L(7TFrfrttT)

m STuT [ ~ > * as

Zauwazmy, ze ze wzgledu na (4) i (5) aaay:

ac(z.u) 7 (u) v(z) i 14)

-fi— wm - f(z) - nin fnrr +

SP(z u) r(u) T2(2) (15)
Fu “ "™ Hz >* FTuT A(u;

K¥adac (14) i (15) do (13) oraz uwzgledniajac to, ze ze wzgledu na cig-
gtos¢ 1 liniowos¢ funkcjonatu L aaay zwiagzki:

K&Kz .u», - jfc L(Ff(z,u))
L(—- f(z,u)) - frj L<«Ff(z.u))
du

16"

uzyskujemy:
(L(C(z,u)) ¢ 1Oz ,u))) - L(z-“= ) * WTuT (Lii"-*"u") *

* L(JSIEL)), dl* ufu
I - uz
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Potoz«y

tf(z.u) - log "@)YW).-~1-* x(z + u) - z& - J 2 cin(x)z’un, (18)

(z -u)wm -1 a,n»0
io(z.i) - log " (@)" A xXH ¢ zu) -z - S, d.n(x)2"un (19)
- zu) yx2 - 1 »,0=0

Rozwiniecia ta zachodze w Uj* UA. cnn(x) 1 dnn~x”~ 89 wielomianami
zaiennaj x dla (B,n) /7 (0,0) [4] ., jedynie <cQO(X) i dO( x) nie *9
okreslone Jednoznacznie. Many dalej:

T T 0
3¢(z ,u) _ _ 1 w(z)
Ou 1 - zu w(u)

K¥adec (20) do (17), ze wzgledu na zwiezki (16), otrzymujemy:

Lz, u)) + 1@ @ ,u)) - (-tf(z.u1)) + L(«z,u))) (21)

dla z e U.

Funkcje wystepujece po obu etronach zwlezku (21) maje punkt rozgatezie-
nia w r. Catkujec teraz po dowolnej krzywej leZecej w U i teczecej
u6U z r, musimy najpierw obra¢ w punkcie u roéwne sobie wartosci
funkcji wieloznacznych wyetepujecych po obu etronach zwiezku (21), a na-
stepnie przedtuzaé¢ te funkcje po tej krzywej do dowolnego punktu u® / r.
W ten sposéb otrzymujemy:

@€z, u)) + L(O0(z,u))) - (L(c(z,u™)) ¢ L(O(z,u"))) »

- (L(tf(z,u)) ¢ L(E(z-u))) - (L(i(z,u")) ¢ 1_U(z,u"))) (22)
ZauwazZmy, Ze

c(z,u") -—— -log(z - r), D(z,u')—:———— log 1
u .r u— r

& log(z - r), ¢(z.DD log 1
»11 eu - u— r

u- r

co, po przejsciu do granicy w (22) przy u— er oraz uwzglednieniu. Ze

la L(I) o 0, daje nam:
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L(C(z ,u)) + L(O(z,u)) ¢ C m L(Y(z,u)) ¢ 1(£(z,u)), (23)

gdzie C jest stata czysto urojona, a po obu stronach (23) mamy funkcje
wieloznaczne zmiennej u £ U o Jedyny« punkcie rozgatezienia w r.
Funkcje C(z,u), D(z,u), ~Cz.u), (STz,u) sa funkcja«i analitycznymi wielo-
znacznymi w UpA Up o rozwinieciach @), (). (18). (19), zatem funkcje
L(C(z,u)) 1 L(o(z,u)) oraz I1(V(z,u)) i L(>(z,u)) se funkcjami ana-
litycznymi wieloznacznymi w Ur bez punktéw rozgatezienia, natomiast
wartos¢ funkcjonatu Re L dla funkcji stojacej po lewej stronie (23),

a tym samym i po prawej stronie nie zaleZy od wyboru odpowiednich gatezi.
Otrzymujemy zatem réwnosé:

Re |12(C(z,u)) ¢ L2(0(z,u))]l - Re jL2(A(z ,u)) ¢ 2(S(z.,w)i

Uzyskane wyniki pozwalaja nam sformutowaé

Twierdzenie 1. Niech ~(f) bedzie funkcjonatem zdefiniowanym wzorami
A3), ), (), (6), gdzie s » f(ren), L6 H1(UfF), Im L(I) * 0, nato-
miast funkcje i1(z,") i 5(z,E) - zdefiniowane wzorami (18), (19). Gezeli
funkcja maksymalna dla funkcjonatu Re‘ii>(f) Jest pewna funkcja Gelfera,
to dis dowolnej funkcji fe G zachodzi nieréwnosé:

Rel>(f) - Re [12( (z.") ¢ L2 .M)D)| $ RelL2(i(ze"1¥,%e*iT)) +

¢+ |LI2 (5(ze-¥*. "e_itF) 24)

Gezeli istnieje funkcja ekstremalna f 6 G, to speknia réwnanie funkcyjne:

L(C(z,™)) ¢ L(0(z,n)) ¢ C ¢ L(ith -

e Utfize-1n, ~e"1<F)) ¢ Lififze-17, "e-1%)) (25)

gdzie C Jest stata czysto urojona.

Dowdéd: W przypadku gdy *“Fm O, twierdzenie to jest wnioskiem z po-
przednich rozwaza¢. W przypadku gdy *ft 0, k#adziemy

L*(h(z)) « L(h(ze-1%)) dla h £ h@) (26)

Oczywiscie mamy, ze L* £ H(WUr) oraz 1Im L*(l) < O.
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Pot6zmy dalej
f*(z) - e-~"fCzel*), @7
a* - f*(r) . e~iTf(rei®) - e"If9 (28)

Poniewaz f*(z) £ G, kdadec w (1) i (5)

Fx - YV -TTT" 29
@ Ve + f (2) 9

mozemy nierdéwno$¢ (24) i réwnos¢ (25) dle - 0 zastosowa¢ do funkcjo-
natu L* i funkcji f*. Wowczas uwzgledniajac (4) i (5) otrzymamy:

Re j1*2(log ——F*(@2) ~ F* (& ) ¢
1 (z Y(EFE*(2) ¢ F*(£))
(30)
oraz
.*(loo F*(z) - F (M }
(z YEF*(2) + F*(™)
* L*(log 1 * FE(z)F1 @) + C « L*U(zA)) * L*(&(z.C)) (1)
1-F @F M >

Na mocy (26), (27), (28). (29) oraz tego, ze Im(L(l)) = 0, po przeksztat-
ceniach nieréwnos¢ (30) przyjmie posta¢ nierdéwnosci (24), natomiast roéw-
nos¢ (31) posta¢ (25), co konczy dowdd.
Po wprowadzeniu oznaczen

5>(s) - L2(c-¢¢ .Gs) ™ D(z.#:8)) 32)

£E(x,f) - Re {L2(i(ze-if."e-if)) * ILI2(S(ze" I<f. (33"
nieréownos¢ (24) moze by¢ zapisana w postaci:

Re 5>(e) < tf(x ,*P) "34'

Niech i spe#nia warunek Im L(I) » 0. Po#6zmy

*<-e)> - L(rof7) *
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Korzystajac z ciggtosci funkcjonatu L, po prostych rachunkach uzysku-

Jemy :

MAZr1l - r~T[Re(Q(x0_1))]2 - r-h:[i«(Q(*.e*if)>]2 <x)

Ze wzgledu na (18) i (19) mamy:

c00(x) « log (€D)

do0(x) m 109 (€3))
zate®

lin Re [12(c00 (x)) + [LI2(QOCO) = - IL|2(log(l - §'z)) (39)
oraz

| Mt -ift dt , E(x.<?) - £(i.F)

Mozemy sformutowaé nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 2. Niech $ (s) bedzie okreslone wzorem (32), C{z,”,s;,
D(z ,~,s) - wzorami (4) i (5), O0(x,”) - wzorem (35). Oezeli funkcjg meksy-
malng dla funkcjonatu Re ty(f), okreslonego zwiazkami (6), (3), gdzie
s = f(re”), jest pewna funkcja Gelfera, wowczas, dis dowolnej ffeG za-

chodzi :

Re9(s) $ - ILU2og (@ -"z)) +

+1 [ttt ReQ(e'HP]2 - r ' TTIBQE €N ] d @

W szczegélnosci, opisane nieréwnosci mozemy zastosowa¢ w przypecku,
gdy Le H"(Ur) »a posta¢ opisana ponizej.

Niech k Q e R ,%lm _.~-N beda dowolnymi liczbami zespolonymi,
s « f(rel?), gdzie O < r < 1. Niech
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A
gdzie “ 2 X ce“{2 : " - * 0<~N <or" ~Ne HWU.
k*0 Zz
Oczywiscie many Im L(I) = 0.
Majec na uwadze (41), funkcjonat “(f), a tya samya ze wzgledu na (32)

SXs) przyjaie postac:

N

@) - ty(f) - 22 (cBn (0) ¢ D-n(a)&,/,,. («)
a ,n«0

gdzie cBn (s), DBin(s) dane se wzoraai (4) i (5).
Zachodzi naetepujecy zwiezek:

wTz7 * " ~ "2 p. (xX)z"-
VI - 2Xz ¢ z2 -

gdzie PB~X”~ 8? wieloaianaai Legendre"s, co po uwzglednieniu (41), po-
staci funkcjonatu L i (35) daje nee:

N N
QC"V ®m 2 K pnu ~ & 2 v v i u3)
n=0 n«l

Poniewaz dla funkcjonatu Re I6(f) wyrazonego wzorea (42) aozeay ze-

etosowa¢ twierdzenia 112, zatea otrzyaujeay

Wniosek 1. Niech &oe R,™,... C, a« f(rel™), 0< r<l,
* » g(r * i) ™(f) Jest zdefiniowany wzorea (42), (4), (5). Oezell funk-
cjeaaksyaalne dla funkcjonatu Re ?(f) jJest pewne funkcja Gelfera, to
dla dowolnej funkcji f 6 G zachodzi nieréwnosc:

gdzie Q(x,{J) dana jest wzorea (43).
Nieréwnos¢ (44) jest analogiczna do nierdéwnos$ci uzyskanej przez Peder-

eona i Schlffera [4] dla funkcji klasy S.
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W celu wykazania latnienia ekstremu« funkcjonatu Rety(f) w rodzinie
G zdefiniowanego wzorem (42) skonstruujemy zwarta rodzine dwéjek ¥ .

Kazde funkcje f e G mozemy przedstawi¢ f(z) - 1 + t~fCz), gdzie
f(z) e S oraz 0 < jhj] <2. [2] - Niech

K f): 0< |bj $2, fes, 1 & bjf € g[

Widzimy, Ze kazdej funkcji f 6 G mozemy przyporzadkowa¢ w sposéb jedno-
znaczny element zbioru ¥ i odwrotnie kazdej dwéjce z ¥ mozna przyporzad-
kowa¢ funkcje F6 G. Zauwazmy, ze ¥ zawiera sie w zwartym (ze wzgledu
na zwartos¢ klasy S) zbiorze 7 j, gdzie

7,- 4, f) 0~ bt < 2, fes

Zatem ¥ c y i ¥ Jest zwarty.

Funkcjonat (42) okreslony na G Jest tym samym okreslony na ¥ oraz
jak pokazemy ponizej mozna go w sposéb ciegty przedtuzy¢ na zbidér zwarty
7 , a tym samym wnioskowa¢ o istnieniu Jego maksimum w ¥

Niech M m sup Rety |((bj ,f))}] 1 niech cieg elementéw 7 {~bin**n"j

—~(bj,f). Oezeli (b~,f)6 ¥ , wowczas funkcja f € G, odpowiadajeca tej
dwéjce, jest funkcje ekstremalne dla funkcjonatu Rety, realizujece row-
nos¢ w nierdownosci (44). Oezeli natomiast (bl’f)€ ¥ i (R*,f)f ¥ ‘A
wtedy bj * 0. Gdyby bowiem bj /7 O, to cieg fn * 1 ¢ bInfn-*-1 + bjftG
gdyz granica ciegu funkcji Gelfera, jezeli nie Jest stata. Jest funkcje
Gelfera. Mozemy #atwo sprawdzié¢, ze w przypadku gdy bj - O

Rety {((hm-"«5)}- A«k(@)VVvI =
gdzie wyrazaje sie wzorem:
- ii- it
(z Y/ - f(2) ¢ IfS-f(*)) m.k.o /
gdzie f e S, t R, s « f(reil¥), 0 <r< 1.
A wiec dla dwéjek (0,f) nalezecych do zbioru z"\ ¥ cieote roz-

szerzenie funkcjonatu Rety(b,,f)) ze zbioru 7 na? bedzie identyczno
z funkcjonatem rozpatrywanym przez Pederaona i Schiffera w [4 dla funk-
cji klasy S. Autorzy ci otrzymali dla f€ S i %0e * nieréwnosc¢
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Rel 22 Amkis)»mM 2
J

1B ,k»0
“45)
*nl” _ - -
2 | {rrr [Re Q A« if>]2 - ~"[i. Q(t,e-if)J2) dt.
n«l
gdzie 6 C, Qx,f=) wyraza sie wzorem (43), ktorej prawa strona
Jak wida¢. Jest identyczna z prawe strone nieréwnosci (44). Wnioskujemy
sted, ze:
8up Re™P ((bj.F)} < £(x,F). (46)
L 1

gdzie £ (x,*) oznacza prawe strone nieréwnosci (44). Wiadomo, ze zwarto-
Sci klasy S, ze istnieje funkcja f e S taka, ze w nierdwnosci (45)
zachodzi roéwnosé¢, a tym samym Re tyj((O0,fQ))] =£(x,"f). Funkcja

* 4 £ (pz) Jest ogran%czone w U funkcje klasy S, przy dowolnym 0<P<1

*

przy czya fp(z) P~ 1 *o niemal Jednostajnie w U. Zauwazmy dalej, ze
jezeli funkcja fp(z) e S Jest ograniczona, wtedy istnieje takie £ £ R,
ze dla wszystkich spedniajecych 0< | <6 funkcja f(z) =1 +

¢ bjfoiz) C G. Zatem mozemy skonstruowaé¢ cieg {d*In.fp)J elementéw J'.
bln- - 0, gdy n- 00 . Wtedy R"B{((bInwmfp)) dezy do Ret j((, fp))I
przy dowolnym 0< P<"1. Jezeli teraz p— 1, to Re @, fp )}
-Re~"{((0,fo0)j -£(x,F), co oznacza, ze wartosci funkcjonatu Re ty se
dowolnie blisko C(x,"P) i nierdéwnosci (46) nie mozna poprawic.

Uzyskane wyniki mozemy sformutowaé nastepujeco:

Twierdzenie 3. Jezeli k € R, e M6 C, s = f(ren) 0<r«<1,
Xp « 2i—(r . ?)’ Cﬁn(s) i Dnn (s) zdefiniowane se wzorami (4) i (5), to
dis kazdej funkcji f £ C zachodzi nieréwnosc¢:

N
Re 5 (s) - Re «W»> 4 onn(B)YXn n
e ,n=0
47
N » PR *
< 3(9) n nnL
n*l

gdzie Q(x",") dana Jest wzorem (43). Nieréwnos¢ ta Jest doktadna.
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Zauwazny, ze korzystajac ze zwigzkéw (4) i (5) mamy:
C(z,n,s) + 0(z,",s) «

a+ —9—-*-1—)(f2(") - f2(z))
s -

» log ----- (48)
-sh

C (z.fc.e) - log —5—— 49)

00 5 2(e - 1)

DgO (z ,ij.s) » log e (50)

Ze wzoru (48) wnioskujemy. Ze wsp6tczynniki A,n”87" “ Dan”"9” * ~Amn~9n

(m,n) / (0,0) se wielomianami zmiennej -w-4- , ktérych wspdétczynniki za-
8 -1
leze od skonczonej liczby wspoédczynnikédw rozwiniecia funkcji f.

Ponadto mamy:
3>(s) -9>(-s) Gl)

gdzie 3* (s) Jjest zdefiniowane wzorem (42).

Twierdzenie4 . Jezeli rQ jest dowolne liczbe zprzedziatu ©.D,
f e G 1 T(z) nieprzyjmuje wartosci s i -s dla ztakich, ze zJ<rQ.
to

Re 5>(s) < max £(x ,<P). <52 :
0< f 4251
gdzie x = 8(to + p-), 5>(s) Jest zdefiniowane wzorem (42), natomiast

¢(X.~"F) oznacza prawe strone nieréwnosci (47).

Dowéd: Oznaczmy przez Fr i Fr krzywe bedece obrazami okregu
o o
[z = rQ odpowiednio przez funkcue f i -f. Niech

Dr -|s :s,-a4 f({2: el = rD}j -

W przypadku gdy ft « 0, ze wzgledu na (ze), funkcja Re j*s/ jest har-

moniczna w Dr dla dowolnej ustalonej f t G 1 etosujec zasade maksimum
0
dla funkcji harmonicznych otrzymujemy:
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Gdy Jjt 0, korzystajec z (48), (49) i (50) *atwo mozemy sprawdzicé¢. Ze
funkcja Re ?($) jGst harmoniczna w Dr \ jo} ale bioragc pod uwage. Ze

Ila Re|5Ks)J - -o00 , réwnlez 1 w ty» przypadku otrzymany zwigzek (53).

Poniewaz 5<(a) »(P¢-s), z (53) wnioskujemy:

8UE Re jris)! “ Re |[B>(F(r~1M))j (€D

dla pewnego *f 6 <0, 23[>. Korzystajec z twierdzenie 3 i ze zwigzku (54)
many dla dowolnej f£ G nieréwnosé:

ReSKs) 4 Rej 9(f(r e1™))} 4 £(x ,*H4  max £(* P,
1 0 i 0 04f423" 0

co koo6czy dowdd twierdzenia.
Obecnie zajaiemy sie zastosowaniem twierdzen 3 i 4 do oszacowania zbio-

ru wartosci s = f(rei”’), 0< r <1, FfE£G oraz w celu otrzymania pew-
nych nieréwnosci wspétczynnikowych.

a) OeZeli w nierdéwnosci (47) przyjmiemy «1l, &n « 0 dla n»2,...,
to uwzgledniajac (49) i (50) otrzymamy nieréwnos$c:

1*12 b.
Tx—4 x ¢ 1 (55)
la - I!
] ; HT ] ;
Niech ot Jest argumentem liczby a m f(re ). Wtedy nieréownos¢ (55) przyj-

mie poatec:

lal4 (I 2 - (x ¢ 1)2) ¢ 21a] 2 coe2ot(x ¢ 1)2 - (x + 1)24 0 (56)

Ze wzgledu na to. Ze |bj 42, [21, mamy |b, ]2 - (x + 1)2 < O.
Pokbzmy otj j1 arc ein - b§/. OeZell oc € < 0.0Cj) U (if-oCj, OF+ot”"U
u(a2ot - O~ , 23T), to

/
0< If(reii?)| 4 U -(X ¢« 1)2 co820C 1i(x*1)4 cos2 20f x+1)2
y ib,12 . (x ¢ 1)2 (bl Ji-(x+1)2)Z2 “ |bj] Z-(x*1 )2
Pj(oe)
lub
.|l rS*+1)2 coaZce + |/(x+1)4 cos”a: + .o (x+1j.2 ANf(ren)j

pll T Fpl] «(Fe1)) Joi] -(Fe1)
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3ezeli natomiast cee< ,h -« >U <5T+o0cl, 2JT-0ej> , wtedy nie «asy
zadnych ogranicza¢ na |fCreX )| .

b) 3ezeii w nieréwnosci (47) potozymy N « 1, XQ = 0, = eln, dER,
woéwczas otrzymamy nieréwnos¢ spedniona przez dowolng funkcje f£ G, a
mianowicie:

Re Je2la:(C:11(s) + D11(s))] <

1% [Re oCt.e"~)]2 - rA~T [lo Q(t-e"ilH] 23 d*- A7)

4
gdzie s « f(re ), 0 < r < 1.
Korzystajac z (4), (56), (43), po prostych rachunkach uzyskujemy:

uéd ,2
DU (S) bl bl
k58;
2i(bt-
5Ji4T e Q2 -T~~1 P- <02 dt «1 & - 1D Re -0

+ X -1, X I (r i)

Wstawiajac (58) do (57) mamy:

Rs §eZicPly Ry R34 52 .y 1 4P roomo.

| (x2 - i)Re Je2l(C'"} + X,

co wobec dowolnos$ci rzeczywistej liczby ac daje dla dowolnej funkcji fi

nieréwnosc¢:

=h|2 h% B3 2 h%. 1 t.2 2I<P|l
A + i oort- e N P | < X

gdzie s ® fCre"1”), 0 < r < 1. x » j(r ¢ ~=). Nieréwnos$¢ ts Jest doktadna.
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c) Niech N * 1, &0 w0, * e oce R. Oezeli fT® G nie przyj-

je wartosci s i -s w kole jz : |zl < rO0j , to spe#nia nierdéwnosé
(52), ktéra przyjmuje postac:

Re|e2i0c(Cl1(s) + D11(a))j~

4 fecdkzn1 + | Q(t™ iH]2 - ATt1" Q(t-e"if)]2}

gdzie xo - i (ro + £-).

Ponownie korzystamy ze wzoréw (58) oraz z dowolnos$ci liczby oc6 R.
I tak otrzymujemy:

k2 K2 h b2

T b2 b3 .2 1 bl 1 (59
2 +E7 bl LT * T 7742
bl 1

Ilwzgledniajec fakt, Ze dowolna funkcja f€ G nie przyjmuje wartosci
a»0 wkole ]z : |zl < I] , z oszacowania (59) uzyskujemy, ze dla f€ G
zachodzi nieréwnosc¢:

b3 b2 bl

ktéra Jest analogiczna do nieréwnosci Bieberbacha dla funkcji klasy S.
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HEPAB3HC1BA THIU rAPAEEfIHHA-HIHIEPA JUIH TEJIbIEPA

Pe 3w0ue

J>yHKipM f peryjiapHaa h OAHQJIHCTHajk b eAHHHraoM Kpyre U =jz : |z|] < Ij ,
BH”a

f(z) =1 + + b2z2 + eee (1)

sanojiHHJOEiiia ycjioBne
f(zj) + f(z2) / O AW Boex z1.z2 e U

Ha3UBaeics $yHKijneit rejib$epa. liHoxecTBo Bcex 3Thx (pyHKipia Sy~eu 0003Ha»iaTh
SyKBofi G. ;B SToit paOoTe Honoat3yeioa pesyjibiaTu nojiyneHHue Tapromou [5] ..
Onh Aaji HeoSxosHMae h AocTaToume ycaoBaa jyta Toro, htoOn ifyHKnna (1)
npHHaAlJiexajia x KJiaocy G. 3th ycAOBHH HMeral bha Hepasenctn, b KoToptoc Kpoue
npOH3B0JIbHhIX HapaMeTpOB nOHBIIHIOTOH KO3(JXi)HUHeHTli (JyHKffilH f H TaK KakK OHI!
hoxosch Ha ycJioBaa rpyHCxoro ajin $yHKipia KJiaooa S, ohh HastiBaioTCH ycjioBnaun
PpyKCKoro fl.TH $yHKHHa FeJibcpepa. HepaBeHCTBa FpyHCxoro am iyHKiwa KJiaocoa S
0606miiJiH TapaSe"HH h HH$ep [I] , a noTOM IlJe~epcoH h uiHipep [4] . 3 atoit paSoTe
o6o6aieHHHe yoaoBHH TpyHOKoro Ha3HBaioTca HepaBeHCTBaun FapaOeAHHa-llIHiepa,
a KaK ({iyHKHHOHaji rapaSeA-THa-iltapepa nOHHiiaetca zeByio CTopoHy bthx HepaBeHSTB.
HepaBeHCTBa rapa6eAHHa-niH({>epa am i>yHKAHfi KJiacca nojiyneHHHe JleOezeanu h ..'a-
Maeu [3] b 1970 r. o6tuih CAexaHH Apyrau nyieu - o nouombio MeTOAa naoajase;!.
B aTo2 pa6oie CAeliaHH ogeHKH tpyHKnnonajioB Re ty , r’e onpeAexeHO iopay-
msoit (6). PaccMaTpHBaeTCH Oliyiafi, Korja e HBJiHeica 3HaHeHHeM npaHHTiai $yHK-
mieit f e G b AaHHofl TOHKe Kpyra U h cjiynait, Kor*a s h-s hbahsotch npo-
H3BOiibHhiMH 3HaHeHHHMH He npHHHTHUH f e G b Kpyre |z : |zi rQ . 0< rQ< 1.
000SeHHO, eojiH cpyHKijHOHali L BucTyna»®H» b $opMyze (6) Hueai bha (41) no.ty-
Ha»TOH TOHHHe OEeHKH B TOM CMhiClie, HTO He BO3MOXHO HX yjryHAHTb. Ohh aHa.TiT-
rHHHH HepaBeHOTBaM Fapa6eAHHa-fllHi>epa am jfyHKiaiii K.tacca S nojiygeHHHM b

w -

INEQUALITIES OF THE TYPE GARABEDIAN-SCHIFFER INEQUALITIES
FOR A GELFER FUNCTION

Suabary

An analytic function of the fora:

2
f(z) - 1 ¢ bjZ ¢ b2z »
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which is univalent in the unit disk U « |z : |Jz] < lj- and satisfies the

condit ion

f(zj) + f(z2) /7 0 for all zi’z2 6 u

is called Gelfer function. The set of; all these functions will be deno-
ted by symbol G. The present paper uses the results obtained by R. Tar-
gosz [5] (1982). He gives necesssry and sufficient conditions so as the
functions which has the development of the form (1) belongs to the class
G. These conditions have a for» of inequalities, in which coefficients
of the function f appear besids of arbitrary parameters. Because these
conditions and Grunsky"s conditions for functions of the class S are si-
milar. they are called Grunsky®s conditions. Garabedian and Schiffer [I]
and Pederson and Schiffer RE] generalized above - mentioned Grunsky®s
inequalities for functions of the class S. In the following paper the ge-
neralized Grunsky®s conditions are called Garabedian-Schiffer’s inequali-
ties. The left side of these inequaliteies is understood as Garabedian-
Schiffer functional. The Garagedian-Schiffers’s inequality for functions
of the cla9S G obtained by Lebiediew and Mamai [B] (1970) was lead out
another way, using the field method.

In the following paper functionals Re” , where ‘Ip is defined by (6),
have been estimated. There are considered two cases; in the first one,
s is a value admitted by fe G 1in the fixed point of the disk U and
in the second case s and -s are arbitrary values omitted by the func-
tion f€ G in the disk jz : |z <r0]. 0 < r0 < 1- Specially when the
functional L from the formula (6) is given by the formula (41), the
obtained inequalities are exact in the sense, that it is impossible to im-
prove it. They ars analogous as Garabedian-Schiffer®s inequalities for
functions of the class S obtained in H].



