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Streszczenie. Funkcja f holomorficzna i jednolietna w kole 
jednostkowym CI =-jz : |z| < lj postaci:

f(z) » 1 + bjZ + b2z2 + •••• (l)
spełniaj ęce warunek:

f(Zj) + f(z2 ) ^ 0 dla każdych z1 >z 2 e Ü, (2)
nazywa się funkcję Gelfera. Zbiór tych funkcji oznaczać będziemy * 
dalszym cięgu literę G. W poniższej pracy korzysta się z wyników 
uzyskanych przez R. Targosza [5] (1982). Podał on warunki konieczne
i wystarczające na to. by funkcja, która ma w U rozwinięcie posta
ci (l) należała do klasy G. Warunki te maję postać nierówności, w 
których oprócz dowolnych parametrów występuję współczynniki funkcji 
f 1 ponieważ sę podobne do warunków Grunsky ego dla funkcji klasy 
S, zostały one nazwane warunkami Grunsky'ego dla funkcji Gelfera. 
Wspomniane nierówności Grunsky'ego dla funkcji klasy S uogólnili 
Garabadian i Schiffer [lj przez wprowadzenie do nich zespolonego 
parametru s ^ f(U) (w cytowanej literaturze wymieniany parametr a 
jest oznaczany literę d), a następnie Pederson i Schiffer [4] , któ
rzy rozszerzyli zakres zmienności parametru s, dopuszczając nie tyl
ko wartości nie przyjęte przez funkcję, lecz także wartości przyjęte 
lub pierwiastki pewnego równania algebraicznego, którego współczyn
niki zależę od funkcji. W poniższej pracy uogólnione warunki Grun- 
sky'ego nazywa się nierównościami Garabediana-Schiffera, a przez 
funkcjonał Garabediana-Schiffera rozumie się lewa stronę tych nie
równości. Należy nadmienić, że nierówność Garabediana-Schiffera dla 
funkcji klasy G uzyskana przez Lebiediewa 1 Mamala [3] w 1970 wy
prowadzona była innę drogę, a mianowicie za pomocę metody polowej .

W poniższej pracy zostały oszacowane funkcjonały R e V  , gdzie 
li> Jest zdefiniowany wzorem (6). Rozwaza się przypadek, gdy s jest 
wartościę przyjętę przez f t.G w ustalonym punkcie koła U oraz 
przypadek, gdy s i -8 sę dowolnymi wartościami nie przyjętymi przez 
f € G w kole j z  : |z| < rQj . 0 < rQ < 1. W tym ostatnim przy
padku nie możemy stosować bezpośrednio metody wariacyjnej, ponieważ 
nie wiadomo Jak miałoby 3ię zmieniać a. by nie znaleźć się w zbio
rze fćz : |z| < rj ) Jednakże zasada maksimum dla funkcji harmo
nicznych oraz’wcześniej uzyskana nierówność dla parametru s jako dla 
wartości przyjętej pozwala nam uzyskać oszacowanie funkcjonału Gara
bediana-Schif fera i w tym przyDadku. W szczególności, gdy funkcjo
nał L występujący we wzorze (6) dany jest wzorem i4l), otrzymane 
nierówności sę dokładne i sę analogiczne do nierówności Garabedia- 
ns-Schiffera dla funkcji klasy S otrzymanych w [4j . Klasa G jest 
normalna, a staje się zwarta po dołączeniu do niej funkcji stałej 
równej 1. Aby móc rozważać funkcjonał ciągły w r o oz im e zwartej , a 
stęd wnioskować o istnieniu ekstremum, zanurza się G w zwartym zbio
rze par ¥  , a rozszerzony w sposób cięgły na *> funkcjonał Re V  oka
zuje się być dla tych elementów ¥  . którym nie odpowiadaj? funkcje 
klasy G, identyczny z funkcjonałęm Garabediana-Schiffera dla klasy 
S. Fakt ten pozwala udowodnić dokładność nierówności Garabediana- 
-Śchiffera dla funkcji klasy G w tym sensie, że nie można Jej po
lepszyć.
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Niech fe G, 0 < r < 1. e » f(r). Połóżmy

f (z ) . 1/; - (3)TTŹT

Dla ustalonej gałęzi pierwiastka kwadratowego F(z) Jest funkcję holo- 
■orficznę i Jednolistnę w Up ■ ^z : |z| < r j , ponadto dla każdego 
z,^ e Ur mamy F(z) ♦ Fi*^) / 0 i f(z)f(<j) jł ZauwaZny dalej. Ze dla 
(z, ^ ) e up * Up funkcje

CCz.^.e) - log (2 _ y  W  VlS-}) “ ^ — ' Cen^,)z $ '
> > a ,n=0

> m.n=0

( 4 )

(5)

są funkcjami holomordicznymi zmiennych (z,^)e up x U p , jedynie C00(e) 
i DQ O (e) nie sę określone jednoznacznie. Niech L €  H'(Up ), Im L(l) ■ 0, 
gdzie H'(up ) oznacza przestrzeń sprzężonę do przestrzeni H(Up ) funkcji 
holomorficznych w U p ze zbieżnością niemal Jednostajne w Up . Z twier
dzenia Caccioppoli-Kothego wnioskujemy. Ze Jeżeli f(z ) Jest funkcję ho
lomorficzne zmiennych (z,^) e Up x U p , to L jest funkcję holo
morficzne zmiennej ^ € Up i możemy określić funkcjonał L2 (tf{z,^)) » 
LiLjWCz,<;))). Zatem rozważny w rodzinie G funkcjonał Rety(f), gdzie

.2/, F (z) - Fi5?; , ,2/,.. 1 + FCz)r(^) 1 ,,,
■4>(f) - l (log ;2 _^j\F ; + p ♦ L \los i _ f U ! ) -6 -

Zauważmy, Ze ani wybór gałęzi pierwiastka kwadratowego, ani wybór gałęzi 
logbrytmu przy określeniu funkcji C(z,^,s) i D(z,^,s' nie wpływa na 
wartość funkcjonału Reii>(f). Funkcjoneł (6) Jest funkcjonałem cięgłym 
w G oraz różniczkowalnym w sensie Gateaux, tzn.:

H>(f * Ł h )  - ^ ( f )  + •£ A f (h) ♦ 0(£),

gdzie A . (h ) Jest cięgłym liniowy» funkcjonałem, określonym w przestrzeni 
H(u) funkcji holomorficznych w U, a f ♦ £  h 4 0 ( ć ) £ G dla c dosta
tecznie małych. Różniczka Gateaux dle funkcjonału (6) ma postać:

A (h) - -^2 (f (z)?2(z)(f (|)h(r ) - sh(^)) 
''f ' “ [ s?(z)?(^)(f2 iz) - f2(<p)

9?(z)2(5>(f2 (z) - fŻ ($))

f(e)?2 (V)(f(z)h(r) - sh(z )) \ (7)
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gdzie h - h(z) e H(u). natomiast

*?(z) « ^  (s - f(z))(e + f(z)) f8)

Niech f e G realizuje maksimum lokalne funkcjonału Re^Cf). Wówczas 
korzystając z twierdzenia 1.3 ([5] . str. 8) eaay. Ze f spełnia równania 
różniczkowe, które ze względu na (7) przyjmuje postać

 ))2 „ B(u
? lu; fZ (z) - fZ (u)

) , u e U , (9)

gdzie:

8(u) - 2L 2(z)f(z) urf' (r) _ u'Sf'(5)^
.,<t><f2 (.> - .2 <5 »  V (5 ’ ' 5 ^ * 7

3 ( S ) f  ( 5 ) urf' (r) . uzf' (z)
(«<*) “r r i r  - •

zf' (z)\ 
z - u /

ń (z)f (z)_______  /urZf' (r)f(fr) _ u\2sf' (%)\

)(fZ (z) - fZ (£)) ' ur - 1 ut - 1 '
+ 2 L

sJizXf'tz) f2 ($))

ûrZ f ' (r )f (z ̂ 
ur - 1

uz sf' (z) 
UZ -  1

Z przedstawienia funkcjonału liniowego z przestrzeni H 1(ur  ̂ mamy, Ze 
B(u) jeat funkcję meromorficznę w pierścieniu P » j u : p < | u| < p  J . 
p < r, o jedynych biegunach w punktach r i Ponadto wiadomo, [5j ,
Ze B(u) jest rzeczywista i niedodatnia na SU «= ju : ! u i ■ lj . Wynika 
stęd, że wszystkie pierwiastki B(u) położone na OU sę parzystokrotne. 
Bioręc pod uwagę, że zwięzek (9) jest spełniony między innymi w pierście

niu p i * { u •’ P < lul < ‘ "Rloskujemy, *• lewa strona (9) przedłuża się
na pierścień P2 = |u : P < |u| ^ l} i Jest funkcję nieujemnę na OU, »•- 
romorficznę w pierścieniu P ^ , o jedynym biegunie w _,punkcie r. Oest ona 

kwadratem funkcji:

_ , , _ uf' (u) . , ?(z)f(z)B„ (uj « 2 i:,-;- H —y  ; yy n : f*(z> - f (u)

B ^ u )  w pierścieniu P1 jest analityczna, dwuznaczna, r Jest punktem roz
gałęzienia dla ?(u). Przedłuża się ona Jako funkcja analityczna na pierś

cień P_. Tak przedłużona funkcja Bjiu) Jest rzeczywista dla u t  SU.
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Rozważny teraz funkcję

(u • r)(l - ru) 8i(u)

w pierścieniu P,,. Best ona analityczna dwuznaczna, w pierścieniu Pj nie 
na punktów rozgałęzienia i Jest rzeczywista na SU.
Połóżny

B,(u) . -L(/h fcs.T-r.to -  £¡2 ) ♦ L(^  ¥(z - r)(1 .-.r-zl )
3 2 - u ł - uz

Dest to znowu, podobnie Jak B2 (u), funkcja analityczna dwuznaczna w P2 . 
Nie posiada tan punktów rozgałęzienia i jest rzeczywista na SU.
RozwaZny teraz w pierścieniu Pg funkcję

H(u) « BgCu) ♦ Bj(u) «

-

♦ u £

Korzystajęc z przedstawienia całkowego funkcjonału L mamy, Ze funkcja 
w nawiasie kwadratowym rozszerza się Jako funkcja jednoznaczna i holomor

ficzna na koło U, ponieważ funkcje

2f'(u) \l( u - r)(l - ru)?(z)f(z) _ \/( z - r ) Cl - r z )

?(u)(fŻ (z) - f2 (u>) Z ■ u-

i

\/z~-~ r vT~~- rz 
1 - uz

sę funkcjami Jednoznacznymi i holomorficznymi odpowiednio zmiennych (z,u) 
i (z,u) w Ur x U. Zatem funkcja H(u) jest funkcję analitycznę dwuznacz- 
nę w U o jedynym punkcie rozgałęzienia w zerze. Dest to funkcja rzeczy
wista dla u e SU. H2 (u ) Jest już funkcję jednoznaczne i holomorficzne 
w U, rzeczywiste na SU, a więc możemy wywnioskować, korzystajęc z zasady 
odbicie Schwarza, Ze przedłuża się ona Jako funkcja holomorficzna na 
płaszczyznę domknięte C, a więc Jest funkcję stałę. Ponieważ H(0) = 0, 
mamy H(u) » 0 dla każdego u fe U. W ten sposób otrzymaliśmy zwięzek. 

któryLspełnie funkcje ekstremalna

L (2f' (u ) V ( u  - r)(l - rö)V. (z )f (z) _ I(z - r)(i - rz) \ + 

^(u)(f2 (z) - f2 (u)) z ■ U

z - r)(l - rz) 

1 - üz

B2 (u )
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2f' (u) , , *?(z)f(z)
" 7 ^  f2 (z) - f2 (u)

V(u - r)(l - rz)
l ( \Hz - r)( 1 - rz)' _ y(z - r ) (i - rz)

1 - uz
( 1 0 )

dla u £ U.
Obliczymy obecnie wartość funkcjonału Re "*!>(f ) dla funkcji ekstremal

nej . Po wprowadzeniu oznaczeń

w(u) ■ ^ 1 - 2xu + u2 ,

gdzie

x « jj-(r + p ) ,

związek (10) przyj nie postać:

■yToi [t-(f<z)^)zf(ui) ‘ L(7 T f r f r t t T ) 

■ STuT [ ^ >  *

Zauważmy, że  ze względu na (4) i (5) a a ay :

ac(z.u) f'(u) v(z) i
- f i —  ■ -  f ( z ) -  n i n  f n r r  +

( 12)

(13)

(14)

SP(z ,u ) f' (u ) T?(z)
Fu “ " H z  > * FTuT ń ( u ;

(15)

Kładąc (14) i (15) do (13) oraz uwzględniając to, że ze względu na cią

głość i liniowość funkcjonału L aaay  związki:

K & K z . u » , -  jfc L(f(z,u)) (16'
L(— — f(z,u)) - frj L<«f(z.u)) 

du

uzyskujemy:

(L(C(z,u ) ) ♦ l_(0(z ,u )) ) - L(z-“ — ) * WT u T  (Lii"-*'u') *

* L( J S i £ L ) ) ,  d l *  u £ U 
l  -  uz
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Połóż«y

tf(z.u) - log " (z)." (u).-~1-.* x(z ł u) - -z-u- - J 2  ci n (x)z’un , (18) 
(z - u )2 M  - 1 a,n»0

¿•(z.ü) - log ” (z)^ ..-V -x.(-l ♦ z u ) - z - S , d.n (x)2"ün (l9)
(l - zu) y x2 - 1 »,0=0

Rozwinięcia ta zachodzę w Uj* U^. cn n (x) i dn n^x  ̂ 89 wielomianami 
zaiennaj x dla (B,n) / (0,0) [4] , jedynie cQ O (x) i d0(/ x ) nie *9 
określone Jednoznacznie. Many dalej:

. - J —  d  . 4 f ) ) .  (20)
0u z - u wTu7

3 ¿ ’( z  , u ) _ _  1 w ( z )

0u 1 - zu w(u)

Kładęc (20) do (17), ze względu na zwięzki (16), otrzymujemy:

(L(C(z,u )) + l (d (z ,u))) - (l-tf(z.u)) ♦ L(«z,u))) (21)

dla z e U.
Funkcje występujęce po obu etronach zwlęzku (21) maję punkt rozgałęzie

nia w r. Całkujęc teraz po dowolnej krzywej leZęcej w U i łęczęcej 
u 6 U z r, musimy najpierw obrać w punkcie u równe sobie wartości 
funkcji wieloznacznych wyetępujęcych po obu etronach zwięzku (21), a na
stępnie przedłużać te funkcje po tej krzywej do dowolnego punktu u' / r. 
W ten sposób otrzymujemy:

(l (C(z ,u )) + L(0(z,u))) - (L(c(z,u')) ♦ L(0(z,u'))) »

- (L(tf(z,u)) ♦ L(£(z.u))) - (L(i(z,u')) ♦ l_U(z,u'))) (22)

ZauwaZmy, Ze

C(z,u') ----   - log(z - r), D(z,u')------ log 1
u . r u'— r

„« i  log(z - r), ¿(z.D1)    log 1
» 11 •u - u'—  r

u'—  r

co, po przejściu do granicy w (22) przy u'— • r oraz uwzględnieniu. Ze 

la L(l) o O, daje nam:
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L(C(z ,u)) + L(0(z,u)) ♦ C ■ L (Y (z , u ) ) ♦ l (£(z ,u )), (23)

gdzie C jest stała czysto urojona, a po obu stronach (2 3) mamy funkcje 
wieloznaczne zmiennej u £ U o Jedyny« punkcie rozgałęzienia w r.
Funkcje C(z,u), D(z,u), ^Cz.u), (STz,u) sa funkcja«i analitycznymi wielo
znacznymi w U p A Up o rozwinięciach (4 ), (5 ). (18). (19), zatem funkcje 
L(C(z,u)) i L(o( z,u)) oraz l(V(z,u)) i L(ć>(z,u)) sę funkcjami ana
litycznymi wieloznacznymi w Ur bez punktów rozgałęzienia, natomiast 
wartość funkcjonału Re L dla funkcji stojącej po lewej stronie (23), 
a tym samym i po prawej stronie nie zaleZy od wyboru odpowiednich gałęzi. 
Otrzymujemy zatem równość:

Re |l2 (C(z,u)) ♦ L2 (0(z,u))| - Re j L2 ( 1(z ,u)) ♦ |l_| 2 (S(z ,u) )j

Uzyskane wyniki pozwalaja nam sformułować

Twierdzenie 1 . Niech ^(f) będzie funkcjonałem zdefiniowanym wzorami
(3), (4), (5), (6), gdzie s » f(re^), L6 H 1 (Uf ) , Im L(l) * O, nato
miast funkcje i (z ,^) i 5(z,£) - zdefiniowane wzorami (18), (19). Geżeli 
funkcja maksymalna dla funkcjonału R e “ii>(f) Jest pewna funkcja Gelfera, 
to dis dowolnej funkcji f e G zachodzi nierówność:

Re1>(f) - Re | l2 (c (z ,^)) ♦ L2 (D(z ,^))| $ Re|L2 (i(ze"1'i’,^e*i'f )) ♦

♦ |L|2 (5(ze-ł*. ^ e _itf)) (24)

Geżeli istnieje funkcja ekstremalna f 6 G, to spełnia równanie funkcyjne: 

L(C(z,^)) ♦ L(0(z,^)) ♦ C ♦ L(itf) -

• Utfize-1^, ^ e " 1<f)) ♦ Lififze-1^, ^ e -1'*’)) (25)

gdzie C Jest stała czysto urojona.

Dowód: W przypadku gdy 'f’■ O, twierdzenie to jest wnioskiem z po
przednich rozważać. W przypadku gdy 'f t O, kładziemy

L*(h(z)) « L(h(ze-1^)) dla h £ h (u ) (26)

Oczywiście mamy, że L* £ H ((Ur ) oraz Im L* (l) • 0.
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Połóżmy dalej

f*(z) - e - ^ f C z e 1*), (27)

a* - f*(r) . e~i'ff(rei'i>) - e'lf9 (28)

Ponieważ f*(z) £ G, kładęc w (4) i (5)

F*(z) - 1/ V - T T T ‘ (29)
V 8 + f  ( z )

możemy nierówność (24) i równość (25) dle - 0 zastosować do funkcjo
nału L* i funkcji f*. Wówczas uwzględniając (4) i (5) otrzymamy:

Re jl *2 (log ---- F *(z) ~ F* (%  ) ♦
1 (z )(F*(z) ♦ F*(£))

(30)

oraz

.*(loo F*(z) - F ( )̂ }
(z )(F*(z) + F*(^))

* L*(log 1 * Ft (z)F! (& )  + C « L * U ( z Ą ) )  * L*(&(z,Ç)) (31)
1 - F (z)F (^ ) >

Na mocy (26), (27), (28). (29) oraz tego, że Im(L(l)) = 0, po przekształ
ceniach nierówność (30) przyjmie postać nierówności (24), natomiast rów

ność (31) postać (25), co kończy dowód.
Po wprowadzeniu oznaczeń

2 (r.(y P a ) *  n(z P.s)) (32)5>(s) - L2 ( C ( z , Çj, s ) ♦ D(z,^,s))

£(x,f) - Re { L 2 (i(ze- i f .^e-i'f )) * I LI 2 ( S(ze' 1<f. (33'

nierówność (24) może być zapisana w postaci:

Re 5>(e)  < t f ( x  ,'f) ' 34 '

Niech i. spełnia warunek Im L ( l ) » 0. Połóżmy

*<-•)> - L(r o f 7 ) *
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Korzystając z ciągłości funkcjonału L, po prostych rachunkach uzysku- 
J emy :

'M A Ź r 1  - r ^ T [ Re(Q(x-0_lf))] 2 - r-h:[i«(Q(*.e*if)>]2 <x)

Ze względu na (18) i (19) mamy:

za te®

c0 0 (x) « log (37)

d00(x) ■ lo9 (38)

lim Re | l 2 (c 0o (x )) + | LI 2 (dQ0(x) )| = - |L|2 (log(l - jj" z )) (39)

oraz

| M t -ifł dt , E(x,<?) - £(i,f)

Możemy sformułować następujące twierdzenie:

Twierdzenie 2 . Niech S> (s) będzie określone wzorem (32), C{z,^,s;,
D(z ,^,s) - wzorami (4) i (5), 0(x,^) - wzorem (35). Oeżeli funkcją m e k s y -  

malną dla funkcjonału Re ty(f ), określonego związkami (6), (3), gdzie 
s = f  ( r e ^ ) , jest pewna funkcja Gelfera, wówczas, dis dowolnej ffeG za

chodzi :

Re 9 (s) $ - |L| 2 (log (i - ^ z ) )  +

+ | [ttt [Re(Q(t• e"lf})]2 - r^TtlB(Q(t -e"if))J ] dl (40)

W szczególności, opisane nierówności możemy zastosować w przypecku, 

gdy L e H'(Ur ) »a postać opisana poniżej.
Niech k  Q e R ,%1 ■ . ̂ -N będą dowolnymi liczbami zespolonymi,

s « f(re1^), gdzie O < r < 1. Niech
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A
gdzie “ 2  “Jć' ci> “ { 2 : ¡2 ' ” * 0 < ^ < r ' ^ e H(U).

k*0 Z
Oczywiście many Im L(l) = 0.

Majęc na uwadze (41), funkcjonał “̂ (f), a tya samya ze względu na (32) 
SXs) przyjaie postać:

N

3>(a) • ty(f) - 2 Z  (cBn (o) ♦ D- n ( a )&,/„. ( « )
a , n«0

gdzie C (s), D (s) dane sę wzoraai (4) i (5).Bn Bin
Zachodzi naetępujęcy zwięzek:

wTz7 * V  ~  " 2  p. (x)z"-

Vl - 2xz ♦ z2 "-°

gdzie PB ^X  ̂ 8? wieloaianaai Legendre's, co po uwzględnieniu (4l), po
staci funkcjonału L i (35) daje nee:

N N

Q (* ' V  ■ 2  K pn u ^  ♦ 2 V V i U 3 )
n =0 n«l

Ponieważ dla funkcjonału Re 1)5 (f) wyrażonego wzorea (42) aożeay ze- 

etosować twierdzenia 1 1 2 ,  zatea otrzyaujeay

Wniosek 1 . Niech & o e R , ^ , . . .  C, a « f(re1̂ ) , 0 <  r < l ,
* » g(r * i ) , “̂ ( f) Jest zdefiniowany wzorea (42), (4), (5). Oeżell funk
cję aaksyaalnę dla funkcjonału R e ‘4>(f) jest pewne funkcja Gelfera, to
dla dowolnej funkcji f 6 G zachodzi nierówność:

gdzie Q(x„{j) dana jest wzorea (43).
Nierówność (44) jest analogiczna do nierówności uzyskanej przez Peder- 

eona i Schlffera [4 ] dla funkcji klasy S.
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W celu wykazania latnienia ekstremu« funkcjonału Rety(f) w rodzinie 
G zdefiniowanego wzorem (42) skonstruujemy zwarta rodzinę dwójek ¥ .

Każdę funkcję f e G możemy przedstawić f(z) • 1 + t^fCz), gdzie 
f(z) e S oraz O < jbj| < 2 .  [2] . Niech

K f): O < |bj $ 2 , f e s ,  1 ♦ bjf € g[

Widzimy, Ze każdej funkcji f 6 G możemy przyporządkować w sposób jedno
znaczny element zbioru ¥  i odwrotnie każdej dwójce z ¥  można przyporząd
kować funkcję f 6 G. Zauważmy, że ¥  zawiera się w zwartym (ze względu 
na zwartość klasy S) zbiorze 7 j, gdzie

7 , - 4(b,,f) : o ^ |bŁ| < 2 , f e s

Zatem ¥  c  y  i ¥  Jest zwarty.
Funkcjonał (42) określony na G Jest tym samym określony na ¥  oraz 

jak pokażemy poniżej można go w sposób cięgły przedłużyć na zbiór zwarty 
7  , a tym samym wnioskować o istnieniu Jego maksimum w ¥  .

Niech M ■ sup Rety |( (bj , f ) )j 1 niech cięg elementów 7  {^bin **n'j

— ~(bj,f). Oeżeli (b^,f)6 ¥  , wówczas funkcja f € G, odpowiadajęca tej 
dwójce, jest funkcję ekstremalnę dla funkcjonału Rety, realizujęcę rów
ność w nierówności (44). Oeżeli natomiast (b. ,f)€ ¥  i (b.,f)f ¥  .1 A* A
wtedy bj * O. Gdyby bowiem bj / O, to cięg fn * 1 ♦ blnfn— *-1 + bjftG 
gdyż granica cięgu funkcji Gelfera, jeżeli nie Jest stała. Jest funkcję 
Gelfera. Możemy łatwo sprawdzić, że w przypadku gdy bj - O

Rety { ( ( h m - ' « 5)} —  A« k (i)V v J  •

gdzie wyrażaję się wzorem:

— i i - it.i

(z )(/• - f(z) ♦ l f S - f ( ^ ) ) m.k.o /

gdzie f e S, t R, s « f(reil*), O < r < 1.
A więc dla dwójek (0,f) należęcych do zbioru ż'\ ¥  cięołe roz
szerzenie funkcjonału Rety(b,,f)) ze zbioru 7  n a ?  będzie identyczno 
z funkcjonałem rozpatrywanym przez Pederaona i Schiffera w [4] dla funk

cji klasy S. Autorzy ci otrzymali dla f € S i % 0 e * nierówność
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R e l 2 Z  Am k is)^ m M  ^  
I B ,k»0 J

2
n«l

l*nl'
| { r r r  [Re Q ^ « ' i f >]2 - ^ [ i .  Q(t,e-i f )]2J

(4 5)

dt .

gdzie 6 C, Q(x,f=) wyraża się wzorem (43), której prawa strona
Jak widać. Jest identyczna z prawę stronę nierówności (44). Wnioskujemy 
stęd, że:

8up Re'*}>

f  l
((bj.f))} < £(x,f). (46)

gdzie £ (x ,*f) oznacza prawę stronę nierówności (44). Wiadomo, ze zwarto
ści klasy S, że istnieje funkcja f e S taka, że w nierówności (45) 
zachodzi równość, a tym samym Re ty j( (O, f Q ) )| =£(x,'f). Funkcja *
* 4  f (pz) Jest ograniczonę w U funkcję klasy S, przy dowolnym 0 < P < 1

A
przy czya fp(z) P ^ l *o niemal Jednostajnie w U. Zauważmy dalej, że
jeżeli funkcja fp(z) e S jest ograniczona, wtedy istnieje takie £ £ R, 
że dla wszystkich spełniajęcych 0 <  | < 6  funkcja f(z) = 1 +
♦ bjfoiz) C G. Zatem możemy skonstruować cięg {d*l n .fp)J elementów “J" . 
bln— —  O , gdy n —  00 . Wtedy Re''i> {((bln ■ fp ) )j dęży do R e ł  j((0, fp ) )| 
przy dowolnym 0 <  P < ' 1 .  Jeżeli teraz p —  1 , to Re ((O, fp ))} 
- R e ^ { ( ( 0 , f o )j -£(x,f), co oznacza, że wartości funkcjonału Re ty sę 
dowolnie blisko Ć(x,'P) i nierówności (46) nie można poprawić.

Uzyskane wyniki możemy sformułować następujęco:

Twierdzenie 3 . Jeżeli k  € R , .... ,̂ -N 6 C , s = f (r e ^ )  0 < r < 1 ,
x « i-( r ♦ — ) , C_„(s) i D (s) zdefiniowane sę wzorami (4 ) i (5), to ^ . 2  r nn nn
dis każdej funkcji f £ C zachodzi nierówność:

N

Re 5> (s) - Re

N »  I2 *
<  y  ń n L

¿L> n 
n*l

« W » >  4 onn( B )YXml n
e ,n=0

(47)

gdzie Q(x',^) dana Jest wzorem (43). Nierówność ta Jest dokładna.
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Zauważny, że korzystając ze związków (4 ) i (5) mamy: 

C(z,^,s) + 0(z,^,s) «

(1 + - g--*--)(f2 (^) _ f2(z ) )
,  s  -  1» log -----

-sb
C (z.fc.e) - log --- 5----  ,

00 5 2(e - 1)

(48)

(49 )

Dq0 ( z ,ij,s ) » log e (50)

Ze wzoru (48) wnioskujemy. Ze współczynniki A„n ^8  ̂ “ Dan^9  ̂ * ^mn^9 ^
(m,n) / (0,0) sę wielomianami zmiennej -w--1— , których współczynniki za-

8 - 1
leżę od skończonej liczby współczynników rozwinięcia funkcji f.

Ponadto mamy:

3>(s) -9>(-s) (5 1 )

gdzie 3* (s) jest zdefiniowane wzorem (42).

Twierdzenie 4 . Jeżeli rQ jest dowolnę liczbę z przedziału (O.l),
f e G i f(z) nie przyjmuje wartości s i -s dla z takich, że !z| < rQ .

to

Re 5>(s) < max £(x ,<f). •'52 :
O < f  4 251

gdzie x = §(t o + p— ) , 5>(s) Jest zdefiniowane wzorem (42), natomiast 

¿(x.^f) oznacza prawę stronę nierówności (47).

Dowód: Oznaczmy przez F r i F r krzywe będęce obrazami okręgu
o o

[z| ■ rQ odpowiednio przez funkcue f i -f. Niech

Dr - |s : s, -a 4 f({2 : l2 l <■ rD} ;j '

W przypadku gdy ft. « 0, ze względu na (ze), funkcja Re j*s / jest har
moniczna w Dr dla dowolnej ustalonej f t G 1 etosujęc zasadę maksimum 

O
dla funkcji harmonicznych otrzymujemy:
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Gdy jt O, korzystajęc z (48), (49) i (50) łatwo możemy sprawdzić. Ze 
funkcja Re ?($) jGst harmoniczna w Dr \  jo} ale biorąc pod uwagę. Ze

lla Re|5Ks)J - - oo , równleZ 1 w ty» przypadku otrzymany związek (53).
9— 0
Ponieważ 5* (a) »(Pć-s), z (53) wnioskujemy:

8U£ Re j^is)! “ Re |5> (f ( r ^ 1^) )j (54)

dla pewnego 'f 6 <0, 23[ >. Korzystajęc z twierdzenie 3 i ze związku (54) 
■any dla dowolnej f £ G nierówność:

ReSKs) 4 Rej 9(f(r e1^))} 4 £(x ,*f)4 max £(* ,"f), 
l 0 i 0 0 4  f  4 23" 0

co koóczy dowód twierdzenia.
Obecnie zajaiemy się zastosowaniem twierdzeń 3 i 4 do oszacowania zbio

ru wartości s = f(rei ’), 0 < r < 1, f £ G  oraz w celu otrzymania pew
nych nierówności współczynnikowych.

a) OeZeli w nierówności (47) przyjmiemy « 1, & n « 0 dla n»2,...,N, 
to uwzględniając (49) i (50) otrzymamy nierówność:

1*12 b.
-7-x--- 4  x ♦ 1 (55)
l a  -  l !

Hf
Niech ot Jest argumentem liczby a ■ f(re ). Wtedy nierówność (55) przyj
mie poateć:

|a|4 ( Ib̂ l 2 - (x ♦ l)2 ) ♦ 2 Ia| 2 coe2ot(x ♦ 1 )2 - (x + l)2 4  0 (56)

Ze względu na to. Ze |bj 4 2, [2] , mamy | b, |2 - (x + l)2 <  0.
1 biPołóżmy otj j arc ein — y . OeZell oc € < O.OCj) U (if-oCj, Of + o t ^ U

U(20t - 0̂  , 23T), to

0 < I f (rei<i?)| 4

Pj(oe)

/

U  - (X ♦ 1 )2 C0820C 1¡(x*l)4 cos2 2oł (x + l)2

y ¡b,!2 . (x ♦ 1 ) 2 i1 ( |b1 |i:-(x+l)2 )Ż ‘ |bj| Z-(x*l )2

lub

.  | |  r S * + l ) 2  c o a Z c e  + | / ( x + l ) 4  c o s ^ a :  + . .  .( x + l j . 2   ^  | f  ( r e ^ ) j

|bll f f |bl| •(*♦!) ) jbi| -(*♦!)
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3eżeli natomiast oe e < ,% -« > U <5T + oc1 , 2 JT - oe j> , wtedy nie «asy
żadnych ograniczać na | f Cr eX )| .

b) 3eżeii w nierówności (47) położymy N « 1, X Q = 0, = e1^, oi £ R ,
wówczas otrzymamy nierówność spełniona przez dowolną funkcję f £ G , a 
mianowicie:

Re |e2la:(C:11(s) + D11(s))| <

1 * | [Re o C t . e ' ^ ) ] 2 - r ^ T  [Io Q (t-e' ilf)] 2J d'- ^ 7 )

4
gdzie s « f(re ), 0 < r < 1.

Korzystając z (4), (5), (43), po prostych rachunkach uzyskujemy:

DU (S)
u 4 ,2
bl bl

k 58;

5 J i 4 T ^ e Q] 2 - T ~ ~ l [J- <0 2} dt “ I (x - 1) Re 2i(bt-f)

+ X - 1 , X I (r ♦ i)

Wstawiając (58) do (57) mamy:

„ ( 2ioc./bl b2 b3 , 2 1 bl 1 mRS )e ( - 7 - ^ 4  ^  4 b, - y —  ♦ -2 "

|(x2 - i )Re |e2l(oC"^'!| + X,

co wobec dowolności rzeczywistej liczby ac daje dla dowolnej funkcji fi 

n i e r ó w n o ś ć :

I h2 h2 ta h2 1
I I  2 3 .2 1 1 1 1 t ..2 , ,.-2l<Pl ..^  + bi -r T -  ♦ - J ix -1 -  | < X.

gdzie s ■* fCre"1^), 0 < r < 1. x » j(r ♦ ~). Nierówność ts Jest dokładna.
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c) Niech N * 1, & 0 ■* 0, * e oc e R. Oeżeli f fe G nie przyj- 

je wartości s i -s w kole jz : |z| < r0j , to spełnia nierówność
(52), która przyjmuje postać:

Re|e2i0C(C1 1 (s) + D1 1 (a))j^

K Z ^ 1 + I Q ( t '°‘ if)] 2 - ^ î t 1" Q (t-e'if)] 2}
4 nax

fe< 0,
dt

gdzie xo - i  (ro + £-).

Ponownie korzystamy ze wzorów (58) oraz z dowolności liczby oc 6 R . 

I tak otrzymujemy:

k2 K2 h b2
bl b2 b3 . 2 1 bl 1

2 + E7 + bl T T  * T  7 7 ^ 2
bl 1 s -1

(59)

llwzględniajęc fakt, Ze dowolna funkcja f € G nie przyjmuje wartości 
a » O w kole |z : |z| < l| , z oszacowania (59) uzyskujemy, że dla f € G 

zachodzi nierówność:

b3 b2 bl 1 ,

która Jest analogiczna do nierówności Bieberbacha dla funkcji klasy S.
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HEPAB3HC1BA THIU rAPAEEflHHA-HIHiEPA JUIH TEJIbiEPA

P e 3 10 u e

J>yHKipM f peryjiapH aa h OAHOJiHCTHajŁ b  eAHHHraoM Kpyre U = j z  : |z | < l j  , 
BH^a

f ( z )  = 1 + + b2z2 + • • •  (1 )

sanojiHHJOEiiia ycjioBne

f ( z j )  + f ( z 2 ) /  O AJUL Boex z1 .z2 e  U

H a 3 U B a e ic s  $yHKijneił r e j ib $ e p a . liH oxecT B o B c e x  3Thx  (pyHKipia Sy^ eu  0Ó03Ha»iaTb 

SyKBofi G. ;B SToił paÓoTe H o n o a Ł 3 y e io a  p e sy j ib ia T u  nojiyneHHue Taprom ou [5] ..

Oh Aaji H eoSxosHM ae h A o cT a T o u m e y c a o B a a  jyta T o r o , h toOh ifyHKnna (1)
npHHaAJiexajia x  KJiaocy G. 3 t h  ycAOBHH HMeraT b h a He p a s  e  h c  t  b  , b KoToptoc Kpoue 
np0H3B0JIbHhIX HapaMeTpOB nOHBJIHIOTOH K03(}Xi)HUHeHTli (JyHKffilH f H TaK KaK OHI! 
hoxosch Ha ycJ ioB aa  rp yH C xoro  a j i h  $yHKipia KJiaooa S ,  ohh HastiBaioTCH ycjioB naun  

PpyKCKoro fl.TH $yHKHHa FeJibcpepa. HepaBeHCTBa FpyH Cxoro a m  iyH K iw a KJiaooa S 

o6o6miiJiH TapaSe^HH h HH$ep [ l ]  ,  a  noTOM IJe^epcoH h uiHipep [4] .  3 a to i ł  paSoTe 
o6o6aieHHHe yoaoBHH TpyHOKoro Ha3HBaioTca HepaBeHCTBaun FapaOeAHHa-IIlHiepa, 
a  KaK ({¡yHKHHOHaji rapaSeA -TH a-iltapepa nO H H iiaetca zeB yio  CTopoHy b th x  HepaBeHSTB. 
HepaBeHCTBa rapa6eAHHa-niH({>epa a m  i>yHKAHfi K Jiacca nojiyneHHHe JleOezeanu h ..'a -  

Maeu [3] b 1 9 7 0  r .  ółu ih  CAexaHH A p yrau  n y ie u  -  o nouombio MeTOAa n aoajase;!.
B aTo2 p aó o ie  CAeJiaHH oqeHKH tpyHKnnonajioB Re ty , r^ e  onpeAexeHO io p a y -  

■soił ( 6 ) .  PaccMaTpHBaeTCH OJiyiafi, K o rja  e HBJiHeica 3HaHeHHeM npaHHTiai $yHK- 
mieił f e  G b AaHHofl TOHKe Kpyra U h cjiynaił, Kor^a s h - s  hbahsotch npo - 
H3B0iibHhiMH 3HaHeHHHMH He npHHHTHUH f e G b Kpyre | z  : |z i r Q|  . 0 <  r Q< 1. 
OooSeHHO, eojiH cpyHKijHOHaJi L BucTyna»®H» b $opMyze (6) H ueai bha (41) no.ty- 
Ha»TOH TOHHHe OĘeHKH B TOM CMhiCJie , HTO He B03M0XH0 HX yjryHAHTb. Ohh aHa.TiT- 
rHHHH HepaBeHOTBaM Fapa6eAHHa-fllHi>epa a m  ¡fyHKiaiii K.tacca S nojiyqeHHHM b

W -

INEQUALITIES OF THE TYPE GARA8EDIAN-SCHIFFER INEQUALITIES 

FOR A GELFER FUNCTION

S u a b a r y

An analytic function of the fora:

2
f ( z )  -  1 ♦ bjZ ♦ b2z ♦ .
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which is univalent in the unit disk U « |z : |z| < Ij. and satisfies the 
condit ion

f(Zj) + f(z2 ) / 0 for all zi ’z2 6 u ^

is called Gelfer function. The set of; all these functions will be deno
ted by symbol G. The present paper uses the results obtained by R. Tar- 
gosz [5] (1982). He gives necesssry and sufficient conditions so as the
functions which has the development of the form (l) belongs to the class 
G. These conditions have a for» of inequalities, in which coefficients 
of the function f appear besids of arbitrary parameters. Because these 
conditions and Grunsky's conditions for functions of the class S are si
milar. they are called Grunsky's conditions. Garabedian and Schiffer [l] 
and Pederson and Schiffer [4] generalized above - mentioned Grunsky's 
inequalities for functions of the class S. In the following paper the ge
neralized Grunsky's conditions are called Garabedian-Schiffer’s inequali
ties. The left side of these inequaliteies is understood as Garabedian- 
Schiffer functional. The Garagedian-Schiffers’s inequality for functions 
of the cla9S G obtained by Lebiediew and Mamai [3] (1970) was lead out
another way, using the field method.

In the following paper functionals R e ^  , where “l|> is defined by (6), 
have been estimated. There are considered two cases; in the first one, 
s is a value admitted by f e G in the fixed point of the disk U and 
in the second case s and -s are arbitrary values omitted by the func
tion f € G in the disk jz : |z| < r0| . 0 < r0 < 1- Specially when the
functional L from the formula (6) is given by the formula (4l), the 
obtained inequalities are exact in the sense, that it is impossible to im
prove it. They ars analogous as Garabedian-Schiffer's inequalities for 
functions of the class S obtained in [4] .


