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NIECENTRALNY ROZKLAO % 2 1 OEGO ZASTOSOWANIE

1.

Streszczenie. Przy opracowywaniu danych doswiadczalnych podsta-
wow? role odgrywaj? statystyki otrzymane jako okreslone funkcje
zmiennych losowych wynikoéw badahn odpowiednio dobranej probki loso-
wej prostej. 2

W pracy oméwiono rzadko stosowany niecentralny rozktad % oraz
jego zastosowanie do opisu statystyk, otrzymanych przy badaniach
zmiennych losowych normalnych o niezeroweg wartosci oczekiwanej
oraz wariancji bedecej dowoln? liczba dodatni? lub jednos$ci?. Wy-
chodzac z ogdélnie znanego centralnego rozk#adu %n o n stopniach
swobody, pokazano powstawanie niecentralnego rozktadu ~ i Jego
powiezania z innymi rozktadani. Pooano literature. dotycz?c? tego
rozktadu.

W dalszej czesci pracy przedstawiono, zdaniem autora, kilka
istotnych zastosowan niecentralnego rozk#adu do opisu staty-
styk probkowych jedno- i wielowymiarowych. Oprécz uogélnienia sze-
roko znanej statystyki t-Studenta przedstawiono sposob oceny nie-
centralnego momen " :miennej losowej nor-
malnej za pomoc?

io ostatnie zastosowanie Jest rozwijane przez autora od szeregu
lat i dotyczy zagadnieh z dziedziny metrologii teoretycznej.

Wprowadzenie

Niech dane s? zmienne losowe X1,X2,...Xn o Jednakowych rozktadach

normalnych N(o,l). Wéwczas zmienna losowa

bedzie miata rozktad centralny 0 n-stopniach swobody.

(i«l,n) (Ii

i«l

Gestos¢ tego

rozktadu ma postac:

fz (2)

. . (2)
;22 .rej) “z



80 3. Katuski

Oest ona szczegolnym przypadkiem gestosci rozktadu gamma

przy b *8 1 r =8 97zie n-liczba naturalna, zwana liczbe stopni
swobody.
Przyktadowy wykres gestosci rozkdtadu % j dla niektéorych n pokazuje

rys. 1 (linia ciegta).

Rys. 1. Przyktady gestosci rozktadu chi-kwadrat oraz niecentralnego roz-
k¥adu chi-kwadrat dla Z = 2,5

Fig. 2- Examples of densities ofjchi-square and noncentral chi-square
distributions for Z « 2,5
Wykorzystanie tego rozktadu jest szeroko znane i nie bedzie tu omawiane.
Niech teraz dane se zmienne losowe X1,X2,...,Xn o rozktadzie normal-

nych N(mi ,n), (i«l,n). Wéwczas zmienna losowa

*ed i xi U)
® i-1
aa rozktad niecentralny o0 n-stopni8ch swobody i parametrze niecen-
tralnosci
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Rozktad ten na gestosé:
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We wzorach (2-7) T(p) oraz B(p,q) se to odpowiednio funkcje ganna
Eulera i beta Eulera. o
Wyprowadzenie wzoréw (5) i (7) dla przypadku gdy XA: NCm . 1), i * 1,n
zostato podane u Andersona [I] oraz FOURGEAUD’a i FUCHS’ego [3j- Bez wy-
prowadzenia wzdér ten podaje Fisz [2] -

Jezeli X - (X1 ,X2 Xn)T jest wektorem losowym w R: o0 niezdegs-
nerowanym rozktadzie normalnym N-wymiarowym nCb .S*) o wektorze wartosci

oczekiwanych m » («ij *N) i macierzy warlancyjno-kowsriancyjnej

to zmienna losowa
Z m XrZ ~ 1X

ma [3] niecentralny rozktad % 2(#) o n-stopniach swobody 1 parametrze
niecentralnosci 1» nt% 1 p N

Dalej w pracy oméwiono whasciwosci i zastosowanie niecentralnego rozktadu
%2(«:).
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2
2. Wkasciwosci niecentralnego rozkdtadu % n (t)

Niecentralny rozk#ad %’\2(£) Jest uogo6lnieniem centralnego rozktadu %%
dla przypadku, gdy wartos$ci oczekiwane zmiennych losowych sk#adowych Xi>
(i=l,n) o rozktadzie normalnym se rézne od zera.

Dla poréwnania przyktadowe gestosci_prawdopodobienstwa zmiennej loso-
wej 2, majecej niecentralny rozktad % n (i), pokazano na rys. 1 linie prze-
rywang, dla n > 2 i duzych z . Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej
losowej o niecentralny» rozktadzie %~(Z) wynosze:

E(z) *n ¢c 7 )
V(Z) « 2(n+2V)

Dezeli T--0, to zmienna losowa Z = dezy do rozk#tadu centralne-
go % Dla duzych Z rozktad %, (£) ma w przyblizeniu rozktad normalny

NC (n+3), "~2(n+2z)). Dezeli %, (&) “a niecentralny rozktad o n stop-
niach swobody i parametrze niecentralnosci zZ , to zmienna losowa
n + 10

2.
as w przyblizeniu centr$lny rozktad %r o

r. (@ )
(n + 3%)

stopniach swobody.
Mni8j doktadne przeksztatcenie daje, ze zmienna losowa ma w
przyblizeniu centralny rozk#ad xf o

1 = (n+ +)M(n+2i) 12)

stopniach swobody [6] -

) . 2t -
3. Zastosowanie niecentralnego rozktadu %,

Podamy teraz kilka istotnych zastosowan tego rozk#adu.

1. jWykorzystujec whasciwosci niecentralnego rozktadu o n stop
niech swobody i parametrze niecentrainosci o , buduje sie statystyke

%2 -4 1 4 ° (13)
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ktéra stuzy do weryfikacji hipotezy. H : i =0 dla przypadku, gdy zmien-
ne losowe X1,X2,...,Xn maje rozktad normalny Xt : NCm~.i), Ci=1.n) o
jednakowym znanym odchyleniu standardowym 6. Jezeli hipoteza jest praw-
dziwa, to statystyka (13) ma centralny (z"wykty) rozkitad X2 o n stopniach
swobody .

Hipoteze H odrzuca sie, gdy zaobserwowana Wart%éé statystyki % 2 jest
wieksza lub réwna pewnej wartosci krytycznej % (oC,n). Wéwczas prawdopo-
dobienstwo

pl%2() > %2(CXm] . (O<oce<l),

jest funkcje nocy /\(a{n,ocn testu X 2.
W tablicach (patrz np. [6] ) podaje sie wartosci- funkcji Z/yin.oc) =X,
dla ktorych funkcja mocy ~/2(n,ot) = (o< X< D.

2. Jedno z najwazniejszych zadahn jednowymiarowej statystyki, polega na
znalezieniu oceny wartosci oczekiwanej okreslonej zmiennej losowej. kto-
rej odchylenie standardowe nie jest znane.

W tym przypadku wykorzystuje sie znany rozktad t-Studenta i zbudowane na
jego podstawie statystyke t.

Jezeli pobrano prébke losowe proste z populacji o rozktadzie normalnym

N(m,i5), to wielkos¢

ma rozkdtad t-Studenta o n-1 stopniach swobody. "Na podstawie tej statysty-
ki buduje sie test, stuzecy do weryfikacji hipotezy H :-m = mQ, gdzie
mO - wartos¢ zadana lub buduje sie przedziat ufnosci dla nieznanej warto-
ci @.

Wielowymiarowym analoganem kwadratu wielkosci t weddug (14) Jest

$

wielkos¢ :
T2 « N(x-m)T S_1(x-e) ~15)
gdzie:
x * (5" ,x2,...,xN)T jest wektorem wartosci S$Srednich otrzymanym z ba-
daniem wektora losowego X « (X™,...,XN) ,
S - nieobcigzona ocena macierzy wariancyjno-kowarian-
cyjnej 2

Statystyke T2 wykorzystuje sie do sprawdzenia hipotezy o wektorze war-
tosci oczekiwanych n » (ml w populacji o rozktadzie normalnym
N-wymiarowym. a takze w celu otrzymania przedziatoéw ufnosci dla nieznanej

wartosci wektora fil.
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Rozktad statystyki T2 zwiezany jest z niecentralnym rozktadem X
w nastepuj ecy sposob:

3ezeli zmienna losowa Z me nlecentralny rozktad % 2() oraz nieza-
lezna od niej zmienna losowa Y ma centralny rozktad 2 o ® stop-
niach swobody, to zmienna losowa

sia niecentralny rozktad F-Fishera o gestosci [i] :

i [e}e] s onrnd 71 r4a t
. " 2= A (iz/2) (n. £/m) rfy(n*.)4i]
f) = L z 17
9_(M % . %(w— [11) I ’ . w(n+m)+J 7
jr . n«j)(l+n_f/m)

gdzie f = y/R jest realizacje statystyki F.

oezeli T2 * N(i—mOjT . S_l(i—m ), otrzymana na podstawie badania
N-wymiarowej probki, kazda o licznosci n, pochodzecej z populacji
N(m.2), to wielkos¢

(T2/N-1)(N-n)/n (18)

ma niecentralny rozktad F o parze stopni swobody (n, N-n) i parametrze
LA
niecentralnosci i =NmO”mo)* ~ * _ (m-mo).
Na podstawie gestosci statystyki F mozna otrzyms¢ gestos$¢ statystyki

T w postaci:

- 0 2 [RYQM1)2 3 r &N

* 2(t } vorr r Yy - -— = fis)
T (N-DT [[(N-n)J Z i _ 2 L N+3

3-0 J (I Y[ )/(-D))
Wyprowadzenie tego wzoru mozne znalezé u Andersona [I] . Tablice funkcji
mocy testu F podaje Zielinski [6] . Prawdopodobienstwa przyjecia hipote-
zy H : X.= 0 (tzn. prawdopodobienstwo pope#nienia btedu Il rodzaju) dla

réznych wartosci X i pozioméw istotnosci 0,05 i 0,01 podat Tang [5].

3. Kolejny przyktad zastosowania niecentralnego rozk+ad£ &r]&j bedz
dotyczyt oceny momentu zwyktego (niecentralnego) rzedu drugiego zmiennej
losowej normalnej. Z potrzebe takiej oceny spotykany sie zawsze tam, gdzie
badana normalna zmienna losowa ma warto$¢ oczekiwane roézne od zera. Na
przyktad, przy okreslaniu btedu pomisru przyrzedu, przy pomiarze konkret-
nej wartos$ci wielkosci mierzonej wykorzystujemy fakt, ze wskazania przy-
rzadu se na og6+ obarczone losowym btedem wskazan, a otrzymane wartosci
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wskazan przy kilkukrotny» poniarze sa wkasnie realizacjami pierwiastka z
momentu rzedu drugiego zmiennej losowej wskazan przyrzedu. Moment ten
jest sume kwadratu btedu przypadkowego (w postaci wariancji) i kwadratu
wartosci oczekiwanej zmiennej losowej wskazan. W tym przypadku interesu-
je nas zardéwno ocena punktowa, jak i przedziatowa tego momentu.

Ocene punktowe momentu zwyktego rzedu drugiego otrzymuje sie w prosty
spos6b, wykorzystujec na przyktad metode momentdéw do budowy tego estymato-
ra.

Jezeli zmienna losowa Z ma rozktad normalny N(m,<3), to interesujacy
nas moment definiuje sie w nastepujecy sposob:

m2 « E(Z2) = m2 + <@ (20)

Zbudowane oszacowanie punktowe tego momentu aa postac:

(i=l ,n) (1)

12 zi- @2;
inl

odzie zmienna losowa Z., (i»l ,n) ma taki sam rozktad jak Z.

Wiadomo, Ze oszacowanie m~ Jest zaobserwowane w danym doswiadczeniu
realizacje statystyki i Jest oszacowaniem zgodnym i nieobcieZonym momentu
«2 w populacji.

W celu oszacowania przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci m,, wy-
korzystuje sie powiezania statystyki z niecentrelnym rozktadem®% rv+ .

Jezeli zmienna losowa 2i, (i=l,n) ma rozk#ad normalny N"m,#5 to moz-

na wykazaé¢, ze H] statystyka n e "8 nlecentrBInV2rozktad ~ 0
n stopniach swobody i parametrze niecenrralnosci £ * ??Z*

Dokonuj ec standeryzacji Z” statystyke ««2 wozna zapisa¢ w postaci:

gazie zmienna losowa e (i=l,n, na rozktad M*“Q,4).

Po podniesieniu do kwadratu i uporzadkowaniu wyrazéw oraz uwzglednie-
niu, Ze zmienna losowa %2 o rozktadzie centralnym 1 zmienna losowa
normalna standaryzowana, se niezalezne, mozna otrzyma¢ nastepnie rozktad

statystyki *2//R * Post,c*:
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/M2 -ia o2e™b.u+c. ©4)
gdzie
*2 & 2"
= .6 @5)
2
2T

a U jest zmienne losowy N(O,I).
Majec statystyke m2/m2* @®°zna dla kazdego pozionu ufnosci jb, (0<Jb<l)
przy X2 i U napisa¢ nastepujece rownosc:

i2< »2 (n8 « X, flLe = Uft + c)}-fb2. 26
P 2 (0§ : LIPS LV S LT @6)
Dowod tej nieréwngs’ci zostat naszkicowany w pracy [4]."
We wzorze (26) % n * i U« se kwantylami rzedu j5 zmiennych losowyc
™ i Ul e 1

Ze wzorow (21) i (26) nozna juz bezposSrednio otrzyma¢ wzory na granicy
dwustronnego przedziatu ufnosci dla nieznanej wartosci 02, na poziomie

ufnosci 6 , w postaci:
*2,dd “1.-2 “ % @n
n 8 ~n,(1+j5)/2 + > U1*j5)/72 +

dla granicy «2 ,dd-dwuetronnej dolnej oraz

*5
*2,dg 71 .2 : 22 . - (28)
n 8 n,l-jb)/2 - (I-jb72
dla granicy m2 dg-dwustronnej goérnej,
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iHEUEHTPAJIbHOE % £ PACIIPEJIEJIEHIIE H ETO IIPHMEKEHHE

P e 3 0me

CTaiHCTHKK noayqeHHue Kan onpeAejieHHHe $yHKijnH cliyMaitHtiz arpaioT

00HOBHyio pojiB npH oépadoTKe 3KcnepnMeHTajibHiix AaHHHx. <= P

B padéoTe orosopeHo pe”KO ynoTpefijineMoe HeneHTpajsbHoe % pacnpejtejieiiKe
b Ka~eoTBe onucaHHH oiaiHCTHK noliy<ieHHHX npn Hccjie,aoBaHHHXx HopwalibHux CXY-
<ja£iHHX BelJIHBHH, HMeiOHtHX OTIJIHBHOe OT HylJIB MaTeMaTHBeCKOe OKHiaHKe H JI»6y»
noxoscKTejibHyK) fl[Hccnepcmo (b BacTHOOTH - pasHy» eRKHnu,u). us oSgeK3-
BecTHoro qgeHTpajiBHoro %? pacnpesejieHus ¢ n-oTeneHBMH cboCosu, noKa3ano
qeHTpajrbHoe % pacnpe,nejieHne k ero cbb3h o spyrKMH pacnpeseseHHfIMH. Aaaa
JiIHTepaTypa Kacaiomaaca aToro pacnhpeAejieHHK.

B ~alibHeaaeM b padole npHBOfIHica HeoKOJitKO cymecTBeHHux, no MneKKi-o asTo-
pa, npaKTnnecKHX npHMeHeHHii HeiieHTpajibHoro % £ pacnpe”~eneHM rap. onnoaHHH or-
ho a MHoroMepaux cTaiacTHK. Kpone otoGa,enmi mnpoKO H3BeciHoii CTaTBCTBKH
t-Ciyi;eHTa, saHtajeTOfl oneHKH HeneHipanbHoro Mowema Bioporo nopasxa Hcp-

MaabHoft cxynaiiHOit BejiMHHbi, BHXofla H3 Heu-3HipaxbHoro pacnpeAexeHH fi.
3to nocjie®Hee npnMeneHHe pa3BHBaeToa aBiopow YXe b TeneHHH necKolibKHX jiei

rak. MeTpojiornnecKHx npM oxeHitS.

NONCENTRAL CHI-SQUARE DISTRIBUTION AND ITS APPLICATION

Summary

Statistics, i.e. some specific functions of random variables play im-
portant role in the processing of given data, obtained from experiments.

In the paper the noncentral chi-square distribution is discussed, that
is of statistics not often use, as well as its applications for descrip-
tion. The statistics are obtained in an analysis of Gaussian random va-
riables having non-zero expected values and having any positive number
(for example var m 1) as their variances. Starting from the well - known
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central chi-square distribution of n degrees of greedom, it is derived
the noncentral distribution and it is shown its correlation with another
known distributions. The relevant bibliography concerning the distribu-
tion. is given.

Then s few substantial (according to the author®s opinion) applica-
tions of the noncentral distribution for the sample statistic, one - and
many - dimensional, are jpresented. Besides the generalization of the wi-
de known t-Student statistics, a way of an estimation of the noncentral
second - order moment is given fnr the Gausian random variable, using the
noncentral chi-square distribution. The Isst problem is being developed
by the author for some years, for metrological applications.



