
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEO 

sería: MATEMATYKA-FIZYKA z. 51

1986 

Nr kol. 874

3an KAŁUSKI

Instytut Automatyki 

Politechnika ślęska

NIECENTRALNY ROZKŁAO % 2 I OEGO ZASTOSOWANIE

Streszczenie. Przy opracowywaniu danych doświadczalnych podsta- 
wow? rolę odgrywaj? statystyki otrzymane jako określone funkcje 
zmiennych losowych wyników badań odpowiednio dobranej próbki loso­
wej prostej. 2

W pracy omówiono rzadko stosowany niecentralny rozkład % oraz 
jego zastosowanie do opisu statystyk, otrzymanych przy badaniach 
zmiennych losowych normalnych o niezeroweg wartości oczekiwanej 
oraz wariancji będęcej dowoln? liczba dodatni? lub jedności?. Wy­
chodząc z ogólnie znanego centralnego rozkładu % n  o n stopniach 
swobody, pokazano powstawanie niecentralnego rozkładu ^ i Jego 
powięzania z innymi rozkładani. Pooano literaturę. dotycz?c? tego 
rozkładu.

W dalszej części pracy przedstawiono, zdaniem autora, kilka 
istotnych zastosowań niecentralnego rozkładu do opisu staty­
styk próbkowych jedno- i wielowymiarowych. Oprócz uogólnienia sze­
roko znanej statystyki t-Studenta przedstawiono sposób oceny nie­
centralnego momen ' :miennej losowej nor­

io ostatnie zastosowanie Jest rozwijane przez autora od szeregu 
lat i dotyczy zagadnień z dziedziny metrologii teoretycznej.

1. Wprowadzenie

Niech dane s? zmienne losowe X1 ,X2 ,...Xn o Jednakowych rozkładach 

normalnych N(o,l). Wówczas zmienna losowa

malnej za pomoc?

n

(i«l,n) (li

i«l

będzie miała rozkład centralny o n-stopniach swobody. Gęstość tego

rozkładu ma postać:

O dla z < 0,

fz (z) .

1 n-2 z
n z > 0 , (2 )

;z2 .rej) ‘ z
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Oest ona szczególnym przypadkiem gęstości rozkładu gamma 

0 dla z < O,

przy b * § 1 r = §• 9^zie n-liczba naturalna, zwana liczbę stopni
swobody.

Przykładowy wykres gęstości rozkładu %  jj dla niektórych n pokazuje 

rys. 1 (linia cięgła).

Rys. 1. Przykłady gęstości rozkładu chi-kwadrat oraz niecentralnego roz­
kładu chi-kwadrat dla Z ■ 2,5

2. Examples of densities ofj chi-square and noncentral chi-square 
distributions for Z « 2,5

Fig.

Wykorzystanie tego rozkładu jest szeroko znane i nie będzie tu omawiane.
Niech teraz dane sę zmienne losowe X1 ,X2 ,...,Xn o rozkładzie normal­

nych N(mi ,^), (i«l,n). Wówczas zmienna losowa

* • 4  i  xi U)
® i-1

aa rozkład niecentralny o n-stopni8ch swobody i parametrze niecen-

tralności

* - 4  2  -f-
® i.i

i
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Rozkład ten na gęstość:

+ § ■ 1 (t r(| ♦ j). r_i 1 " 2 V * * ¿2' 2 ~ 1 V  (t.ż)
hz (z) ‘ —   e 6 . 2  x 2  T2TTTTajTT f(n + (5 )

2 2 6 n f ^  J =1 *'2
3>

lub kładęc

» < ¥ •  W  - n Ę r r w -

otrzymany innę postać ta] gęstości:

_ |(® * _|) n . i
h2 (z) . —  i----------- . e 2 Ś2 . z2

" fic

4 . 1

x 2  V 21 • b(t -
J»0

(7)

We wzorach (2-7) T( p) oraz B(p,q) sę to odpowiednio funkcje ganna

Eulera i beta Eulera. ___
Wyprowadzenie wzorów (5 ) i (7) dla przypadku gdy XA : NCm^.l), i * 1 ,n
zostało podane u Andersona [l] oraz FOURGEAUD’a i FUCHS’ego [3j. Bez wy­

prowadzenia wzór ten podaje Fisz [2] .
Jeżeli X - (X1 ,X2  Xn )T jest wektorem losowym w R: o niezdegs-

nerowanym rozkładzie normalnym N-wymiarowym n Cb .S*) o wektorze wartości 
oczekiwanych m » («ij *N ) i macierzy warlancyjno-kowsriancyjnej

2 =  [ « i j  * A -2 ..... N ) >

to zmienna losowa

Z m XrZ ~ 1X

ma [3] niecentralny rozkład % 2 (ł) o n-stopniach swobody 1 parametrze
- t y - i  n niecentralności 1 » n ** m.

Dalej w pracy omówiono właściwości i zastosowanie niecentralnego rozkładu 

% 2 («:).



82 O, Kałuski

2
2. Właściwości niecentralnego rozkładu % n (t)

2 2 Niecentralny rozkład % ^ ( £ )  Jest uogólnieniem centralnego rozkładu %  n
dla przypadku, gdy wartości oczekiwane zmiennych losowych składowych X i> 
(i=l,n) o rozkładzie normalnym sę różne od zera.

Dla porównania przykładowe gęstości prawdopodobieństwa zmiennej loso-
2

wej 2, majęcej niecentralny rozkład % n ('i), pokazano na rys. 1 linię prze­
rywaną, dla n > 2 i dużych Z . Wartość oczekiwana i wariancja zmiennej 
losowej o niecentralny» rozkładzie % ^ (Z ) wynoszę:

E ( z ) ** n ♦ c ^ )
V(Z) « 2(n+2V)

Deżeli T — —  O, to zmienna losowa Z = dęży do rozkładu centralne­
go % Dla dużych Z rozkład %„(£) ma w przybliżeniu rozkład normalny

N( (n+ 3), ^2(n+2 Z )). Deżeli % „ ( & )  “a niecentralny rozkład o n stop­
niach swobody i parametrze niecentralności Z , to zmienna losowa

^  + (10)

2 -
as w przybliżeniu centrślny rozkład % r o

(n + 3 ł )
r . (-n ( U )

stopniach swobody.
Mni8j dokładne przekształcenie daje, że zmienna losowa ma w

przybliżeniu centralny rozkład xf o

1 = (n+ ł )^/( n+2i) (12)

stopniach swobody [6] .

. 2 t ~ -3. Zastosowanie niecentralnego rozkładu % „

Podamy teraz kilka istotnych zastosowań tego rozkładu.

1. ¡Wykorzystujęc właściwości niecentralnego rozkładu o n stop
niech swobody i parametrze niecentrainości o , buduje się statystykę

% 2 - 4  1  4 ’
* j-i

(13)



2Niecentrainy rozkład %  . 83

która służy do weryfikacji hipotezy. H : i = O dla przypadku, gdy zmien- 
ne losowe X 1 ,X2 ,...,Xn maję rozkład normalny XŁ : NCm^.i), C i = 1 . n ) o 
jednakowym znanym odchyleniu standardowym 6. Jeżeli hipoteza jest praw­
dziwa, to statystyka (13) ma centralny (z'wykły) rozkład X 2 o n stopniach 
swobody.

2
Hipotezę H odrzuca się, gdy zaobserwowana wartość statystyki %  jest2
większa lub równa pewnej wartości krytycznej %  (oC,n). Wówczas prawdopo­
dobieństwo

p | % 2 (ł) > % 2 (<X,n)| . (O < oe < 1),

j e s t  fu n k c ję  nocy  ̂ ( a {n ,o c ) )  t e s tu  X 2 .
W tablicach (patrz np. [ó] ) podaje się wartości- funkcji Z/yin.oc) = X, 

dla których funkcja mocy ^/2(n,ot) = (o < Jt < l).

2. Jedno z najważniejszych zadań jednowymiarowej statystyki, polega na 
znalezieniu oceny wartości oczekiwanej określonej zmiennej losowej. któ­
rej odchylenie standardowe nie jest znane.
W tym przypadku wykorzystuje się znany rozkład t-Studenta i zbudowanę na 

jego podstawie statystykę t.
Jeżeli pobrano próbkę losowę prostę z populacji o rozkładzie normalnym 

N(m,i5), to wielkość

ma rozkład t-Studenta o n-1 stopniach swobody. 'Na podstawie tej statysty­
ki buduje się test, służęcy do weryfikacji hipotezy H : m = mQ , gdzie
m - wartość zadana lub buduje się przedział ufności dla nieznanej warto- 
o

ści ®.
Wielowymiarowym analoganem kwadratu wielkości t według (14) Jest 

wielkość :

T2 « N(x-m)T S_1(x -e ) ^15)

gdzie:
x * (5^ ,x2 ,...,xN )T jest wektorem wartości średnich otrzymanym z ba­

daniem wektora losowego X « (x^,...,XN ) ,
S - nieobciężona ocena macierzy wariancyjno-kowarian-

cyjnej 2  .

Statystykę T2 wykorzystuje się do sprawdzenia hipotezy o wektorze war­
tości oczekiwanych n » (m1 w  populacji o rozkładzie normalnym
N-wymiarowym. a także w celu otrzymania przedziałów ufności dla nieznanej 

wartości wektora ffl.



84 3. Kałuski

Rozkład statystyki T2 zwięzany jest z niecentralnym rozkładem 5C 
w następuj ęcy sposób:

3eżeli zmienna losowa Z me nlecentralny rozkład % 2 (ł ) oraz nieza-
2leżna od niej zmienna losowa Y ma centralny rozkład o ® stop­

niach swobody, to zmienna losowa

sia niecentralny rozkład F-Fishera o gęstości [i] :

i rw O O  ś O  ̂  ̂  J ” 1 r 4 *t

„ ' 2«- ^  (iź/2) (n. f/m) rfy(n*.)4i]
g_(f) = n ' - e - . -------- Z  r ---------------------------------------------------   ( 1 -7 )

m . T(w- m) . „ . w(n+m)+J
j! . n« j)(l+n.f/m )

gdzie f = jest realizację statystyki F.y/R
2 — T —1 —Oeżeli T * N(x-m0 ) . S (x-m ), otrzymana na podstawie badania

N-wymiarowej próbki, każda o liczności n, pochodzęcej z populacji
N ( m. 2) , to wielkość

(T2/N-l)(N-n)/n (18)

ma niecentralny rozkład F o parze stopni swobody (n, N-n) i parametrze
T ̂  -1

Na podstawie gęstości statystyki F można otrzymsć gęstość statystyki
niecentralności i = N (m0”mo )' ^  * . (m-mo ).

2
T w postaci:

- 00 (C/2 [(t2)/ (N-l )] 2 3 r (ł N+j)
*  2 (t }  V r r  r  y       i— -— =— fis)T ( N - l ) T  [ | (N - n ) J  ^  . 2 n | N+3

j-0 j !r(|n+j ) [l+(t )/(N-l)]2

Wyprowadzenie tego wzoru możne znaleźć u Andersona [l] . Tablice funkcji 
mocy testu F podaje Zieliński [6j . Prawdopodobieństwa przyjęcia hipote­
zy H : X.= O (tzn. prawdopodobieństwo popełnienia błędu II rodzaju) dla 
różnych wartości X i poziomów istotności 0,05 i 0,01 podał Tang [5].

2 "•3. Kolejny przykład zastosowania niecentralnego rozkładu % n (Ł/ będzie 
dotyczył oceny momentu zwykłego (niecentralnego) rzędu drugiego zmiennej 
losowej normalnej. Z potrzebę takiej oceny spotykany się zawsze tam, gdzie 
badana normalna zmienna losowa ma wartość oczekiwanę różnę od zera. Na 
przykład, przy określaniu błędu pomisru przyrzędu, przy pomiarze konkret­

nej wartości wielkości mierzonej wykorzystujemy fakt, że wskazania przy­
rządu sę na ogół obarczone losowym błędem wskazań, a otrzymane wartości
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wskazań przy kilkukrotny» poniarze sa właśnie realizacjami pierwiastka z 
momentu rzędu drugiego zmiennej losowej wskazań przyrzędu. Moment ten 
jest sumę kwadratu błędu przypadkowego (w postaci wariancji) i kwadratu 
wartości oczekiwanej zmiennej losowej wskazań. W tym przypadku interesu­
je nas zarówno ocena punktowa, jak i przedziałowa tego momentu.

Ocenę punktowę momentu zwykłego rzędu drugiego otrzymuje się w prosty 
sposób, wykorzystujęc na przykład metodę momentów do budowy tego estymato­

ra.
Jeżeli zmienna losowa Z ma rozkład normalny N(m,<3), to interesujący 

nas moment definiuje się w następujęcy sposób:

m2 « E(Z2 ) = m2 + <S2 (20)

Zbudowane oszacowanie punktowe tego momentu aa postać:

i*l
(i=l ,n) (21 )

I 2 zi-
i»l

(2 2 ;

odzie zmienna losowa Z., (i»l ,n) ma taki sam rozkład jak Z.
Wiadomo, Ze oszacowanie m^ Jest zaobserwowanę w danym doświadczeniu 

realizację statystyki i Jest oszacowaniem zgodnym i nieobcięZonym momentu 

•2 w populacji.
W celu oszacowania przedziału ufności dla nieznanej wartości m,, wy­

korzystuje się powięzania statystyki z niecentrelnym rozkładem % r vł ’.
Jeżeli zmienna losowa 2 i , (i=l,n) ma rozkład normalny N'm,#5 to moż­

na wykazać, że [4] statystyka n • "8 nlecentrBlnV2rozkład ^  0
n stopniach swobody i parametrze niecenrralnosci £ * *2T2l*

o
Dokonuj ęc standeryzac j i Z  ̂ statystykę «»2 woźna zapisać w postaci:

gazie zmienna losowa • (i=l,n, na rozkład M ‘Q,ł).
Po podniesieniu do kwadratu i uporządkowaniu wyrazów oraz uwzględnie­

niu, Ze zmienna losowa % 2 o rozkładzie centralnym 1 zmienna losowa

normalna standaryzowana, sę niezależne, można otrzymać następnie rozkład 

statystyki *2//|B2 * Post,c* :
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i2/m2 - i  a . OG2 ♦ ^  b . U + C . (24)

gdzie

*2 ♦ .2 '

■ . 6

_2

(25)

? T

a U jest zmiennę losowy N(0,l).

Majęc statystykę m2/m2 * ®°żna dla każdego pozionu ufności jb, (0<Jb<l)

przy X 2 i U napisać następujęcę równość:

8 • + i 4 b * ^ + c j ‘ p ‘
p ] i 2 <  »2 (n 8 • X  „ fl. ♦ b • Uft + c)}-fb2. (26)

Dowód tej nierówności został naszkicowany w pracy [4].'
2

We wzorze (26) % n * i U« sę kwantylami rzędu j5 zmiennych losowyc 
7 ^  i U. ■ *“ 1

Ze wzorów (2l) i (26) nożna już bezpośrednio otrzymać wzory na granicy

dwustronnego przedziału ufności dla nieznanej wartości o2 , na poziomie 
ufności 6 , w postaci:

*2 ,dd “ 1 . - 2  “ 2
" 22 (27)

n 8 ^n,(l+j5)/2 + ’ U (l*j5)/2 +

dla granicy «2 ,dd-dwuetronnej dolnej oraz

*2 ,dg ” 1 . <y 2 2 . ..
ń 8 n , (l-jb)/2 ’ (l-jł)/2

*5
2   (28)

dla granicy m2 dg-dwustronnej górnej,
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¡HEUEHTPAJIbHOE % £ P A C IIP E JlE JIE H iiE  H ETO  IIPHM EKEH łtE 

P  e 3 10 m e

C T a iH C T H K K  no ayq eH H ue  Kan  onpeAejieHH He $yHKijnH  c Jiy^ a iłH Ł iz  arpaioT

ooHOBHyio p o jiB  npH o óp ad oT K e  3KcnepnM eH Ta jibH iix  AaHHHx. <•
2

B  p aó o T e  o ro so p e H o  pe^KO  yn o T pefijin eM o e  HeneHTpajsbHoe %  p acn p e jte jie iiK e
b K a ^ e o T B e  o n u ca H H H  o ia iH C T H K  no Jiy< ieH H H X  npn H c c jie ,a o B a H H H x  H o p w a Jib H u x  cxy-
<ja£iHHX Be JIH BH H , HMeiOHtHX OTJIHBHOe OT H y JIB  MaTeMaTHBeCKOe OKHiaHKe H J I» 6 y »
noxoscKTejibHyK) f lH c c n e p c m o  ( b  BacTHOoTH -  p a s H y »  e R K H n u , u ) .  us o S g e K 3 -

?
B e c T H o ro  q eH T p a jiB H o ro  %  p a c n p e s e j i e H u s  c  n - oT en eH BM H  c b o C o s u ,  n o K a 3 a n o

p
q eH TpajrbH oe %  p acn p e ,n e jieH ne  k  e r o  c b b 3h  o sp yrK M H  p acn peseseH H flM H . A a a a  

JiH T e p a T yp a  Kaca iom aaca  a T o ro  p a cn p e A e jie H H K .
B  ^ a Jib H eaaeM  b p a d o le  n p H BO flH ica  HeoKOJiŁKO cym ecT BeH H u x , no MneKKi-o a sT o -  

p a ,  n p aK T n n ecK H X  npHMeHeHHii H e iieH T p ajib H oro  % £ p a c n p e ^ e n e H M  rap. onnoaHHH or - 
ho  a  M H oroM epaux c T a ia c T H K .  Kpone otoGąenmi mnpoKO H 3 B e c iH o ii CTaTBCTBKH 
t- C iy i ;e H T a ,  saH ta jeT O fl oneHKH H e n e H ip a n b H o ro  M o w em a  B io p o r o  n o p a sx a  H cp-  

M aabHoft cxyna iiH O it B e jiM H H b i, BH Xofla  H3 H e u - 3 H ip a x b H o ro  p acn p eA exeH H fi.

3 t o  n o c jie ^ H e e  npnM eneHHe p a3 B H B ae T o a  a B io p o w  yxe b TeneHHH necKo JibK H X  j i e i  
r a k . MeT p ojiornnecKH x n p M  oxeH itS.

NONCENTRAL CHI-SQUARE DISTRIBUTION AND ITS APPLICATION 

S u m m a r y

Statistics, i.e. some specific functions of random variables play im­
portant role in the processing of given data, obtained from experiments.

In the paper the noncentral chi-square distribution is discussed, that 
is of statistics not often use, as well as its applications for descrip­

tion. The statistics are obtained in an analysis of Gaussian random va­

riables having non-zero expected values and having any positive number 
(for example var ■ l) as their variances. Starting from the well - known



88 3. Keluski

central chi-square distribution of n degrees of greedom, it is derived 
the noncentral distribution and it is shown its correlation with another 
known distributions. The relevant bibliography concerning the distribu­

tion. is given.
Then s few substantial (according to the author's opinion) applica­

tions of the noncentral distribution for the sample statistic, one - and 
many - dimensional, are ¡presented. Besides the generalization of the wi­
de known t-Student statistics, a way of an estimation of the noncentral 
second - order moment is given fnr the Gausian random variable, using the 
noncentral chi-square distribution. The lsst problem is being developed 
by the author for some years, for metrological applications.


