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0 PEWNYM ODWZOROWANIU PŁASZCZYZN

Streszczenie. W pracy przedstawiono pewną metodę odwzorowywania 
płaszczyzn za pomocą biegunowości w przestrzeni.

Deko bazę odwzorowania przyjmuje się dowolnę paraboloidę obroto- 
wę 0 , której płaszczyzna kierownicza (biegunowa ogniska) spełnia 
rolę rzutni. Obrazem płaszczyzny oc nazywa się rzut cechowany ta
kiego jej punktu A, w którym przecina ona średnicę paraboloidy in- 
cydentną z biegunem płaszczyzny oc względem paraboloidy 0 .

Dowodzi się jednoznaczności rozważanego sposobu odwzorowania, a 
także restytucji.

Na kilku przykładach przedstawia się przydatność metody zwłasz
cza do rozwięzywania zadań z zakresu kątów. W szczególności omawia 
się konstrukcję miary kęta dwuściennego i kąta nachylenia prostej 
do płaszczyzny.

Rozważa się charakter utworów, których obrazy są współliniowe 
będź też, których tzw. półobrazy (oryginały punktów stanowięcych 
obrazy płaszczyzn) są komplanarne, a w szczególnym przypadku - 
współliniowe.

Metoda wydaje się oferować pewne uproszczenia graficzne, zwłasz
cza w przypadku stosowania jej do jednoczesnego odwzorowywania więk
szej ilości płaszczyzn.

Przyjmijmy dowolnę paraboloidę obrotowę 0 o osi S i ognisku P oraz 
płaszczyznę kierownicze T  . tj. płaszczyznę biegunowę punktu P względem 
paraboloidy 0 . Traktujęc X  jako rzutnię rozpatrzmy odwzorowanie, w któ
rym obrazem dowolnej płaszczyzny ot jest rzut cechowany jej punktu prze
bicia A przynależna do bieguna płaszczyzny oc - punktu A ^  średnicę 1 
paraboloidy (rys. l).
Punkt A nazywać będziemy półobrazem płaszczyzny oc. .

Rozpatrzmy własności zdefiniowanego odwzorowania.

1. Oczywista jest jednoznaczność odwzorowania oraz restytucji. Każdej 
dowolnej płaszczyźnie oc odpowiada bowiem dokładnie jeden biegun A 0C 
względem paraboloidy, przez który przechodzi dokładnie jedna średnica za- 
wierajęca dokładnie jeden półobraz A i jego rzut - obraz A'.
Również i odwrotnie. Obrazowi a ' przyporządkowany jest dokładnie jeden 
półobraz A lezący n3 średnicy 1 paraboloidy 0 . Średnica 1 przebija 
paraboloidę w dokładnie jednym punkcie właściwym M. Punkt położony
na prostej 1 symetrycznie względem A (o środku symetrii m ) Jest bie

gunem płaszczyzny o£ .

2. Zauważmy, ze wzajemną dowolnej prostej niewłaściwej względem para
boloidy 0 Jest średnica tej kwadryki (istotnie bowiem prosta niewłaści
wa t°° należy do pisszczyzny niewłaściwej V 00. której biegunem jest śro-
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dek paraboloidy S°° ; z przynależności S°°' £ V°° wynika przynależność
wzajemnej do środka S 5* ). Oeżeli zatem rozważymy pęk płaszczyzn równo
ległych, o osi t®°, stwierdzimy, że bieguny tych płaszczyzn leżę na jed
nej średnicy paraboloidy, a w rezultacie obrazy płaszczyzn ulegaję zjed
noczeniu .*Dowiedliśmy więc prawdziwości twierdzenia: "Obrazy płaszczyzn 
równoległych pokrywaję się w jednym punkcie".

3. W celu rozwięzywania zagadnień miarowych, w szczególności wyznacza
nia wielkości kętów, konieczne jest sprecyzowanie pośredniczącej w odwzo
rowaniu paraboloidy <t> poprzez podanie np. wysokości jej ogniska P.

Przyjmijmy dla uproszczenia 
ż e , wysokość ta równa jest 
jednostce. Zgodnie z włas
ności? paraboloidy jednost
ka wówczas będzie promie
niem okręgu P' stanowięcego 
rzut prostokętny na X  rów
noleżnika paraboloidy o 
środku P (rys. 1 ).

4. Zauważmy, że bieguny 
płaszczyzn przechodzących 
przez ognisko P leżę na 
rzutni X  . Ponieważ ognisko 
P jest środkiem inwolucyj
nego , cyklicznego pęku pro
stych sprzężonych względem 

każdego południka paraboloi
dy, wynika stęd, że prosta 
łęczęca ognisko P z biegu
nem dowolnej płaszczyzny oc 
przynależnej do P jest do
tej płaszczyzny prostopadła.

5. Powyższa uwaga pozwa
la na natychmiastowe wyzna
czenie wielkości kęta nachy
lenia dowolnej płaszczyzny 
określonej swoim obrazem,

np. a<(2) ” do rzutni (rys. 2). Miarę tego kęta jest kęt płaski 'f utwo
rzony przez średnicę 1 i promień PA1 (rys. l), czyli P ' Px a' (rys.2).
Warto zauwalżyć, że konstrukcja kęta wynika również z innego odwzorowa
nia płaszczyzny za pomocę paraboloidy obrotowej, mianowicie za pomocę 
tzw, śladu paraboloidalnego [l] . W metodzie tej dowodzi się, że wielkość 
szukanego kęta nachylenia płaszczyzny do płaszczyzny poziomej przechodzą
cej przez P określa kęt zawarty pomiędzy rzutami parsboloidalnych śla
dów tych płaszczyzn.

Rys. 1

Rys. 2
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P °

6. Rysunek 3 przedstawia konstrukcję «lary kęta dwuściennago utworzone
go przez dowolnie położone płaszczyzny oC 1 p . Obrszy tych płaszczyzn po

krywaj? się ze śladami prostych 
do nich prostopadłych, przecho
dzących przez ognisko P. 3tac 
konstrukcja sprowadza się do 
kładu płaszczyzny dla
której prosta A^B^jest sia
dam r,? rzutni !T .
Oezeli uwzględnić dodatkowe 
relacje ukazane na rys. A, 
otrzymuje się potwierdzenie 
tej własności dowiedzionej w 
pracy pi] . zgodnie z którę 
wielkość miary kęta utworzone
go przez dwie płaszczyzny prze
chodzące przez ognisko parabo- 
loidy wyraża kęt przecięcia się 
okręgow stsnowięcych ortogo
nalne rzuty śladów parabolo- 
idalnych tych płaszczyzn.

7. Rozważmy zbiór stycznych 
do paraboloidy przecinajęcych 
jej oś S w punktach l...
Każda z nich należy do ściśle 
określonej płaszczyzny stycznej, 
stanowiąc jednocześnie jej li
nię spadu. Ponieważ punkt stycz
ności każdej z tych płaszczyzn 
leży powyżej* J odpowiedniego 
punktu 'Hi - zwrot rzutu linii 
spadku skierowany jest ku punk

towi s ' - P1. Dla dowolnie

przyjętej płaszczyzny ar można zawsze wprowadzić pomocniczą płaszczyznę 
równoległę Ib II OC , styczną do paraboloidy. np. w punkcie B. Z wcześniej
szych rozważań wynika, że Q' = A , wobec czego możemy stwierdzić, Ze cv- 
sponujęc obrazom płaszczyzny OC w postaci cechowanego rzutu A' znamy 
automatycznie rzut linii spadu tej płaszczyzny; jest m ą  prost® A’ P ‘ .

8. Na podstawie ustaleń ust. 7 łatwo można obraz dowolnej płaszczyzny 

uzupełnić do planu warstwicowt-go. Wystarczy zauwaZyć, że w trójkącie

*'W praktyce przyjmuje się rzutnię w położeniu poziomym, a determinujące 
wraz z nię paraboloidę - ognisko - ponad tę rzutnię.
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P' Px A' (rys. 2} wobec zaznaczonego kęta nachylenia '•p płaszczyzny ot do
rzutni prosta A'Px może być uważana za kład linii spadu (przyjraujęc, że
bok P'Px jest odcinkiem poziomym). Odnośna konstrukcja polega więc na
znalezieniu modułu Jako odcinka podziału P'Px w stosunku — —̂  (rys. 5).

a ' p '

Z powyższego wynika, że o 
module płaszczyzny, a więc 
i j ej nachyleniu decyduje 
odległość jej obrazu od 
punktu P'. Im większa 
Jest t8 odległość, tym 
większy jest kęt nachyle
nia płaszczyzny do rzutni. 
W szczególności dla obra
zów lezęcych na rzucie 
równoleżnika paraboloidy 
o środku w ognisku kęt na
chylenia wynosi 45 . 
Płaszczyzny, których obra
zy sę koncentryczne wzglę
dem P' maję jednakowe na
chylenia.

9. Z konstrukcji obrazów płaszczyzn wynikaję jeszcze następujęce spo
strzeż ania :

- jeżeli obrazy płaszczyzn sę współliniowe, zbiorem takich płaszczyzn 
jest więzka. Istotnie, bowiem w takim przypadku bieguny odwzorowywanych 
płaszczyzn lezę w jednej płaszczyźnie prostopadłej do rzutni i zawiera- 
Jęcej określonę obrazsmi prostę;

- Jeżeli w szczególności także i półobrazy płaszczyzn sę współliniowe - 
zbiorem odnośnych płaszczyzn jest pęk stopnia drugiego.

Wniosek teki można uzasadnić w opsrciu o wyniki pracy [2] . Wystarczy zau
ważyć, że bieguny płaszczyzn oraz ich półobrazy pozostaję ze sobę w prze
kształceniu inwersyjnya, w którym krzywę podstawowę jest parabola przekro
ju paraboloidy <ł> płaszczyznę biegunów i półobrazów, a środkiem inwersji
- środek paraboloidy S°°. Utworem inwerśyjnym względem prostej zawieraję- 
cej półobrazy jest parabola il o środku S°°, zawierajęca bieguny. Dwoi
ście paraboli il odpowiada zbiór płaszczyzn przechodzęcych przez jeden 
punkt wspólny (wierzchołek), stycznych do krzywej stopnia drugiego, przy 
czym ponieważ środkowi S°° paraboli il odpowiada płaszczyzna niewłaściwa 

zbiór ten zswiera płaszczyznę niewłaściwa, jest nim zatem walec parabo
liczny.

10. Uzupałniajęc pracę [2] rozważaniami nad uogólnieniem zwięzku in
wersji na przestrzeń trójwymiarowa można analogicznie wykazać, że jeżeli 
powierzchnię podstawowę zwięzku będzie parabololda eliptyczna, zaś jego

Rys. 5
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środkiem - środek paraboloidy - utworem inwersyjnym względem płaszczyzny 
ot będzie paraboloida eliptyczna óc . Ne tej podstawie określić można cha
rakter zbioru płaszczyzn wówczas, kiedy ich półobrazy sę koaplanarne. 
Wówczas zbiór biegunów rozpatrywanych płaszczyzn wypełnia paraboloidę 
eliptyczną T , a utwór odpowiadający mu biegunowo jest zbiorem płaszczyzn 
stycznych do powierzchni stopnia drugiego. Ponieważ elementem tej po
wierzchni jest płaszczyzna niewłaściwa, a nie jest to powierzchnia walco
wa (gdyż wszystkie tworzące je płaszczyzny nie przechodzą przez jeden 
punkt wspólny, któremu musiałaby odpowiadać płaszczyzna a nie paraboloi
da r ), wnosimy. Ze rozpatrywany zbiór płaszczyzn tworzy paraboloidę elip
tyczną.

11. Przedstawiony sposób odwzorowania płaszczyzn znajduje swe uzasad
nienie w prostocie graficznej. Oeet on szczególnie celowy w przypadku 
kiedy rozpatrywanych płaszczyzn jest dużo i tradycyjne metody ich odwzo
rowania (rzuty Mongea, rzut cechowany) wiązałyby się z małą przejrzysto
ścią rysunku. Oferuje również stosunkowo proste konstrukcje wielkości ką
tów i może znaleźć zastosowanie w niektórych zagadnieniach geometrii gór
niczej .
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OB OUHOM H30EE&HEHHH IUlOCKCCTBt!

P e 3 x> ) •; e

3  p aó o ie  npeACTaBzeKO HeKOTopoił u e io s  K3oSpaxeHs;H n.tocKocieil npu noaot;;! 
nozHpnoro coctbctctsks.

3 ueiojie npłtHKMaesc* npoHasozŁH.jił napaeoaos« spiaeH;>« 0 , x;iopcro nc- 
•Mpnaa njiocKOCTŁ ¡fonyca asn.ietCR rLaocxocxŁ» npcsKOHsu Oópasou hzockóctm jc 
Ha3usaeTCH npoeKijHa c ^kcjioboi! oTueTKOi! taxo2 tonkk A stoA hjiookocth, a 
kotopoit osa nepecez.aeT ^aaaeTp aapaSozoaaa HHUHAesiHUit c nojpocoii ilscskoo- 
th cc . A0Ka3NsaeTCA «to b  pacoMoTpaBaeuo« ueTojse oAHo3Ha«Ho cooTBetcTByer 
nJiocKociH oe -*To«xa & a oOpaiao - io«xe a' - ilkocxoct* oc ,
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Ha HeKoiopMx npauepax npe^cTaBJieno nojiesHooib ueTo^a ajih pemeKHfl 3aflan 
no HCTHHHKU BeM'iHHaU yTBOB.

PaoouaTpHBaeTOH iuiocxocth, xoxopue H3o6pakeKH xojnraHeapHHMH i o w a n n  a 
lajcxe h laxae, xoTopuxixax Hasasaeuue nojiyc6pa3H (npoo6pa3H loqex H3o6paxa- 
extoc ilSockooth) xojjmseapHae hjih npHHajyiexamHe oflHoit wiocxocxh.

MeTOi npefljiaraei Hexoxopue rpa$xaeoxxe ynponemta ocobeHHO b  cjiyaae oaho- 
BpeueHHoro H3o6paaceHHX 6ojii>moro xojikhsctBa mrocxocxeit.

ABOUT DEPENDABLE PLANES REPRESENTATION 

S u m m a r y

The method of the planes representation by using space polarity is 
shown in the work.

An optional rotary paraboloid t> with its plane as a projection sur
face (focus polar) has been taken as t!ie basis. The marked projection of 
such a point of plane os where it crosses the diameter of the paraboloid 
incidental with the plane4s polar in relation to paraboloid tfc is called 
the image of the plane QC.

Univocal character of the considered way of representation as the re
creation has been being proved.

The usefulness of the method, particularly for solution of the problems 
connected with angles, has been shown in several examples. The construc
tion of the dihedral angle measurement and the angle of inclination of 
the straight line towards the plana has bean discussed in partimlar.

Much consideration was devoted to the character of the creations of 
which images are collinear or so-called half-images (originals of the 
points making plane image) are co-planar and-in specific case they are 

collinear.
The method seams to offer a certain graphic simplifications especially 

during its use for simultaneous representations of the large number of 
planes.


