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O PEWNYM ZŁOŻENIU RZUTÓW ŚRODKGWYCH 
ZACHOWUJĄCYM NIEZMIENNIKI RZUTU RÓWNOLEGŁEGO

Streszczenie. W pracy omówiono szczególny przypadek tzw. rzutu 
śro3kowo-blagunowego , w którym aparat projekcyjny stanowi kwadryka 
2  , dowolna prosta s i rzutnia 21 , a rzutu punktu dokonuje się 
ze środka S sprzężonego z tym punktem względem 2] i leżącego na 
prostej 8.
W rozpatrywanym przypadku szczególnym wprowadza się jako kwadrykę2
parę płaszczyzn: rzutnię 1C i płaszczyznę niewłaściwa 9 oraz pro
stą s l T  . Zgodnie z opisanę zasadę rzut dowolnego punktu A - a' 
jest środkiem odcinka promienia rzutującego SA. «
Dla dowolnej figury T  jako obraz otrzymuiemy zbiór rzutów poszcze
gólnych jej punktów dokonywanych z różnych środków S. leżęcych 
na s.

Rozważajęc własności takiego rzutowania ustala się, że w obrazie 
figury zachowana jest współliniowość punktów i stosunek podziału 
odcinka. Oznacza to, że obraz taki jest podobny Oo rzutu równoległe
go figury T  pnzy stosunku podobieństwa 1:2. Można zauwazyć, ze mo
dyfikując nieco założenia, a w szczególności ustalając, że rzutnia 
nie połowi promieni rzutujęcych, lecz dzieli je w inpym, stałym sto
sunku, można otrzymać obrazy podobne, sporządzone w innej skali.

Sugeruje się możliwość wykorzystania opisanej metody odwzorowa
nia do sporządzania zdjęć fotograficznych zachowujących niezmienniki 
rzutowania równoległego.

Artykuł niniejszy jest próbę wskazania na ewentualną, praktyczną przy
datność jednego ze sposobów odwzorowywania przestrzeni, którego ogólniej
sze założenia wydawały się być uzasadnione wyłącznie teoretycznie i nie 
obiecywały zastosowań w praktyce. Chodzi tu o pracę M. WANTRYCHA refero
waną na Ogólnopolskiej Konferencji Geometrii Rzutowej i Wykreślnej w Czę
stochowie (1978) pod wstępnym tytułem "Rzut środkowo-biegunowy". Rozważa 
się w niej następujący aparat projekcyjny: płaszczyzna odwzorowaniay, 
dowolna kwadryka 2  i prosta s nieprzynależna do 5T oraz 2  (rys. i). 
Dowolnemu punktowi A przyporządkowuje się taki jego obraz na rzutni .ł , 
który Jest rzutem ze środka SA , gdzie SA * s o x , a <x oznacza płaszczyz
nę biegunową punktu A względem kwadryki 2  .

Rozpatrzmy przypadek, w którym sX2T , a rolę kwadryki 2  spełnia pa
ra płaszczyzn JiU <? . Niech przy tym fc* =  2T , a pozostała płaszczyzna 
niech będzie płaszczyznę niewłaściwą. Tak więc 2  = 2TU O (rys. 2).
Dla tak sprecyzowanych założeń płaszczyznę biegunową ot dowolnego punktu 
A względem zdegenerowanej kwadryki 2  możns przyjąć Jako płaszczyznę ocA , 
przechodzącą równolegle do 2T w odległości równej oddaleniu od rzutni 
punktu A i po przeciwnej (w stosunku do a ) Jej stronie. Wówczas bowiem 
kwaoryka 2  • X U  rozdziela harmonicznie punkty A i SA .
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¿ 7= Cłu

Rys. 1 Rys. 2

Oparte na powyższych założeniach odwzorowanie nożna traktować jako 
złożenie różnych, selektywnych rzutów środkowych, Z każdego środka o wy
sokości h (leżącego zgodnie z ideę aparatu projekcyjnego na osi s) 
rzutowane są tylko te punkty, których wysokość względem 5T wynosi - h .

Zauważmy, że obrazem każdego punktu różnego od punktu niewłaściwego 
osi s i rozłącznego z rzutnię OT jest punkt. Oest nim środek odcinka, 
którego jeden koniec stanowi spodek (ślad) osi s, a drugi - rzut pro
stokątny danego punktu na rzutnię 3T , Punkt leżący na rzutni ST , różny 
od spodka osi s, ma swój obraz w postaci rzutu rozciągłego, którym 
Jest przynależny do rzutni promień rzutujący, wreszcie, spodek osi, jak 
również niewłaściwy punkt osi s nie mają określonych jednoznacznie 
obrazów (bądź też obrazami ich jest cała rzutnia), gdyż jednoczę się one 
z przyporządkowanymi sobie środkami rzutów. Wyłączając te dwe szczególne 
punkty można stwierdzić, że rozważane odwzorowanie ma charakter jedno
znaczny- każdemu dowolnemu punktowi odpowiada dokładnie jeden jego obraz 
(będący w szczególnym przypadku prostą).

Łatwo udowodnić następujące twierdzenie:

Twierdzenie i . Rozpatrywane odwzorowanie zachowuje współliniowość punk
tów nieleżących na rzutni.

Dowód. Dla prostych przećinających oś środków w punkcie właściwym praw

dziwość twierdzenie jest natychmiast widoczna. Promienie rzutujące po
szczególne punkty prostej lezę w jednej płaszczyźnie, której krawędź z 

rzutnią jest obrazem tej prostej.
W przypadku prostej skośnej względem osi s (rys. 3) zbiór promieni rzu
tujących jej punkty tworzy kwadrykę skośną (szereg punktów na prostej i 
szerg przyporządkowanych im środków rzutów są szeregami rzutowymi). Po
nieważ jedna z tworzących tej kwadryki leZy na rzutni (jako obraz ślaóu 
prostej), wnosimy, że przekrój ero zbioru prostych rzutujących rzutnię 
Jest stożkową zdegenerowana do pary prostych. Dedna z nich jest obrazem 
śladu prostej - druga - obrazem wszystkich pozostałych punktów tej pro- 
etej.
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Zauważmy przy tym, że w przypadku równoległości prostej do rzutni rzutu
jąca ją kwadryka degeneruje się do dwóch płaszczyzn: płaszczyzny przecho

dzącej przez oś s równolegle do pro
stej (jest to płaszczyzna rzutujęca 
punkt niewłaściwy) oraz płaszczyzny 
przechodzącej przez danę prostą i przy
porządkowany Jej środek rzutów. Obydwie 
te płaszczyzny przecinają rzutnię w 
parze prostych równoległych składają
cych się na obraz rozpatrywanej pro
stej. Wreszcie w przypadku prostopad
łości prostej do rzutni można stwier
dzić, że obrazy wszystkich Jej punk
tów właściwych (z wyjątkiem śladu) 
jednoczę się w jednym punkcie - w środ
ku odcinka, którego jednym końcem jest 
ślad osi - drugim - ślad prostej. Po
nieważ obrazem śladu jest promień łą

czący ten punkt ze spodkiem osi, w przypadku tym obrazem prostej bez Jej 

punktu niewłaściwego Jest jedna prosta.
Udowodnimy jeszcze kolejną własność odwzorowania wyrażoną twierdze

niem:

Rys.

Twierdzenie 2 . Obrazem punktu niewłaściwego rozłącznego z osią i rzut

nią TC Jest punkt niewłaściwy.

Dowod: Weźmy pod uwagę dowolny punkt niewłaściwy (rys. A) nie leżący 
na rzutni X  ani na osi s. W związku z relacją N°°e 7°° zachodzi jed

nocześnie ocN « 0 
żony z N 0*
2  = OT U v*°

Sprzę-
względem kwadryki 
’ środek jest

Rys. A

również elementem płaszczyzny 
-?00. Mamy więc promień rzutu
jący punktu N°° w postaci 
prostej niewłaściwej. Wynika 
stad, że obraz punktu ja
ko część wspólna promienia

oraz rzutni jest p u n k 

tem niewłaściwym, co należało 

udowodnić.
Twierdzenia 1 i 2 oznaczają 

zachowanie równoległości pro
stych. Wnosimy więc, że roz
patrywane odwzorowanie posiada 
własności rzutu równoległego.
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Zwróćmy jeszcze uwagę na to, żs obraz jaki powstaje z opisanego odwzo
rowania dowolnej figury rozłącznej z rzutnię i punktem niewłaściwy» osi 
jest środkowo podobny do prostokątnego rzutu tej figury na rzutnię V  . 
Środkiem podobieństwa jest spodek osi 9, a skalę - stosunek podziału 
promienia rzutujęceyo przez rzutnię, tj. 1/2.

W oparciu o powyższe uwagi można postawić tezę: rozpatrywane odwzoro
wanie sugeruje możliwość dokonywania takich zdjęć fotograficznych, które 
byłyby zgodne | nie z rzutem środkowym lecz równoległym. Abstrahując bo
wiem od problemów natury technicznej można by skonstruować następujący 
model. Niech aparat fotograficzny będzie sprzężony ze źródłem światła 
szczelinowego rozchodzęcego się w płaszczyźnie równoległej do kliszy 
(będż ekranu). Niech przy tym położenie środka optycznego aparatu oraz 
szczeliny rzucającej płaszczyznę świetlną będzie ruchome względem kliszy 
(ekranu), przy czym każdorazowo, w każdym położeniu niech będzie spełnio
ny warunek jednakowego oddalenia tych elementów od płaszczyzny kliszy 
(ekranu). Włączając na moment, w określonym położeniu, źródło światła do
konujemy odpowiedniego zdjęcia. Oeżeli płaszczyznę świetlną przecinać bę
dziemy fotografowany obiekt w równych odstępach, otrzymamy w postaci 
zdjęć warstwice tego obiektu składające się na jego obraz. Warstwice te 
będą odpowiadały rzutowi równoległemu (prostokąt nemu) charakterystycznych 

dla obiektu linii warstwowych.
Wypada na koniec wspomnieć, że rezygnując w zasadzie odwzorowania z 

równości oddaleń punktu i przyporządkowanego mu środka od rzutni, s za
chowując jedynie pomiędzy tymi wielkościami stały stosunek, np. 3:1, nie 
naruszamy opisanych własności odwzorowania i w rezultacie otrzymujemy 
obraz podobny do rzutu prostokątnego oryginału. W podobieństwie tym zmia
nie ulegnie jedynie skala podobieństwa (w danym przypadku do 1:4), co z 
różnych względów może się zresztą okazać pożądane.
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OB OjmOM CJIOHEHHH IJEHTPAJIbHHX nPOEKIWH 

COXÍAHfliCm ia HHBAPHHHTU nAPAJIffiJIbHOM nPOEKDJffl

P e 3  10 m e

3 paSoxe paccMOTpeHo qaciHHii cjiyqaft t . h .  qeHxpajibHo-noJixpHoa npoeKinta, 
b KOiopoM npoeKipioHHoa an n ap a i axo npon3BojibHaa nosepxH ocib 2-cTeneHH 2 ,  
npniaaa s  a tüiooKooTB npoeKimH Of , a  npoeicmno xoqica noxyqaexcn as  iieHxpa s 
conpaxeaH oro c oxoS Toqicoft a Jiexamero Ha npaiioS s .

B paccMOTpaBaeMOM qacTHOM cjiyqae a a a  noBepxHocxb 2-cxeneHH 2  bbohhtch  
hjiockootb npoeKHHa Or a  HecoSoiBeHHya njrocKOCTB v>°° x . , :  2  = Of U >?°® .
IIpaMyio s  npaHHMaeTCH nepneHflHKyaapHO k mtocKOcm npoeKiiaa. C oraacao ona- 
caHHOMy wexoxy npoeKijHK npoH3BOJibHoii i o h k h  A -  aB aaeTca cepeflHHOft oxpe3- 
x a  npoeKiapyioinero a y q a  SA.

06pa3 npoH3BoaBHo8 jta ry p u  P  nojiyqaeu ¡can coBOKynHocib apoeapaa xoqea 
s i o a  (JiarypH npoa3BeaeHHbtx a s  pa3HHX qeHipoB Si  aexam ax Ha npaMog s .

P aoouo ipaB aa CBoSoiBa xaxax  npoeKiwa yoxaHaBaaBaexcp qxo b npoeKpaa $ n - 
ry p u  coxpaaaeiC H  K oaaaH eapaooib a npocxoe oiHomeHae xpex xoqex npaaoii. 2xo 
3Haqax qxo odpas (Jiarypn b paccuoipuBaeiíOM uexofle noxoCea e ro  napajuiejibnolt 
npoeKHHH, npa qeM Kos^xpaaaeHX roM oxexaa paBea 1 :2 .  H o x h o  oxuexaxb, qxo n p a- 
HKMaa a p y ra e  npeanoJioxeHHK, ocofieHHO npHHHMaa He pasHue h o  xozbico coxpaHH»- 
n ae  nponopaaio paooxoHHaa. xoqeft a  npanaoaHHbix hm peHipoB npoeKpaa o t  z m o c -  

K o cia  npoeKHHH -  nonyqaeiCH xpyro it Kos$!pHiineHT roM oxexaa,
BHymaeica B03MoxHocxb Hcnoxb30BaHHH onaoaHHoro Mexo.ua ¿yin BanojiHeHUH $ o - 

Torpa$HqeoKHX ohhmok coxpaHHMnax HBBapnnHXH napaaaeabH oa npoeKnaa.

ABOUT DEPENDABLE COMPOSITION OF THE CENTRAL PROJECTIONS KEEPING 
THE INVARIANTS OF THE PARALLEL PROJECTION

S u m m a r y

The work diskussed a particular case of so called central-polar projec
tion in which the quadric 2  , any straight line s and projection plane 
X  constitute the projector, and the point projection is made from the cen
tre S being conjugated with this point in relation to 2  and laying on 
the straight line s. In this particular case a couple of planes was intro
duced as the quadric 2  : projection plane ST and improper plane v*00 as 

well as straight line sltiT.
According to the rule described the “A" point projection - ”a ‘ " is the 

centre of the segment of projecting ray SA.
An image of any figure T  is the set of its particular points projections 
made from different centres SA laying on line a.

Considering properties of such projection it has stated that collinea- 
rity of the points and the ratio of segment division is preserved. It
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means that such an image is similar to the parallel projection of figu
re f  with similarity ratio 1:2. You may notice that modyfing 
the assumptions a little and stating that the projection plane 
dyfing the assumptions a little and stating that the projection plane 
does not divide projection rays into two but differently you may get 
similar images in another scsle.

It has been suggested that there is a possibility of using the above 
method in taking the photographs while keeping invariants of parallel 
projection.


