
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ¿LĄSKIED 

Seria: MATEMATYKA FIZYKA z. 51

________ 19 B6

Nr kol. 874

Stanisław SULWltóSKI 

Instytut Geometrii Wykreślnej

KONSTRUOWANIE PUNKTÓW WSPÓLNYCH 
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Streszczenie. W artykule przedstawiono zagadnienie konstrukcji 
punktów wspólnych dwu stożkowych posiadających wspólną oś. Problem 
ten sprowadzono do konstrukcji punktów przecięcia stożkowej i pro
stej .

1. Wstęp

Tytuł artykułu wskazuje, że przedmiotem rozważań będzie dosyć wąska 
klasa konstrukcji wywodzących się z ogólnego zagadnienia wyznaczania 
punktów wspólnych dwu współpłaszczyznowych stożkowych. Problem ten ma 
długą historię i to zarówno w obszarze dociekań analitycznych (np. [9] ), 

Jak i syntetycznych (np. [l] ).
W oparciu o interpretację analityczną można stwierdzić, że współrzędne 

poszukiwanych punktów przecięcia są wyrażone wielomianem stopnia czwarte
go, który tylko w pewnych, szczególnych przypadkach sprowadza się do 
iloczynu dwu wielomianów stopnia drugiego.

Wniosek 1. Tylko w szczególnych przypadkach zagadnienie wyznaczania 
punktów wspólnych dwu współpłaszczyznowych stożkowych jest rozwiązalne 

za pomocą cyrkla i liniału.
Bardziej szczegółowo ujął to Enriques w [l] , stwierdzając:

Twierdzenia i. Oeżeli badana stożkowe i s2 posiadają dwa punk
ty (dwie proste) wspólna oraz gdy w płaszczyźnie stożkowych Sj i »2 
dana jest pawna stożkowa podstawowa, to zagadnienie wyznaczania punktów 
wspólnych stożkowych sx i s2 jest zagadnieniem stopnia drugiego.

Sięgając do dostępnych źródeł z okresu ubiegłego dwudziestolecia moż

na zauważyć, że co najmniej kilka prac (np. [4] , [5] , [6] • [7] > [z] ' ma 
bezpośredni związek z omawianym tematem lub analizują one pewne aspekty 
przyjętego kierunku działania. W szczególności w pracy [2] przedstawiono 
wyniki tytułowego problemu w oparciu o szczególne przypadki przenikania 
powierzchni stopnia drugiego, z tym że w rozwiązaniu zagadnienia uczest
niczą: stożek obrotowy i afere, a w szczególnym przypadku - stożek obro

towy i walec.
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Przedstawiony ni|żej. sposób prowadzi do realizacji zadania nieco innę 
drogę. Jak się wydaje bardziej konsekwentne i krótszę. Podstawę konstruk
cji opiera się na rozpadzie linii przenikania dwu kwadryk na dwie krzywe 
płaskie, w przypadku gdy istnieję dwa punkty podwójne linii przenikania 
oraz na własności rzutu prostokętnego tej krzywej na płaszczyznę symetrii 
dwu przenikajęcych się kwadryk. Uzasadnienie prawdziwości konstrukcji wy
konuje się językiem geometrii syntetycznej,

2. Niektóre własności rzutu linii przenikania stożka obrotowego z walcem

Niech w układzie rzutów Monge'a Olj.STg' x) dana będzie prosta 1 II x 
oraz czołowa płaszczyzna : l c  f  . .
Rozważmy teraz następujęce powierzchnie: stożek obrotowy 6 o osi 1 i 
wierzchołku W oraz rodzinę walców eliptycznych ] : A  ( 1 ^ 1 5 0 A

A (1,^ n 1) = 0Ł , przy czym literę k^ oznaczymy rzut pionowy linii 

przenikania, tj . kA ® (ó n o>i )" , zaś Łli oznacza oś walca 
Oak wiadomo (np. [8] , tw. XVII), ze względu na symetrię założeń względem 
czołowej płaszczyzny 'f krzywa k Jest stożkowę, której rodzaj można 
określić analizujęc punkty przecięcia krzywej k jej osiami. W oparciu 
o powyższe dowodzi się następujęcego lematu:

Lemat 1. Rodzina stożkowych kA jest rodzinę hiperbol podobnych.

Dowód: W pierwszej fazie dowodu przyjmijmy, że walce w ^ sę obrotowe. 
Dokonujęc przekroju powierzchni 6 i w  i niewłaściwę płaszczyznę ac0® 
otrzymujemy: 6 n ot00 » s°® - rzeczywistę stożkowę niewłaściwę oraz oĵ Tiac0̂  
= s?°« | t ^ , t“^| - dwuelementowy zbiór tworzęcy stożkowę zniekształconę
złożony z urojonych i niewłaściwych tworzęcych przechodzęcych przez rze- 
czywisty i niewłaściwy punkt c  8 iakże przez punkty izotropowe
dowolnego równoleżnika walca ur. Iloczyn s°°n a^° wyznacza czwórkę 
punktów niewłaściwych, natomiast rzut pionowy zbioru s°° n s®° określa 
dwa ustalone dla całej rodziny punkty niewłaściwe A0*" , B°°, r kie
runki asymptot hiperbol k^. W szczególnym przypadku (istnienie dwu punk
tów podwójnych w linii przenikania 6 n w  i ) hiperbola kA zniekształca 
się do dwu prostych rzeczywistych d " .  Sfe) i (2". S»2 ) przedstawionych 
na rys. 1.

Przypadek, gdy a)± jest prostym walcem eliptycznym, otrzymujemy z po
wyższego drogę odpowiedniego przekształcenia powinowatego, w którym wal

cowi obrotowemu odpowiada walec eliptyczny (płaszczyzna powinowactwa 
przechodzi przez oś 1 ^  i Jest prostopadła do osi 1).
Niech teraz cô  oznacza walec paraboliczny usytuowany analogicznie do 

walców rozważanych poprzednio. Analiza punktów przecięcia stożkowej kA 
z prostę niewłaściwę rzutni 9F2 pozwala stwierdzić, że mamy teraz do czy
nienia także z hiperbolami. Przekroje ef n ot°°oraz B j H  ot“® wskazuję od
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powiednio na obecność niewłaściwej stożkowej s°° oraz pary rzeczywistych, 
zjednoczonych, niewłaściwych tworzących t ^  = t*Ł = s^. Przekrój s®“ n 
wyznacza dwa kierunki usytuowane równolegle do płaszczyzny 1 tyra samym 
(s°°n s~) jest dwuelementowym zbiorem punktów niewłaściwych A*0" i 
B°® ", wspólnych dla wszystkich powierzchni ou

Występowanie stożkowej zniekształconej na miejsce analogicznie jak w 

lemacie 1, a zatem prawdziwy jest lemat 2:

Lemat 2 . Stożkowe kA otrzymane w przypadku, gdy ct̂  oznacza walec 
paraboliczny, są hiperbolami podobnymi.
Oeśli z kolei powierzchnia będzie walcem hiperbolicznym, którego
rzeczywista płaszczyzna główna jest zjednoczona z płaszczyzną , to ana
liza ilości i rodzaju elementów niewłaściwych stożkowej kA prowadzi do 

wniosku. Ze raamy teraz do czynienia z:

1° elipsą, jeśli oc> jb i ot - oznacza kąt rozwarcia 'asymptot,

zaś f) - kąt rozwarcia stożka 
2° parabolą, jeśli ot * £  i S / w ' , gdzie S - oznacza środek kierują

cej hiperboli (dla S = w' otrzymujemy dwie proste równoległe do two

rzących konturowych)

3° hiperbolą. Jeśli ot< jb .

Przeciwne relacje występuj# w 1° 1 3  wtedy, gdy z płaszczyznę 'f Jed
noczy się urojona płaszczyżh# główna kwadryki. Z tych spostrzeżeń wynika 

wniosek przedstawiony 1emutam 5.
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Lemat 3, Dla zadanego walca hlperbolicznego u)̂  można zawsze tak do
brać kąt rozwarcia stożka obrotowego 6 , aby hiperbolicznej kierownicy 
C  ‘JT1 przyporządkować elipsę k C  T 2 -
Z kolei zajmiemy się stożkiem <S przedstawiając w lemacie 4 pewną Jego 
własność.

Lemat 4 . Jeżeli dany Jest rzut prostokątny s' stożkowej s. czołowa 
płaszczyzna (płaszczyzna symetrii stożkowej s) przechodząca przez oś 
(rzeczywistą - w przypadku hiperboli) krzywej s' oraz prosta lc<f (III x),
to istnieje stożek obrotowy d o osi 1 i kierownicy s.

Dowód. Rzutnia 5T2 Jest równoległa do płaszczyzny symetrii prostokąt
nej krzywej s'. Krzywą s' potraktujmy Jako kierownicę powierzchni wal
cowej co o osi prostopadłej do a następnie zsuważmy, że każdy stożek
obrotowy o osi 1, skonstruowany w taki sposób, że rzuty poziome jego two
rzących konturowych są styczne do krzywej s 1 , przenika się z walcem a> w 
dwu krzywych płaskich (istnienie dwu punktów podwójnych w linii przenika
nia rozważanych kwadryk czytelnie wskazuje rzut poziomy). Istnieją zatem 
dwie krzywe i s^ takie, że s^ = s' i Sg * s', będące kierownicami 
tego samego stożka obrotowego. Wybierając Jedną z I krzywych sA (i«ł,2)
Jako krzywą s otrzymujemy tezę.

Wniosek 2. W przypadku, gdy krzywa s' jest hiperbolą, będziemy przyj

mować, że kąt rozwarcia stożka obrotowego Jest równy kątowi wyznaczonemu 
przez ssyaptoty krzywej i że rzut w' wisrzchołka W zjednoczył się ze 

drodkiem hiperboli a.
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3. Typy zadań konstrukcyjnych 1 sposoby rozwiązania

Poszukiwanie efektywnego rozwiązania zadania tytułowego prowadzi do 
wyróżnienia sześciu istotnych przypadków przecinania się krzywych przed
stawionych poniższą tabelą.

elipsa parabola hiperbola

elipsa 4
" 1 ......... . —

1 2

parabola 1 5 3

hiperbola 2 3 6

Liczby 1 ,... ,6 podaję numery kolejnych zadań omawianych niżej.

Zadanie 1. Dane sę współosiowe krzywe: elipsa i parabola.

Rozwiązanie. Przyjmując, Ze elipsa jest kierownicę walca prostego, zaś 
parabola stanowi kierownicę odpowiednio skonstruowanego stożka obrotowego 
w oparciu o lematy i i 4 sprowadzamy zagadnienie do konstrukcji prze
cięcia hiperboli prostą.

Rozwiązanie . Deśli przyjmiemy. Ze elipsa jest kierownicę odpowiednio 
skonstruowanego stożka obrotowego, zaś parabola stanowi kierownicę walca 
prostego, to w oparciu o lematy 4 i 2 sprowadzimy zagadnienie do kon- 
strukcj i przecięcia prostej z hiperbolę.

Zadanie 2 . Dane sę krzywe: elipsa i hiperbola.

Rozwiązanie. Przyjmując, Ze elipsa jest kierownicą walca prostego, zaś 
hiperbola stanowi kierownicę odpowiednio skonstruowanego stożka obrotowe
go, to w oparciu o lematy 1 1 4  sprowadzamy zadanie do konstrukcji prze 

cięcia hiperboli prostą.

Rozwiązanie . Oeśli przyjmiemy. Ze elipsa Jest kierownicą odpowiednio 
skonstrowanego stożka obrotowego, zaś hiperbola stanowi kierownicę walca 
prostego, to w oparciu o lematy 4 1 3  można sprowadzić zagadnienie do 

konstrukcji przecięcia prostej z elipsą.

Zadanie 3. Dane są: parabola i hiperbola.

Rozwiązanie. Przyjmując. Ze parabola jest kierownicą wąlęa prostego, 
zaś hiperbola jest kierownicą odpowiednio skonstruowanego stożka obroto
wego. w oparciu lematy 2 i 4 sprowadzamy zagadnienie do konstrukcji 

przecięcia hiperboli prostą.

Rozwiązanie . Deśli przyjmiemy. Ze parabola Jest kierownicą odpowied

nio skonstruowanego stożka obrotowego, zaś hiperbole stanowi kierownicę 
walca prostego, to w operciu o lematy 4 1 3  sprowadzamy problem do 

konstrukcji przecięcie prostej z elipsą.
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W analogiczny aposób, dla kolejnych przypadków zagadnienie wyjściowe 
daje eię sprowadzić odpowiednio do:

Zadanie 4

(elipsan elipsa)=£> (hiperbolan proste) v  (prostan hiperbola)

Zadanie 5

(parabola parabola (hiperbola^ prosta ) (prostan hiperbola)

Zadanie 6

(hiperbola n hiperbola) =i> (elipsa n prosta ) s/ (prosta n elipsa ).
KonsekwencJa zadań 1-6 Jest kolejne twierdzenie:

Twierdzenie 2. Zgadnienie konstrukcji punktów wspólnych dwu stożkowych 
współosiowych można prawie zawsze sprowadzić do konstrukcji przecięcia hi
perboli prostęj Jedynie w przypadku, gdy obydwie stożkowe sę hiperbolami, 
zagadnienie sprowadza się do konstrukcji przecięcia elipsy prostę.
Niżej przedstawiony rysunek 3 jest graficznę ilustrację konstrukcji punk
tów przecięcia paraboli z elipsę.

Rys. 3

Dokładniejsza analiza zadań podstawowych prowadzi do sformułowania 
twierdzenia 3.
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Twierdzenie 3 . Osieli dwie stożkowe współosiowe (i leżące w jednej 
płaszczyźnie) i s2 są tak usytuowane, że posiadają dwie styczne
rzeczywiste przecinające się w punkcie W leżący« w ich wspólnej osi, 
to zagadnienie konstrukcji punktów wspólnych stożkowych s, i s2 możną 
sprowadzić do zagadnienia przecięcia się dwu prostych.

Dowód. Artykuł [2] podaje konstrukcję stycznych do stożkowych s, 1 s2 . 
Przyjmijmy, że podobnie jak w tw. 2 proste te są rzutem poziomym tworzą
cych konturowych stożka obrotowego o osi III x leżącej w czołowej płasz
czyźnie (przechodzącej przez oś). Niech teraz stożkowe sx i s2 stanowią 
kierownice walców prostych i a>2. Linia przenikania c^n (w2 n <f )
posiada dwa punkty podwójne, a zatem rzuty pionowe krzywych tworzą dwie 
pary Jednoimlennych odcinków (e^n ^ )" i (e>2 n <f)” . Punkty przecięcia od
powiednich i różnoimiennych par odcinków wskazuję rzuty pionowe prze
kształconych punktów przecięcia się stożkowych s1 1 Sg.

Przypadek konstrukcji punktów wspólnych dla danych dwu elips, w opar
ciu o tw. 3, przedstawia rys. 4.
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THE CONSTRUCTION OF COMMON POINTS 
TWO CONICS HAVING COMMON AXIS

S u m m a r y

In this paper we describe the problem the construction of intersection 
points of the two one-plane quadric curve, for which the common rectangu

lar symetry axis is known. The above problem nas been reduced to the of 

the conic curve end straight line.


