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PEWNE WLASNOSCI STRUKTURY PODGRUP DANEJ GRUPY

Streszczenie. Artykut omawia znane wkasnosci pronormalnych i pa-
ranonnalnych podgrup oraz pojecie wachlarza, Zdefiniowano nowg wkas-
nos¢ wielonormalnosci. Rozwazono zwigzek tej wkasnosci z whasnosciag
podano powyzej. Wykazano, ze wszystkie podgrupy w grupie sa wielo-
normalne jezeli i tylko jezeli relacja normalnosci w grupie jest
przechodnia.

¥stEf

Niech G bedzie dowolng grupa a D pewna jej podgrupa, Przez cf (0,0) o-
znacza¢ bedziemy strukture wszystkich podgrup grupy G zawierajacych pod-
grupe D, Z.l. Borowicz w pracy wprowadzit pojecie wachlarza 1 podgru-
py wachlarzowej. Przy ich uzyciu mozna uzyska¢ dostatecznie gteboki opis
struktury £ (D,G). W pracy podajemy nowa metode analizy tej struktury o-
parta na jej rozktadzie na roztaczng sume podzbioroéw, ktére zostaty na-
zwane bukietami [9]-

Praca sktada sie z trzech paragraféw, V 8§ 1 podane sa oznaczenia i
najwazniejsze pojecia potrzebne w dalszych paragrafach. W szczegdblnosci
okreslone sa tam pojecia wachlarza, podgrupy wachlarzowej, abnormalnej,
pronormalnej i stabonorraalnej. Podajemy przyktad podgrupy wachlarzowej i
podgrupy, ktéra nie Jest wachlarzowg.

Pojecie podgrupy D-zupednej i zwigzane z nig pojecie bukietu podgrup
okreslone jest w § 2, Okazuje sie, ze £ (D,G) jest suesg roztaczng bukie-
téw opartych na wszystkich D-zupe#nych podgrupach (tw. i). ¥ paragrafie
tym podane sg roéwniez definicje podgrupy polinormalnej i paranormalnej,
przykdtad podgrupy wachlarzowej ale nie polinormalnej ©raz podgrupy para-
normalnej, ktéra nie jest pronormalna, wreszcie warunek konieczny i wy-
starczajacy na to, aby podgrupa D grupy G by#a polinormalng w G (tw. 2).

Na diagramie w § 3 przedstawione sg zwigazki miedzy podgrupa»! nalezg-
cymi do struktury £ (D,<D,x>) oraz podane sg warunki charakteryzujace
podgrupe normalng, abnormalng, paranormalng, polinorsalng i stabonomalnag.
Okreslone sg tam roéwniez T-grupy. Okazuje sie, ze wszystkie podgrupy gru-

py G sa polinormalne wtedy i tylko wtedy, gdy G jest T-grupag (tw. 3).
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Wszystkie wyniki sa rezultatem pracy naukowej prowadzonej przez auto-

réw. Bydty one referowano na seminarium prof. Z.T. Rorewicza w lu.iwersyte-

cie Leningradzkiiii.

Wiekszo$¢ wynikéw zostata Juz opublikowana w [ ¥

§ 1. Podstawowe oznaczenia i definicje

Bedziemy uzywali nastepujacych oznaczeh:

u~nr G - oznacza, ze U jest podgrupa grupy G. Podobnie

D G -oznacza, zo i) jest dzielnikiem normalnym O,

A =\ Ax,

<CA,B,...> - podgrupa generowana przez podzbiory («lei<ionty) ,

A,i>, _«. w grupie O,
<£(1),0») -struktura podgrup grupy G zawierajacych podgrup« R,
NG(d) -normal izator podgrupy D w grupie G,

UA = <iDa : aeA> .

Podany pewne det "liicje, twierdzenia i fakty. s >
Niocli G heBz io grupa, B Jej podgrupag. odzineg m = | GN. T"Oeloe€d (I -
pewien zbidér indeks6w) nazywamy wach Jarzci i podgrupy jeze! i dla kazdego

c$€l, BAG~A"G, Nge = N&,(G") i dla kazdej podgrupy 1, BMil~G istnieje do-
ktadnie jeden indeks o;€ 1 taki, ze 0" IKN~ . Podgrupy G~ nazywamy bazo-
wymi podgrupami wachlarza TTL.
Grupy ilorazowe N~/G”N nazywamy sekcjami wachlarza TH, . dozeli dla 1 ist-
nieje wachlarz, to 11 nazywamy podgrupg wachlarzowg.

Trywialnymi przykdtadami podgrup wachlarzowych sga podgrupy normalne.
Ich wachlarz zawiera jedng podgrupe bazowg D.

Podgrupa U nazywa sie ([2]) abnormalna w G, gdy dia kazdego x eG,
x € <D, Dx> .
Dla nich (patrz [2]) wszystkie elementy struktury I (i),G) samonormali zujga
sie, tzn. , ze jezeli D"H~G, to Nn) = H* Zatem kazda podgrupa grupy
G zawierajaca D jest podgrupa bazowg wachlarza.
Pojecie podgrupy wachlarzowej zostato wprowadzone przez Z.J. Rorewicza w
[11.

Ponizszy przyktad dowodzi istnienia niewachlarzowych podgrup.
Jest on modyfikacja przyktadu podanego w [1].- Podajemy go tutaj réwniez
dlatego, poniewaz przyktad ten podany jest niedoktadny.

¥ grupie rozpatrzymy peimutacje a = (12), b = (132, c¢ = (56),
d = (3%0» br= bc, d"= dc.
Zdefiniujemy

G =<a,b.c> ,D=<a>, N =<a,d,o> |,
H = < a,b>, H*= <a,b> , K= <a,d>
K'=<a,d>, L =<a,c> .

Wyzej wypisane podgrupy sa to wszystkie podgrupy z
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nie posiada «wachlarza. Ph. Hal 1 wprowadzit pojecie podgrupy pronornialnej.
Podgrupe i) nazywamy prononnalng w G, jezeli dla dowolnego xeG podgrupy D
i Dx s sprzezono w <D,DX> . Przyktadami podgrup pronormalnyoh sa pod-
grupy normalne, abnormalno. Podgrupy Syl owa grup skonczonych sa takze pro-
nortnalne. Podgrupy pronormalne sa wachlarzowe ( » tw. 5).

Méwimy, zo D jest stabonormal.na w G, jezeli -norma3izator nie za-
wiera podgrup sprzezonych z 1) ré6znych od D (Muller £6j).-
Podgrupy pronormalne sg stabonormalne.

Jezeli DM1ING, to 1IN jest najmniejszym dzielnikiem normalnym w J zawie-

rajacym i).

§ 2. Podgrupy polinormalne. Rozktad na bukiety

Del inioja: Podgrupe F, Ds~F~G, nazywamy l)~zupedng jezeli D‘r = F.

Sama podgrupa D jest oczywiscie D-zupedna. Jezeli jF~J rodzina D-zu-
pednych podgrup, to generowana przez nig podgrupa F =<F._.,> tez jest D-
zupedna. Rzeczywiscie Fu = DFg,*’\l)F zatem F’\I)F, a /;\Joniewai zawsze
D<E, to D = F. "
Dla kazdej podgrupy I, D~ 1™ G, istnieje jednoznacznie okreslona najwie-
ksza D-zupedna podgrupa H*, zawierajaca sie w Il. Okreslimy ja nastepuja-
co. Dla Il budujemy malejacy +ancuch podgrup 3, numerowanych liczbami po-
rzadkowymi . i

H = H, IL =D *, nm =1 ]1IL (J - graniczna liczba porzadkowa). O-

czywiscie #+ancuch Jlli.][ stabilizuje sie na pewnej liczbie porzadkowej.
Niech 1 oznacza najmniejsza liczbe porzadkowg, dla ktdérej +1 B = 1t

Okreslamy 11 = 11, Oczywiscie

1i, ar =
H« H =i> IIF«E I,
N~ H => 1 = .

Podgrupa F, D4Fi C jest D-zupelng wtedy i tylko wtedy, gdy F = F*.
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Na elementach struktury dC (D,g ) wprowadzamy relacje roéwnowaznosci ~ , kka-
dac 1'1”"H1 wtedy i tylko wtedy, gdy II* = Il . Oczywiscie w kazdej klasie
abstrakcji jest doktadnie jodna D-zupo#na podgrupa, ktéra jednoznacznie
okresla cata klase. U ten spos6b mamy wzajemnie Jednoznaczng odpowied-

nios¢ miedzy klasami podgrup réwnowaznych a D-zupednymi podgrupami.

Del inicja: Niech F, DAF~"G bedzie D-zupotnag podgrupa. Zbidér wszyst-
kich podgrup I, dla ktérych II* = F nazywamy bukieteta podgrup opartym

na F i oznaczamy ™ (F).
W ten sposéb udowodnilismy:

Twierdzenie 1: Struktura (£(GtG) jest sumg roztaczng bukietéw:

£(d,0) = U jKP),
fr=f"

gdzie F przebiega wszystkie D-zupodne podgrupy.

Dzieki twierdzeniu 1 badanie struktury c£(D,g) mozna rozbi¢ na dwie cze-
Sci. Opisanie wszystkich D-zupe#nych podgrup i opis bukietéw fi(F) dla
wszystkich D-zupednych podgrup F.

Jezeli D jest podgrupag wachlarzowg z wachlarzem 4G, N I T, to kazdy
przedziat bu catkowicie zawiera sie w pewnym bukiecie. Zatem po-
dziat of(U,G) =U cCfG™, N ) jest subtelniejszy od podziatu na bukiety.

Moze sie zdarg)/(é, ze bukiet fi(F) jest przedziatem domknietym w struk-
turze ci?(D,G). Wtedy w kazdym bukiecie fi(f) jest najwieksza podgrupa N
(taka, ze Ti(F) =c£(F»N)). Taka podgrupa N, gdy istnieje nazywana jest
subnormalizatorem dla F w G. Szczegdélnie interesujacy jest przypadek,

kiedy dla kazdej D-zupe#nej podgrupy F zachodzi réwnoscé

(b(F) =dC(F, Ng(M)). @

Oznacza ona, Ze D jeat podgrupa wachlarzowga i rodzina |f, Ng (f)] jest
wachlarzem dla D (F przebiega wszystkie D-zupedne podgrupy).

Niech D bedzie pronormalng podgrupaG. To oznacza, ze dla dowolnego
X€G istnieje taki element u€<D,D”> ,zo DX = Du, wtedy dziegki twier-
dzeniu 5 z [i] dla D istnieje jednoznacznie okreslony wachlarz Ig”~AN~J.
Wachlarz ten ma wkasnos$¢: jezeli GM-"H<._.N” to NAM(H)< N~ zatem H* = GN. W
zwigzku z tym dla pronormalnej podgrupy D rodzina bazowych podgrup G jej
wachlarza jest rodzing D-zupednych podgrup F i dla kazdej takiej podgrupy
F zachodzi (1).

Ta wkasnos¢ dotyczy nie tylko pronormalnych podgrup.
Deflnicja: Niech D<G. Jezeli dla kazdej D-zupednoj podgrupy F,
DANFA~G prawdziwa jest réwnos$¢ (i), to D nazywamy polinormalng pod-

grupa G.
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Pojecie podgrupy polinormalnej zostato prowadzono przez 0. Macedonskag w
pracy [9]-

Zgodnie z tadefinicjg I jest polinorrnalngpodgrupa G,jezeli rodzina
|, Ng (I®J jest wachlarzem (F przebiega wszystkieD-zupednopodgrupy). O-
czywiscie dla podgrupy polinormalnej istnieje dokkadnie jeden wachlarz. 7,
definicji wynika bozpo$ ednio, ze podgrupa, ktéra jest jednoczesnie sub-

normalna i polinormalna jest normalna. Jezeli DAGNG i D jest polinor-

malna w G, to U jest polinormalna i w G.

Twierdzenie 2. Podgrupa D jest polinormalna w G wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnego elementu xeG mamy
D<»,x> = uD<)tX> @

innymi sdowami, gdy p<D»x> jest D-zupelnag podgrupa.-

Dowé6d: Z definicji podgrupa D jest polinormalna wtedy i tylko wtedy,

gdy

D =D (€]

dla dowolnej podgrupy H, D~MIING.
Oczywiscie z (3) wynika (2). Na odwrét, niech xcll wtedy

- ~ _.<D,x> ,-H
DX « D »X> = dD < dD

Zatem DHA DDH, a poniewaz inkluzja przeciwna jest zawsze prawdziwa, to

mamy (3)» c.b.d.o.
W jezyku komutatoréw warunek poiinormalnosci podgrupy mozna zapisac¢ Ja-

ko inkluzje
[d , <x>]< jD,D,[n,<x>]1j

ktéra powinna sie spednia¢ dla dowolnego XxeG.
Dla dowodu zauwazmy tylko, ze DI* = D[D,Il], H~”G.
V [1] zdefiniowane i badane sa podgrupy $cisle wachlarzowe. Z.Borewicz

dat jeszcze inng ich definicje i nazwat paranormalnymi [9].

Definicja: Podgrupa D grupy G nazywa sie paranormalng, jezeli dla do-

wolnego x € G zachodzi

to znaczy, gdy dla kazdego x e".G, <D,D”"> jest D-zupelng podgrupa.
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W jezyku kornitatoi"dév; powzszy um w.ok mozna zapisa«”

[».«]« »[.-.(C---X1]-

Jezeli DAGFG j i) jost parainu-malun w G, to U jést paranoimalng w
G1.
N . <D x R - - m

Poniewaz U WX jost fenor<»wa]ia;przoz podgrupy < i,DX> , meZ, to z D-
zupednosc i podgrup <j),i)"> wynika »-zupe#nos¢é¢ podgrupy Zatein, kaz-
da podgrupa paranormalna jest poi inormalng. Jest oczywisto, zo kazda pod-
grupa pronornalna jest pnranoiTialna.

Daciy przyktad podgrupy wachlarzowej i nie poiinormalnoj, Rozpatrzmy w

grupie grupe G generowana przez cykln (12\ (132*0. Oznaczmy
» = 12)>, V = <( 12), (JUu)>.
Poniewaz
IC :KI =2 J |" :D|= 2,

to D jest subnormalna w G. Poniewaz D nie jest normalna w O to D nie jest
poiinoimalna w G. D jest natomiast wachlarzowa (podgrupy bazowe to D i
g)- Kolejnym przyktadem jost podgrupa paranormalna nie bedaca pronormalna.
Rozpatrzymy grupe 6 generowang w 5" przez pennutacje (12), (126), a1,
(3%5), (1M, (25), (86).
I1*o¥6zoy D =< (12), (30, (365)> i M =<(12), (34), (126), (3*#5)>
Viamy£ (d,g) = |d,11(@] oraz N~fd) =D i Ng(h) = G.
tatwo sprawdzié¢, ze podgrupa D jest paranormalna. Na mocy twierdzenia 6 z
[T1 D nie jest pronormalng podgrupa w G.

Pozostaje otwartym problem: czy .istnieje podgrupa polinormalna nie be-

dgca paranormalng.

§ 3. Zwigzki miedzy réznymi typami podgrup. Grupy, w ktorych wszystkie

podgrupy sa poiinormalne

Wyzej wymienione typy podgrup (poza podgrupami pronormalnymi) mozna
scharakteryzowa¢ uzywajac pewnego diagramu. Niech D bedzie podgrupa gru-
py G i x-elementem G. Rozpatrzymy pewien fragment struktury £(Dr<D,x>) :

<D,x>
<D,x>
n \  Q<D,X>
<D,DX D
cfD, D x>

N
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Moze sie zdarzy¢, ze pewne inkluzje (przedstawione na diagramie kres-

kami) staja sie roéwnosciami dla wszystkich xgG. Mozemy zatem zdefiniowac:

D jest normalna w G < =7 > = <D,DX>,
X€G
D jest abnormalna w G <B,x> =< D,D"> ,
xeG _
<D,D" > X
A n =<D,D>,
X*G

D jest polinormaina w G
X*G

Zwré6émy uwage na podgrupy B, ktére majag whasnosé

A d<D’X> = <D,x>. * )
X€G
Dowiedziemy, ze (4) jest rownowazne temu, ze jezeli D HK*G to Ng(h) = H.

Niech zachodzi (*). Wtedy dla dowolnego x€Ng(h), mamy xC<D,x> s D<” ,x><
~ H, czyli Ng(h) = H. Implikacja przeciwna jast oczywista» Pod-
grupy D, dla ktdrych zachodzi (U) nazywamy s#abo abnor-melnymi_- W [8J T.A.
Peng udowodni4, ze jezeli D jest stabo abnormalna w G i G jest grupg roz-
wigzalng skorhczong, to D jest ebnorraaliia.
Méwimy, ze D jest 2-subnorraalna w G, jezeli istnieje podgrupa H taka,
ze D/MNHANG.

Jezeli dla D zachodzi

A b = d<d"d™, o)
X€D

to jest to réwnowazne temu, ze D jest podgrupa 2-subnormalng w G.
Z 45) mamy, zo D = A DGA G czyli D jest 2-Bubnormalna* Na odwrét,
poniewaz HAG, to D”A h zatem DO i dla dowolnego x«D,

Zauwazmy, ze podgrupy stabo normalne mozemy scharakteryzowaé¢ jako pod-

grupy o whasnosci

/\ D s D<D"DM=i>D<D»D3t> s <D, DX>.
X€6

Z powyzszego wynika, zo podgrupy paranormalne sa stabo normalne.

Czesto jest rozpatrywane zadanie charakteryzacji grup na podgrupy, kté-
re spedniajag pewne warunki. Klasycznym przyktadom sg grupy Dedekinda, tj.
grupy, ktérych wszystkie podgrupy sa niezmiennicze.

W pracy £5] opisane sa grupy, ktérych wszystkie podgrupy sa normalne lub
abnormalne. V dana jest charakteryzacja grup,w ktérych kazda podgru-

pa jest subnormalna lub abnormalna.
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Praco £7] i [3] poswigecone sa skonczonym grupom, w ktérych kazda podgrupa
jest pronormalng. Okazuje sie, ze sg to skonnczone grupy rozwiazalne, w
ktérych kazda subnormalna podgrupa jest normalna.

Grupa nazywa sie T-grupag, jezeli v; niej relacja normalnosci jest prze-
chodnig, czyli z DAK~”LA”G wynika D~L. T-grupy byty badane przez wie-
lu autoroéw.

Twierdzenie 3« Niech G bedzie grupa. Wszystkie podgrupy w G sa po-

linormalne wtedy i tylko wtedy, gdy G jest T-grupg.

Dowéd: Niech wszystkie podgrupy w G beda po linormalno i niech
DAKALA~G, Poniewaz D jest polinormalna zachodzi dla niej (3).

Mamy wiec

DL = D1I”~ DK UK

0]
o

czyli D~ L.
Na odwréot, zatézmy, ze G jest T-grupg. Ustalmy podgrupe D. Dla dowolnej
podgrupy H, 1J2N~G mamy

ddHa dh g I
zatem DdhA H.
Poniewaz D,! jest najmniejszym dzielnikiem normalnym w H zawierajacym D

H DI
to D =D . Dzieki (3) uzyskujemy polinormalnoA¢ D. c.b.d.o.

W przypadku, gdy G jest grupa skonczong L.Ju. Kototylina uzyskata
bardziej z¥ozone wyniki ([10], tw. 3).
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0 HEKoicphx GBc.ioi3AX psEisTi* ncsrr/nn j.\hho2 rpymi

Pe31>ce

3 paOoie paccMaipHBasicH HSBecxKue cBoScTBa npoHopwajibHtcc a napaHopitajib-
H&ix noArpynn a xanjte oroBapabaeTCH noHHine Beepa. OnpeABAeno hobob cboBctbo
SOABHOpMaahHOCTB. tlpeAC TaBAeHbi CBH3M Mesoiy OTAejlbHUMK CBoiiCTBaNS. [IOKaaaHO,
hto see aoArpynnu b abhhoB rpyane hbjisbxcs noAHHopMaABHuuH. exeiw a toabko
exeAB 3aBHCHMOCTb HopMajibHocTM b rpynne nepexoAaa.

CERTAIN PROPERTIES OF THE STRUCTURE OF SIIHGROUPS
OF A GIVEN GROUP

Summary

The article concerns the known properties of subgroups to be pronormal
or paranormal and the notion of the fan. The new property of the polynor-
mality is defined. The connection of this property with given above is
considered. 1t is shown that all subgroups in a group are polynormal if

and only if the relation of normality in the group is transitive.
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