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PEWNE WŁASNOŚCI STRUKTURY PODGRUP DANEJ GRUPY

Streszczenie. Artykuł omawia znane własności pronormalnych i pa- 
ranonnalnych podgrup oraz pojęcie wachlarza, Zdefiniowano nową włas
ność wielonormalności. Rozważono związek tej własności z własnością 
podano powyżej. Wykazano, że wszystkie podgrupy w grupie są wielo- 
normalne jeżeli i tylko jeżeli relacja normalności w grupie jest 
przechodnia.

¥st££

Niech G będzie dowolną grupą a D pewną jej podgrupą, Przez cf (0,0) o- 
znaczać będziemy strukturę wszystkich podgrup grupy G zawierających pod
grupę D, Z.I. Borowicz w pracy wprowadził pojęcie wachlarza 1 podgru
py wachlarzowej. Przy ich użyciu można uzyskać dostatecznie głęboki opis 
struktury £  (D,G). W pracy podajemy nową metodę analizy tej struktury o- 
partą na jej rozkładzie na rozłączną sumę podzbiorów, które zostały na
zwane bukietami [9].

Praca składa się z trzech paragrafów, V § 1 podane są oznaczenia i 
najważniejsze pojęcia potrzebne w dalszych paragrafach. W szczególności 
określone są tam pojęcia wachlarza, podgrupy wachlarzowej, abnormalnej, 
pronormalnej i słabonorraalnej. Podajemy przykład podgrupy wachlarzowej i 
podgrupy, która nie Jest wachlarzową.

Pojęcie podgrupy D-zupełnej i związane z nią pojęcie bukietu podgrup 
określone jest w § 2, Okazuje się, że £  (D,G) jest suesą rozłączną bukie
tów opartych na wszystkich D-zupełnych podgrupach (tw. i). ¥ paragrafie
tym podane są również definicje podgrupy polinormalnej i paranormalnej, 
przykład podgrupy wachlarzowej ale nie polinormalnej ©raz podgrupy para
normalnej, która nie jest pronormalną, wreszcie warunek konieczny i wy
starczający na to, aby podgrupa D grupy G była polinormalną w G (tw. 2).

Na diagramie w § 3 przedstawione są związki między podgrupa»! należą
cymi do struktury £  ( D , < D , x > )  oraz podane są warunki charakteryzujące 
podgrupę normalną, abnormalną, paranormalną, polinorsalną i słabonomalną. 
Określone są tam również T-grupy. Okazuje się, że wszystkie podgrupy gru
py G są polinormalne wtedy i tylko wtedy, gdy G jest T-grupą (tw. 3).
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Wszystkie wyniki są rezultatem pracy naukowej prowadzonej przez auto
rów. Były one referowano na seminarium prof. Z.T. Rorewicza w l:u.iwersyte- 
cie Leningradzkiiii.
Większość wyników została Już opublikowana w [̂ 9J i-

§ 1. Podstawowe oznaczenia i definicje

Będziemy używali następujących oznaczeń:
U ^  G - oznacza, że U jest podgrupą grupy G. Podobnie
D G  - oznacza, żo i) jest dzielnikiem normalnym O,
A = \ A x ,
<CA,B,...> - podgrupa generowana przez podzbiory («-*1 ei <ion ty) ,
A,i>, . « . w grup i e 0 ,
<£(l),C») - struktura podgrup grupy G zawierających podgrup« R,
N_(d ) - normal i za tor podgrupy 1) w grupie G,G
UA = <  i)a : a e A >  .

twierdzenia i fakty. , >.
B Jej podgrupą. odzinę m  = | G^. ':0ę|oę€J (J - 
ywamy wach J arzci i podgrupy jeże! i dla każdego

Podany pewne det 'liicje, twierdzenia i fakty.
Niocli G hę Bz i o grupą, 

pewien zbiór indeksów) nazywamy 
c$€I, B ^ G ^ ^ G ,  Ngę = N’ę,(G^) i dla każdej podgrupy 1!, B ^ i l ^ G  istnieje do
kładnie jeden indeks o; € I taki, że 0^ I K N ^ .  Podgrupy G ^  nazywamy bazo
wymi podgrupami wachlarza TTL.
Grupy ilorazowe N^/G^ nazywamy sekcjami wachl arza TH, . dożęli dla 11 ist
nieje wachlarz, to 11 nazywamy podgrupą wachlarzową.

Trywialnymi przykładami podgrup wachlarzowych są podgrupy normalne. 
Ich wachlarz zawiera jedną podgrupę bazową D.

Podgrupa U nazywa się ([2]) abnormalna w G, gdy di a każdego x eG, 
x € < D ,  Dx >  .
Dla nich (patrz [2 ]) wszystkie elementy struktury l  (i),G) samonormali zują 
się, tzn. , że jeżeli D ^ H ^ G ,  to Nc/ n ) = H * Zatem każda podgrupa grupy 
G zawierająca D jest podgrupą bazową wachlarza.
Pojęcie podgrupy wachlarzowej zostało wprowadzone przez Z.J. Rorewicza w
[ 1].

Poniższy przykład dowodzi istnienia niewachlarzowych podgrup.
Jest on modyfikacją przykładu podanego w [ 1 ]. Podajemy go tutaj również 
dlatego, ponieważ przykład ten podany jest niedokładny.

¥ grupie rozpatrzymy peimutacje a = ( 1 2 ), b = ( 1 32*ł), c = (5 6),
d = (3*0» br = b c , d'= dc.
Zdef iniujemy

G = <  a , b . c >  , D = <  a >  , N = <  a,d ,o> ,
H  =  <  a  ,b > ,  H ' =  < a , b >  , K  = < a , d >
K' = < a , d > ,  L = <  a , c >  .

Wyżej wypisane podgrupy są to wszystkie podgrupy z
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nie posiada «wachlarza. Ph. Hal 1 wprowadził pojęcie podgrupy pronornialnej. 
Podgrupę i) nazywamy prononnalną w G, jeżeli dla dowolnego xeG podgrupy I) 
i Dx są sprzężono w < D , D X>  . Przykładami podgrup pronormalnyoh są pod
grupy normalne, abnormalno. Podgrupy Syl owa grup skończonych są także pro- 
nortnalne. Podgrupy pronormalne są wachlarzowe ( » tw. 5 ).

Mówimy, żo I) jest s łabonormal.na w G, jeżeli -norma 3 i zator nie za
wiera podgrup sprzężonych z 1) różnych od I) (Muller £ój).
Podgrupy pronormalne są słabonormalne.
Jeżeli D ^ I I ^ G ,  to 11̂  jest najmniejszym dzielnikiem normalnym w JI zawie
rającym i).

§ 2. Podgrupy polinormalne. Rozkład na bukiety

jrDel in i o ja: Podgrupę F, D s ^ F ^ G ,  nazywamy I)~zupełną jeżeli D = F.ną jeżel
Sama podgrupa D jest oczywiście D-zupełna. Jeżeli j F^J rodzina D-zu-

pełnych podgrup, to generowana przez nią podgrupa F = <F.,> też jest D-
F F F ^zupełna. Rzeczywiście Fu = D ¿*^1) zatem F^I) , a ponieważ zawsze

F F ^I) < F ,  to D = F.
Dla każdej podgrupy II, D ^  II ̂  G , istnieje jednoznacznie określona najwię
ksza D-zupełna podgrupa H*, zawierająca się w II. Określimy ją następują
co. Dla II budujemy malejący łańcuch podgrup J-F , numerowanych liczbami po
rządkowymi. jj

H = H, II. = D * , II = I ] IL (j - graniczna liczba porządkowa). 0-
i 1czywiście łańcuch jli.[ stabilizuje się na pewnej liczbie porządkowej.1 II|Niech 1 oznacza najmniejszą liczbę porządkową, dla której + 1 B = IÎ t

Określamy II* = 11̂ . Oczywiście
Ii, (II*) = II*.

H «  H' =i> II* «£ II** ,
II ^  H' = >  II* = II1* .

Podgrupa F, D 4 F i  C jest D-zupelną wtedy i tylko wtedy, gdy F = F *.
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Na elementach struktury dC (D,g ) wprowadzamy relację równoważności ̂ , kła
dąc I I ^ H 1 wtedy i tylko wtedy, gdy II* = IIr* . Oczywiście w każdej klasie 
abstrakcji jest dokładnie jodna D-zupołna podgrupa, która jednoznacznie 
określa całą klasę. U ten sposób mamy wzajemnie Jednoznaczną odpowied- 
niość między klasami podgrup równoważnych a D-zupełnymi podgrupami.

Del inicja: Niech F, D ^ F ^ G  będzie D-zupoŁną podgrupą. Zbiór wszyst
kich podgrup II, dla których II* = F nazywamy bukiet eta podgrup opartym 
na F i oznaczamy ̂ (F ).

W ten sposób udowodniliśmy:

Twierdzenie 1: Struktura (£(GtG) jest sumą rozłączną bukietów:

£ ( d ,o ) = U  jKF), 
f*=f‘

gdzie F przebiega wszystkie D-zupołne podgrupy.
Dzięki twierdzeniu 1 badanie struktury c£(D,g) można rozbić na dwie czę
ści. Opisanie wszystkich D-zupełnych podgrup i opis bukietów fi(F) dla 
wszystkich D-zupełnych podgrup F.

Jeżeli D jest podgrupą wachlarzową z wachlarzem 4G^, N l T , to każdy 
przedział bu całkowicie zawiera się w pewnym bukiecie. Zatem po-
dział of(U,G) = U  cCfG^, N ) jest subtelniejszy od podziału na bukiety. 

oę € XMoże się zdarzyć, że bukiet fi( F) jest przedziałem domkniętym w struk
turze ci?(D,G). Wtedy w każdym bukiecie fi (f) jest największa podgrupa N 
(taka, że fi( F) = c£(F»N)). Taka podgrupa N, gdy istniej e nazywana jest 
subnormalizatorem dla F w G. Szczególnie interesujący jest przypadek, 
kiedy dla każdej D-zupełnej podgrupy F zachodzi równość

(b(F) =dC(F, Ng (f)). (i)

Oznacza ona, Ze D jeat podgrupą wachlarzową i rodzina | f , Ng (f )| jest
wachlarzem dla D (F przebiega wszystkie D-zupełne podgrupy).

Niech D będzie pronormalną podgrupą G. To oznacza, że dla dowolnego
x€G istnieje taki element u € < D , D ^ >  , żo D X = Du , wtedy dzięki twier
dzeniu 5 z [i] dla D istnieje jednoznacznie określony wachlarz Ig ^ N ^ J .  
Wachlarz ten ma własność: jeżeli G^-^ H < . N ^  to N ^ ( H ) <  N ^  zatem H* = G^. W 
związku z tym dla pronormalnej podgrupy D rodzina bazowych podgrup G jej 
wachlarza jest rodziną D-zupełnych podgrup F i dla każdej takiej podgrupy 
F zachodzi (1).
Ta własność dotyczy nie tylko pronormalnych podgrup.

Deflnicja: Niech D < G .  Jeżeli dla każdej D-zupełnoj podgrupy F, 
D ^ F ^ G  prawdziwa jest równość (i), to D nazywamy polinormalną pod
grupą G.
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Pojęcie podgrupy polinormalnej zostało p r o w a d z o n o  przez 0. Macedońską w 
pracy [9].

Zgodnie z tą definicją I) jest polinorrnalną podgrupą G, jeżeli rodzina
|f , Ng (I*)J jest wachlarzem (F przebiega wszystkie D-zupełno podgrupy). 0-
czywiście dla podgrupy polinormalnej istnieje dokładnie jeden wachlarz. 7, 
definicji wynika bozpoś ednio, że podgrupa, która jest jednocześnie sub- 
normalna i polinormalna jest normalna. Jeżeli D ^ G ^ G  i i) jest polinor- 
malna w G, to U jest polinormalna i w G.

Twierdzenie 2 . Podgrupa D jest polinormalna w G wtedy i tylko wtedy, 
gdy dla dowolnego elementu xeG mamy

D<»,x>  = uD<I)tX> (2)

innymi słowami, gdy p< D »x> jest D-zupelną podgrupą.

Dowód: Z definicji podgrupa D jest polinormalna wtedy i tylko wtedy,
gdy

tt nHD = D (3)

dla dowolnej podgrupy H, D ^ I l ^ G .
Oczywiście z (3 ) wynika (2 ). Na odwrót, niech xcll wtedy

- ^ _.<D,x> ,.H
DX «  D »x> = d D <  d D

H DHZatem D ^  D , a ponieważ inkluzja przeciwna jest zawsze prawdziwa, to 
mamy (3 )» c.b.d.o.

W języku komutatorów warunek poiinormalności podgrupy można zapisać Ja
ko inkluzję

[d , <x>]< jD,D,[n,<x>]j

która powinna się spełniać dla dowolnego xeG.
Dla dowodu zauważmy tylko, że D1* = D[D,Il], H ^ G .

V [ 1] zdefiniowane i badane są podgrupy ściśle wachlarzowe. Z.Borewicz 
dał jeszcze inną ich definicję i nazwał paranormalnymi [9].

Definicja: Podgrupa D grupy G nazywa się paranormalną, jeżeli dla do
wolnego x € G zachodzi

to znaczy, gdy dla każdego x e'.G, <D,D^> jest D-zupelną podgrupą.
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W języku korni ta toi'ôv; p o w ż s z y  u m  w.ok można zapisa«'

[ » . « ] «  »[..(...X]].

Jeżeli D ^ G f̂ G  j i) jost parainu-malun w G, to Ü jèst pa ran o ima Iną w 
G 1 .

<D x mPonieważ U ,x jost fenor<»wa]ia;przoz podgrupy < i), I)X >  , m eZ, t.o z D-
zupełnośc i podgrup <j),i)"> wynika »-zupełność podgrupy Za tein, każ
da podgrupa paranormalna jest poi i normalną. Jest oczywisto, żo każda pod
grupa pronornalna jest pnranoiTialna.

Daciy przykład podgrupy wachlarzowej i nie po i i normalno j , Rozpatrzmy w 
grupie grupę G generowana przez cykln ( 12 \  ( 132*0. Oznaczmy

»  =  1 2 ) > ,  V  =  < (  1 2 )  , (  JU)>.

Ponieważ

I C : KI = 2 J | " : I) | = 2,

to D jest subnormalna w G. Ponieważ I) nie jest normalna w O to D nie jest 
poi ino ima Ina w G. D jest natomiast wachlarzowa (podgrupy bazowe t.o i) i 
g). Kolejnym przykładem jost podgrupa paranormalna nie będąca pronormalną. 
Rozpatrzymy grupę 6 generowaną w 5^ przez pennutację (12), ( 1 2 6 ), ( 3*ł ) ,
(3^5), ( 1^), (2 5 ), (36).
l*ołóżoy D = < ( 1 2 ), ( 3*0 , ( 365 )> i II = < ( 1 2 ) ,  (34), (126), (3*ł5)>
Viamy£ (d,g) = |d,II(g| oraz N^fû) = D i Ng (h) = G.
Łatwo sprawdzić, że podgrupa 1) jest paranormalna. Na mocy twierdzenia 6 z 
[”l"| I) nie jest pronormalną podgrupą w G.

Pozostaje otwartym problem: czy .istnieje podgrupa polinormalna nie bę
dąca paranormalną.

§ 3. Związki między różnymi typami podgrup. Grupy, w których wszystkie 
podgrupy są poiinormalne

Wyżej wymienione typy podgrup (poza podgrupami pronormalnymi) można 
scharakteryzować używając pewnego diagramu. Niech D będzie podgrupą gru
py G i x-elementem G. Rozpatrzymy pewien fragment struktury £ ( D r < D , x > )  :

<D,x>
<D,x>

^  \  Q<D,X>
<D,DX> D

cfD, D x>
. J
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Może się zdarzyć, że pewne inkluzje (przedstawione na diagramie kres
kami) stają się równościami dla wszystkich xgG. Możemy zatem zdefiniować:

D jest normalna w G < = ^ > =  < D , D X>,
x€G

D jest abnormalna w G <B , x >  = <  D,D^> ,
xeG _
A <D,D > xn = < D , D > ,
X * G

D jest polinormaina w G
x*G

Zwróćmy uwagę na podgrupy B , które mają własność

A d < D ’X> = <D,x>. * (4)
X € G

Dowiedziemy, że (4) jest równoważne temu, że jeżeli D ^ H K * G  to Ng (h) = H. 
Niech zachodzi (**). Wtedy dla dowolnego x€Ng (h), mamy xC<D,x> s D< ^ ,x'><  

^  H, czyli N’g (h) = H. Implikacja przeciwna jast oczywista» Pod
grupy D, dla których zachodzi (U) nazywamy słabo abnor-melnymi.. W [8J T.A. 
Peng udowodnił, że jeżeli D jest słabo abnormalna w G i G jest grupą roz
wiązalną skończoną, to D jest ebnorraaliia.

Mówimy, że D jest 2-subnorraalna w G, jeżeli istnieje podgrupa H taka, 
że D ^ H ^ G .
Jeżeli dla D zachodzi

A b  = d< d 'd^ ,  (5)
x€D

to jest to równoważne temu, że D jest podgrupą 2-subnormalną w G.
Z 45) mamy, żo D = A  DG A  G czyli D jest 2-Bubnormalną* Na odwrót, 
ponieważ H ^ G ,  to D ^ A  h  zatem D Ó  i dla dowolnego x«D,

Zauważmy, że podgrupy słabo normalne m o ż e m y  scharakteryzować jako pod
grupy o własności

/ \  D s D< D 'D^ = i > D < D »D3t> s <D,DX>. 
x€G

Z powyższego wynika, żo podgrupy paranormalne są słabo normalne.
Często jest rozpatrywane zadanie charakteryzacji grup na podgrupy, któ

re spełniają pewne warunki. Klasycznym przykładom są grupy Dedekinda, tj. 
grupy, których wszystkie podgrupy są niezmiennicze.
W pracy £5] opisane są grupy, których wszystkie podgrupy są normalne lub 
abnormalne. V dana jest charakteryzac ja g r u p , w których każda podgru
pa jest subnormalna lub abnormalna.
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Praco £7] i [3] poświęcone są skończonym grupom, w których każda podgrupa 
jest pronormalną. Okazuje się, że są to skończone grupy rozwiązalne, w 
których każda subnormalna podgrupa jest normalna.

Grupa nazywa się T-grupą, jeżeli v; niej relacja normalności jest prze
chodnią, czyli z D A  K ^ L ^ G  wynika D ^ L .  T—grupy były badane przez wie
lu autorów.

Twierdzenie 3 « Niech G będzie grupą. Wszystkie podgrupy w G są po- 
linormalne wtedy i tylko wtedy, gdy G jest T-grupą.
Dowód: Niech wszystkie podgrupy w G będą po 1inormalno i niech 

D ^ K ^ L ^ G ,  Ponieważ D jest polinormalna zachodzi dla niej ( 3).
Mamy więc

DL = D1’ ^  DK = UK = D,

czyli D ^  L.
Na odwrót, załóżmy, że G jest T-grupą. Ustalmy podgrupę D. Dla dowolnej 
podgrupy H, IJ^ II ̂ G  mamy

d d H ą  d h ą  II.

d hzatem D A  H.
Ponieważ D,! jest najmniejszym dzielnikiem normalnym w H zawierającym D 

H  D11to D = D . Dzięki (3) uzyskujemy polinormalnoAć D. c.b.d.o.
W przypadku, gdy G jest grupą skończoną L.Ju. Kołotylina uzyskała 

bardziej złożone wyniki ([10], tw. 3 ).
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exeAB 3aBHCHM0CTb HopMajibHocTM b rpynne nepexoAaa.

CERTAIN PROPERTIES OF THE STRUCTURE OF SIIHGROUPS 
OF A GIVEN GROUP

S u m m a r y
The article concerns the known properties of subgroups to be pronormal 

or paranormal and the notion of the fan. The new property of the polynor
mality is defined. The connection of this property with given above is 
considered. It is shown that all subgroups in a group are polynormal if 
and only if the relation of normality in the group is transitive.
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