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BADANIE ROZWIĄZALNOŚCI NIELINIOWYCH RÓWNAŃ FUNKCYJNYCH
w przestrzeni modularnej

Streszczenie, V pracy wykorzystuje się wyniki prac [ 1 ] i £ 2 ] do 
badania rozwiązalności nieliniowego równania funkcyjnego

A(x) = F(x)

w przestrzeni modularnej Xp , gdzie A i F są nieliniowymi opera
torami określonymi na X_ , s

*s

Niech ¿1 będzie miarą w ó-algebrze S  podzbiorów niepustego zbioru Ü  i 
niech 36 będzie przestrzenią wszystkich funkcji -mierzalnych określo
nych na £2 i rzeczywistych, w której równość dwóch elementów rozumiemy ja
ko równość ¿¿-prawie wszędzie.

Rozpatrzmy rodzinę modularów zależnych od parametru t€ ßtj. rodzinę:

p : fl » X  — - [0 ,®°]

spełniającą warunki:
O  p(t»x ) jest modularem wypukłym w 36 dla wszystkich t € 12

2 ) jeżeli 9 (t,x) = 0 dla ¿¿-prawie wszystkich t € & , to x = 0
3 ) 9 ( t,x) jest 5T -mierzalny w Q  dla wszystkich x€36 .

Oznaczmy

X s |^x€36: 9 (tf& x ) —  0 przy & 0 ¿ut-pr. wszędzie w ß

W dalszych rozważaniach ograniczymy 9 do zbioru X, tj. będziemy rozpatry- 
wali p : Q  « X —  [0,<— ]. Niech ps(x) = f  p ( t,x)djl. Przestrzeń

a
Xp = |x€X i 9s(Ax) — O przy X —  0J 

jest przestrzenią modularną, w której

l|x|lp3 = l n f { u > 0  ! P l (U ^  ')

jest normą (patrz [2]),
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Twierdzenie 1
Element x€X należy do X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba

* s
&q > 0  taka, że p s(&ox)<®o.
Dowód twierdzenia znajduje się w pracy (V] .

Celem naszych rozważań jest rozwiązanie w przestrzeni X równania

[a(xyj { t) = [F(X )] ( t) dla ¡ J l -pr. wszystkich t€ fi ,

gdzie:

[a(x)] (t) = t P (t,x) , « f O, [F(x)] ( t) = F^t.x) , F 1 : ii * X —  [- ~>, “ ]

oraz spełnia warunek
4) F^ftjx) jest S  mierzalny w Q  dla wszystkich x € X.

Założenia 1,2,3,4 obowiązują w całej pracy.
Na wstępie zbadamy kiedy operatory A i F odworozują X w siebie,

' s
względnie odwzorowują daną kulę w X w pewną kulę w X0 , Niech

"s *s

K pJ r) = [ « X ps : ||x||p̂  r).

Uwaga 1
Twierdzenia V, 2\ 3' cytowane są za pracą [2],
Zachodzą następujące twierdzenia:

Twierdzenie 21
Jeżeli dla każdego x€Xp i każdego 3^ > 0  istnieją liczby C >  O i

s
5l2 > 0  takie, że p ( t, ̂ 2p( . »*) )-^c p( t, %^x) jx -prawie wszędzie w £2, to A od
wzorowuje X w X _ .

PS Ps
Twierdzenie 2U

Jeżeli dla każdego x€ X i każdego & { > 0  istnieją liczby C > 0  i
‘s

ft2 > 0  takie, że p ( t, V>2F \ ( . ,x) ) ̂  Cp( t , ̂  x) -prawie wszędzie w£i , to F
odwzorowuje X_ w X P ps * s
Dowód

Całkując nierówność założoną w twierdzeniu otrzymujemy,że ps (&2F(x)):^
<  Cps(A x). Jeżeli , to z twierdzenia 1 mamy, że pg(&.jx)<. c*o przy

S s
pewnym ^.,>0. Stąd p (&0F( x )) -C00 , a stąd i z twierdzenia 1 F(x)l?Xf) .

1 *

Twierdzenie 3’
Jeżeli 0 <  r<°"° , 0 < H < OnO i dla każdego *€Xp i każdego takiego,

że 0<5t<~ zachodzi p ( t ,X96p( . ,x ) p ( t, & ^ x) dla p -prawie wszystkich 
t€ Ci , to A odwzorowuje K_ (r) w Kp (r).
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Twierdzenie 3"
Jeżeli 0 < r < o o f 0 < R <  ^> \ dla każdego 9» takiego, że 0<.X^~ oraz

dla każdego *€Xp zachodzi p ( t ,& . , x) ) «  p( t, Jt S  x ) dla ̂1 -prawie wszyst
kich te a, to l'Sodwzorowuje K_ (r) w K_ (t).

' s * s
Dowód

Jeżeli spełniono są założenia, to z twierdzenia 1M mamy, że F odwzoro
wuje X^ w Xp . Po scałkowaniu nierówności założonej w twierdzeniu o-

 ̂ ® SCI} itrzywu jetny, że p (& F(x) );g p (—^ x). W szczególności przy & = g mamys S r  R
^  Ps^r^ • Jeieli xeKp (r )> to l!x ll0 ś:r > czyli 9 ,(7 )« 1 , więcS VS

P s( l ^ - ) < 1 .  stąd || F<x)| <I(, czyli F(x)*K (R).
ys

Twierdzenie k'
Niech A spełnia założenia twierdzenia 3f przy R s r. Załóżmy ponadto,

że dla każdego £ >  0 istnieje liczba ć > 0  taka, że dla każdego ^ > 0  i
dla wszystka.oh x,y€K (r)

* s

/ p<‘-
ii ii

Wtedy A odwzorowują K ^ (r) w siebie „ sposób clf>giy_

Twierdzenie 5
Niech F spełnia założenia twierdzenia 3" przy R = r. Załóżmy ponadto, 

że istnieje taka liczba cę > 0 , że

P F (.,x) - F.(.,y) fi
y P(t, -j— _ j — )dr y P (t, ^ 6 ^  

n  u  *

dla każdego ^ > 0  i wszystkich x , y € K  (r).
‘s

Wtedy operator F spełnia nierówność

||f(x) - F(y) || >  O f || x - y||p

dla wszystkich x , y € K „  (r).
*s

Dowód

? >0 : J  p(t, -------  Un *£ 1
a J

> i**< ̂ > 0  :J p(t, «slj = < f >  V H p 3 '

||f (x ) - F(y)|| = inf
ii

ii <*
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ii)

Twierdzenie 6
Niech F spełnia założenia twierdzenia 5» a A założenia twierdzenia 3f 

dla R. = r. Załóżmy, że istnieje r^ >  0 takie, że

i) A(Kp (ro ))CF ( K p (ro )) 

oraz istnieje q > 0  takie, że

^ p(t,

/<•<*. x ~ ?■ - J 2 )y,
a  <*q h  c*q

/ , ( « .  L it,

a  $<i a  <*<*

dla każdego n > 0  oraz dla wszystkich x,y€K (rQ )*
‘ s

Vtedy operator A spełnia nierówność

¡¡A(x) - A (y )| < q c q  ffiax|j|x - yjj ; |jx - F_1a(x)|L ;
* s ^ * s rs

|x - F_ 1A(y)|j^-, j|y - F- 1A(x)||^; || y - F" 1 A(y)||

dla wszystkich x,y€K() (r ),
*s °

Dowód
Na wstępie zauważmy, że założenie twierdzenia 5 gwarantują istnienie

— 1 \  — 1operatora F , natomiast założenie i; gwarantuje -istnienie operatora F A
na kuli Kp (rQ)« Postępując analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 5 o- 
raz wykorzystując założenie ii) otrzymujemy, że

I|a(x) -  A(y)|| = jael i n f L  >0 : [ p ( t ,  P < : ix ? ~ P f / i w  ^  , ]
8  ̂ ił ‘ J

I 9C I niax-jini i > 0  : / p ( t *
1 ił cę q

i n f | ^ > 0  : Jp ( t ,  * ~ Atxi )d^ <  l | ;
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oę qmax

inl[,>0 = J p(t, Ł---»CJ*i3r).)dp < l|i
1 i i  J

i n f L > 0  : / p ( t ,
 ̂ ii <*q J

i„rL>o :/P(t, < ,}L
' ii qfq '

j lx - y|p • IIx ■ f"1a(x)|!p i II x - F_lA<y) S!f

I I  y - F_ 1A(X )||p ; || y - F- 1A(y)||(

Twierdzenie 6*
Niech F spełnia założenia twierdzenia 5» a A założenia 

dla U = r. Załóżmy, że istnieje rQ >  O takie, że

i) A(K (r0 ))CF(K (r0)}

oraz istnieje q > 0  takie, że

ii) f?(t, P( m x ? - P(.:aXi)d^ L ( t ,  
n  ‘ a  °*q

dla każdego -ij >  0 oraz dla wszystkich x,ysK (r0 )-

Wtedy operator A spełnia nierówność

||a (x ) - A(y)|| ^  <*oJx - y || ̂

dla wszystkich x,y€K
* s

Dowód, jako analogiczny do dowodu twierdzenia 6 , pomijamy*

s

twierdzenia 3f
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Wniosek 1
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 6 oraz q < 1 ,  a X. jest

*s
przestrzenią zupełną, to z twierdzenia Banacha o punkcie stałym otrzymu
jemy, że równanie A(x) = F(x) posiada dokładnie jedno rozwiązanie w ku-
li K (rQ ). 

s
Wniosek 2

Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 6 oraz q <. 1 , a Xp jest
*s

przestrzenią zupełną, A i F są operatorami nieliniowymi określonymi na X, 
to równanie A(x) = F(x) posiada dokładnie jedno rozwiązanie w kuli

Kp (~ro ) (PatrZ W).*s
Uwaga 2

Wniosek 2 wynika bezpośrednio z twierdzenia 1 zawartego w pracy [l]f
jeżeli zauważymy, że założenie, że operatory A i F są operatorami odwzo
rowującymi X na X można zastąpić warunkiem i) twierdzenia 6 .

Uwaga 3
Wszystkie twierdzenia wypowiedziane w tej pracy pozostaną prawdziwe dla 

R = oo (patrz [2] ).

Przykład
Niech £1 = [0,1] , ¿X miara Lebesgue’a na £1 . Niech X  będzie zbiorem

funkcji ¿Ji mierzalnych na [0, i] , X + będzie zbiorem funkcji jj. mierzal
nych nieujemnych na [ o , l ]  dla - prawie wszystkich tc[o,lj.

Nieoh

i
p( t,x) = J ts x (s)|

F' 1 ( t tx ) =■
2x( t) dla xe x \ x  +

Łatwo widać, że |F1 (t,x)| <|**x(t)| dla każdego x € X . Stąd i z twierdze
nia 1 mamy, że jeżeli * to F(x)tXp .
^ "s sPonieważ

?(u) =
k U- *■ u dla u € [O,00] u + 2 l » j

dla u € [-c»o , o)2u

jest funkcją wklęsłą w [- c» , ®®] oraz g'(u) >  2 dla u £ [- o© , ®*>] , więc 
J F ^  ( t , x) - F ^  ( t ,y)| ^  2  | x( t) -  y(t)| dla wszystkich x , y t l t €  [ O ,  i]  ,a stąd
U F(x) - F(y)||p ^  2 1|x( t) - y( t)II p -dla wszystkich x,ye X^ . Łatwo zauwa-
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żyó, te F(Xp ) = Xp , ¡A(x) - A < V) ||p <  Of || * - Y ||p dla|«| ^  min( 1, 2)

oraz wszystkich x , y € X p  . Czyli dla ^  zachodzi twierdzenie ó'.
s

Ponieważ X p  jest przestrzenią zupełną (patrz [2j), więc na podstawie 
s

wniosku 1 mamy, te równanie F(x) = A(x) posiada w Xp dokładnie Jedno 
rozwiązanie jeżeli ?  < 1 . s
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P e 3 B M 8
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pa3pemHMociH HeAKsettHoro (JyHKMHOHaAbHoro ypaBHeuHH

A(x) = F(x)

b mo Ay AApHOM npocipaHCTBe Xp rAe A h F - HeAHHetfHue onepaTopu onpeAe-
AeHHtie Ha X .

“s

ON THE INVESTIGATION OF SOLVABILITY OF TIIE NONLINEAR 
FUNCTIONAL EQUATIONS IN A MODULAR SPACE

S u m m a r y

In this paper we apply the results of [ij and £2] to the investigation 
of solvability of the nonlinear functional equation

A(x) = F(x)

in a modular space X , where A and F are nonlinear operators on X Q .
s s
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