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BADANIE ROZWIAZALNOSCI NIELINIOWYCH ROWNAN FUNKCYJNYCH

W przestrzeni modularnej

Streszczenie, V pracy wykorzystuje sie wyniki prac [l ] i £2] do
badania rozwigzalnosci nieliniowego réwnania funkcyjnego

AX) = F(X)

w przestrzeni modularnej Xp , gdzie A i1 F sa nieliniowymi opera-

torami okreslonymi na X_ , s
*
s

Niech ¢l bedzie miarg w 6-algebrze S podzbioréw niepustego zbioru U i
niech 3% bedzie przestrzeniag wszystkich funkcji -mierzalnych okreslo-
nych na £2 i rzeczywistych, w ktérej réwnosé¢ dwéch elementdédw rozumiemy ja-
ko réwnos¢ ¢¢-prawie wszedzie.

Rozpatrzmy rodzine modularéw zaleznych od parametru t€ RBtj. rodzine:

p : fl»X —- [0,8°]

spetniajaca warunki:

0 p(t»x) jest modularem wypukdym w 3 dla wszystkich t€12

2) jezeli 9 (t,x) = 0 dla¢¢i-prawie wszystkich t€&, to x = 0

3) 9 (t,x) jest 5T -mierzalny wQ dla wszystkich x€36 .
Oznaczmy

X s |™*x€36: 9(tRkx)- 0 przy & 0 cutpr.wszedzie w B
W dalszych rozwazaniach ograniczymy 9 do zbioru X, tj. bedziemy rozpatry-
wali p - Q «X- [0,<~71- Niech ps(X) =f p (t,x)djl. Przestrzen
a
Xp = |x€X 1 9s(Ax) — O przy X — 0J

jest przestrzenia modularna, w ktoérej

IIX[Ip3 = Inf{u>0 ! PI(UN ")

jest norma (patrz 21,
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Twierdzenie 1
Element x€X nalezy do X wtedy i1 tylko wtedy, gdy istnieje liczba
*s
&q>0 taka, ze ps(&ox)<®o.
Dow6éd twierdzenia znajduje sie w pracy (V] -
Celem naszych rozwazan jest rozwiazanie w przestrzeni X réwnania

[ay) {t) = [FX)] (v) dla w-pr. wszystkich t€fi,
gdzie:
[2a0)] (v) = t P (E,x) , « F 0O, [FOQO] (B) = F*t.x) , Fl - ii*X - [>,“]

oraz spe#nia warunek
4) F~MfEjx) jest S mierzalny w Q dla wszystkich x €X.
Zatozenia 1,2,3,4 obowigzuja w catej pracy.
Na wstepie zbadamy kiedy operatory A i F odworozuja X w siebie,

wzglednie odwzorowuja dang kule w X w pewng kule w X0 , Niech
''s *s

Kpd r) =[L«Xps @ [KIP® 1.

Uwaga 1
Twierdzenia V, 2\ 3" cytowane sg za praca [2],
Zachodza nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 21
Jezeli dla kazdego x€Xp 1 kazdego 3” >0 istnieja liczbhy C>0 i
s

5I2>0 takie, ze p (t,"2p( -»))-"cp(t, %x) jx-prawie wszedzie w£2, to A od-
wzorowuje X w X_

PS Ps
Twierdzenie 2U
Jezeli dla kazdego x€ X i kazdego & {>0 istniejag liczby C >0 i
‘s
f2>0 takie, ze p (t,VF\(.,X) )" Cp(t,” x) -prawie wszedzie wi , to F
odwzorowuje X w X
Ps Rg

Dowo6d
Catkujac nieréwnos¢ zatozona w twierdzeniu otrzymujemy,ze ps (&2F(x)):"
< Cps(A x). Jezeli , to z twierdzenia 1 mamy, ze pg(&-Jx)<. co przy
S

s
pewnym ’\1,>O. Stad p (&O0F(x))-C00, , a stad i z twierdzenia 1 FCOI?XD .

Twierdzenie 3~

Jezeli 0< r<°™ , O0<H<OO i dla kazdego *€Xp 1 kazdego takiego,

ze 0<5t<~ zachodzi p (t,X96p(-,x) p(t,&” x) dlap-prawie wszystkich
t€Ci, to A odwzorowuje K_ (r) w Kp (r).
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Twierdzenie 3"
Jezeli O<r<oof O<R< "™ \ dla kazdego 9 takiego, ze O0<.X”"~ oraz
dla kazdego *€Xp zachodzi p (t.,& X))« p(t,XS x) dla“t -prawie wszyst-

kich tea, to I'Sodwzorowuje K_ (r) w K_ (©).
s *s
Dowéd
Jezeli spedniono sa zatozenia, to z twierdzenia 1M mamy, ze F odwzoro-

wuje XN w Xp . Po scatkowaniu nieréwnosci zatozonej w twierdzeniu o-

N ®
trzywu jetny, ze pS(&F(x));gpS(gu'x). W szczeg6lnosci przy & = é mamy
N PsArn e Jeieli xerS(r)> to Iklesé:r> czyli 9,(7T)« 1, wiec
Ps(I™-)<1. stad JIF<x)| <1(, czyli F(XxX)*K R).
ys

Twierdzenie k-~
Niech A speinia zatozenia twierdzenia 3f przy R s r. Zatézmy ponadto,

ze dla kazdego £ > 0 istnieje liczba ¢ >0 taka, ze dla kazdego ~ >0 i

dla wszystka.oh x,y€K (r)

Wtedy A odwzorowuja K~ (r) w siebie ,, sposéb clf>giy_

Twierdzenie 5
Niech F spe#nia zatozenia twierdzenia 3" przy R = r. Zak6ézmy ponadto,
ze istnieje taka liczba ® >0, ze

P F C..x) - F.(-,y) fi
y P(t, -j- _J- r y P(t, ~ 6 AN

n u *
dla kazdego ~ >0 i wszystkich x,y€K (r).

s
Wtedy operator F spednia nieréwnosc¢

HFCO - FOO I > o Ix - ylIp

dla wszystkich x,y€K,, ().
*e
S
Dowdd

IFG&) - FOOII = infF ?2>0 :J p(t, ------- Un =<1
3 J
> jeens0 1) pee, «slj =<f> VHp3"

ii <*
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Twierdzenie 6
Niech F spednia zatozenia twierdzenia 5> a A zatozenia twierdzenia 3f

dla R. = r. Zatézmy, ze istnieje r”~ > 0 takie, ze

) A(Kp (ro))CF(Kp (ro))

oraz istnieje q>0 takie, ze

iy "~ pCt,
[<e<*_. X ~ 7m - J 2)y,
a <q h cq
7/, («. L it,
a <i a Sl

dla kazdego n >0 oraz dla wszystkich x,y€K (rQ)*
‘s

Vtedy operator A spednia nieréwnosé

iiAG) - A(Y)l  <qcq fliaxjix - vii ; Dlix - F_1aCOIL ;
*s n *s rs

Ix - F_IAM -, Jly - F-1ACO117: Ny - F" 1AM

dla wszystkich x,y€KQ (r ),
*g  ©

Dowod

Na wstepie zauwazmy, ze zatozenie twierdzenia 5 gwarantuja istnienie
operatora F~!, natomiast zakoZenie i} gwarantuje -istnienie operatora F'a
na kuli Kp (rQ)« Postepujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 5 o-
raz wykorzystujac zatozenie ii) otrzymujemy, ze

Ha(x) - AMII = jeel infL >0 : [p(t, P<:ix? ~P fliw ~ ]
8 n it “ \]

I niax-jinii >0 :/ p(t*
1 it oy

inf|*>0 :Jp(t, * o~ Atxi )d™ < |];
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i[>0 = pt, t—>CrB)p<|i
1 i J

infL>0 : /p(t,

n

J

>0 - /R <

i afg

4

eanaxj|x - y[pelix mf*B(x)|p i 1x - FIA9) ¥,

Iy - F_IACOIP ; Iy - F-1AMIIC

Twierdzenie 6*
Niech F spednia zatozenia twierdzenia 5» a A zatozenia twierdzenia 3f
dla U = r. Zatézmy, ze istnieje rQ > O takie, ze

i) A(K (r0))CF(K (ro)}
oraz istnieje gq>0 takie, ze

ii) f?(t, P(mx? -P(aXi)d»L (t,
n “ a *

dla kazdego 4§ > 0 oraz dla wszystkich x,ysK (r0)-
Wtedy operator A spednia nieréwnosé

k&) - AMIT ~ <fodx - yI?

dla wszystkich x,y€K
*s

Dowéd, jako analogiczny do dowodu twierdzenia 6, pomijamy*
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Wniosek 1

Jezeli speknione sa zatozenia twierdzenia 6oraz q<1, a X. jest
e
S
przestrzenia zupedng, to z twierdzenia Banacha o punkcie statym otrzymu-
jemy, ze roéwnanie A(x) = F(x) posiada doktadnie jedno rozwigzanie w ku-
li K (rQ).
s

Wniosek 2

Jezeli spednione sg zatozenia twierdzenia 6oraz q <.1, a Xp jest
*
s

przestrzeniag zupedna, A i1 F sa operatorami nieliniowymi okreslonymi na X,

to réwnanie A(x) = F(x) posiada doktadnie jedno rozwigzanie w kuli
KQS &o) (Patrz W)
Uwaga 2

Wniosek 2 wynika bezposrednio z twierdzenia 1 =zawartego wpracy [1]1f
jezeli zauwazymy, ze zatozenie, ze operatory A1 F sa operatoramiodwzo-
rowujacymi X na X mozna zastgpi¢ warunkiem i) twierdzenia 6.

Uwaga 3

Wszystkie twierdzenia wypowiedziane w tej pracy pozostang prawdziwe dla
R = oo (patrz [2])-

Przyktad

Niech £1 = [0,1] , X miara Lebesgue’a na £1 . Niech X bedzie zbiorem
funkcji & mierzalnych na [0, 1], X + bedzie zbiorem funkcji J mierzal-
nych nieujemnych na [o0,l] dla - prawie wszystkich tc[o,lj.

Nieoh

1
p(t,x) =J ts x (9]

Fil(ttx) ==
2x(t) dla xe x\ x +

tatwo wida¢, ze |Fl1(t,x)] <|**x(t)] dla kazdego x€X . Stad i z twierdze-
nia 1 mamy, ze jezeli * to F(xX)tXp
Poniewaz s S

Kk H—j_lz u dla u€ [O»(Dj
?2u) =

2u dla u € [0, 0)

jest funkcja wklesta w [-c»,8®] oraz g"(u) > 2 dla uf£ [-00,8>] , wiec
g (B,X) - e~ (EW] ~ 2 X(t) - y(®)] dla wszystkich x,ytlt€ (o, i1 ,a stad
UFCX) - FAODIIp ~ 21(t) - y(t)lip -dla wszystkich x,ye X~ . tatwo zauwa-
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zy6, te F(Xp ) = Xp , iA(X) - A<V)llp < OF* - Y ]lp dlaj«] ~ min(C1, 2)

oraz wszystkich x,y€Xp . Czyli dla ~ zachodzi twierdzenie ¢&.
s
Poniewaz Xp  jest przestrzenia zupe#ng (patrz [2j), wiec na podstawie
s

wniosku 1 mamy, te réwnanie F(x) = A(x) posiada w Xp doktadnie Jedno

rozwigzanie jezeli ? < 1. s
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MCCJIIEHOBAt i IL™ PABPJSHIMMOCTi i HEJIHHEhiinX $yhhniiOMAJIbHNX J rAuLL/ui»®.
B MOAyJIhPHOM UPOOTPAHCINE

Pe3BMS

B HacTOHoea paOote npaxeHeuu pe3yxi>TaTH paooi [I] h [2] aah uccaeaOb&hhh
pa3pemHMociH HeAKsettHoro (JyHKMHOHaAbHoro ypaBHeuHH

A(X) = F(O

b moAyAApHOM npocipaHCTBe Xp rAe A h F - HeAHHetfHue onepaTopu onpeAe-

AeHHtie Ha X
g

ON THE INVESTIGATION OF SOLVABILITY OF TIIE NONLINEAR
FUNCTIONAL EQUATIONS IN A MODULAR SPACE

Summary

In this paper we apply the results of [ij and £2] to the investigation
of solvability of the nonlinear functional equation

A(X) = F()
in a modular space X , where A and F are nonlinear operators on XQ .
s s
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