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Streszczenie. W pracy wykorzystuje się wyniki i metodę pracy [i]
OO

do badania rozwiązanośoi równania iunkcyjnogo x(i)=36^ k(i t
.1=1

OO
przestrzeni modularnej , gdzie pg(x) =

i=1 j=1

Przedmiotem naszych rozważań będzie równanie

oc
x ( i )  = 36 ^  k ( i ,  J , |x( j)| ),

J=1 

g d z i e :
k: NxNx[o, + oo) —— [o, + oo) jest mierzalna w NxKx[o,+ o*) ,
k(i,j,u) = O u s 0 dla wszystkich (i,j)€ N x X,
k(i,j,u) jest wypukła względem u dla wszystkich (i,j)€NxN,
x € 36 , gdzie 36 jest przestrzenią wszystkich ciągów rzeczywis tych 36̂ 0.
Niech

p(i,x) = y V i . j . |x(j)|),
j=i

P s ^  = ^  k ( j .j. lx(J'| )
i=1 j=1

Łatwo zauważyć, że p jest modularem wypukłym. Niech

X = |x€3C: ę(t, X x) 0 przy % —- 0 dla każdego t 6 N

<P = | x 6 X : ps(&x) —  0 przy & —  oj.
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Przestrzeń Xp jest przestrzenią modularną, w której

IIX lip = inl

jest normą (patrz [i]). 
Niech

o©
[a (x )] (i) = ̂ ^ k(i. J > |*( J )| ) l]la każdego x € Xp .

j=1
Niech

Kps(r) - | x € X p a : l*0ft< r j .

Oznaczmy przy danym 0:

oo
kf(i,u,v) ■ T  k(i , s ,^k( s iUtv)) 

s= 1

plj(i,x) = y  k^(i,s, | x ( s ) | ). 
s =  1

Twierdzenie 1
Niech 0<r<®°, 0 < R  <<=*>. Jeżeli:

oo ^
i) i , j , —jr— ) <  dla każdego ieK,

j = 1

ii) dla każdego xt Xp oraz dla każdego fi >■ 0, istnieje n(x,fi)€N takie, 
że S

n(x,fi)
a) ^^k( j,l, |x(l)| ^  k( j , 1, |x(l)| ) + £  dla każdego j«N,

1 = 1  1 = 1

a-l^ln(x,e)
b) lim sup P, 1~ ® (i,x)^p(i, 9, ^ x) dla każdego ieN orazfi o nvx>ê  ri r

gdzie n(x,fi) spełnia irarunok a) 
to dla !:">żdego f, takiego, że O <9,^^, A odwzorowuje Kp (r) w Kp (r).
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Dowód

Niech xcXp^ oraz Wykorzystując założenie ii a) z wypukło
ści łunkcji k dla £<1 otrzymamy, że dla każdego 6 >0  istnieje n«N

(1) ^ k ( i , j , a | a e |  j,x,jx(x)| )) ^  
j=i 1 =1

< 0 - 6  ) ^ k ( i ,  j, ^ \ (  j,l,| x(l)| )) + S £ k ( i ,  j,ft|*«|)
j=1 1=1 j=1

Stosując nierówność Jensona do pierwszego składnika tej sumy otrzymamy

♦
oo n

( 2 )  ( 1  -  6 )  ^ T k ( i i J ,  ^ k (  j , l , | x ( l ) |  ) )  i £

j=1 1=1

“ T4 - £  Ü k ( i ’J> 7 ^  k(j,i,|x(i)| )) 
j=i 1 =1

r r r 1 k(j,i,|x(i)|)).
j=i 1=1

Z (i), (2), ii b) otrzymamy

(3) p(i,fc*p(. ,x))< (±,x) + £  ^ k ( x , j , a  |*e|)
j=i

v
Przechodząc w  (3) do granicy przy 6-^-0, wykorzystując i) oraz ii b) o- 
trzymamy

(ił) p(i,^3(p(.,x))^ | x) dla każdego 1«N.

Stąd (patrz [1] twierdzenie 15.2b) otrzymujemy tezę.
Twierdzenie 2

Niech p spełnia założenia twierdzenia 1 przy r = R. Załóżmy ponadto,
że:

oo
i) ^  ]Tk(i,j,1)< ~  

i=1 j=1
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.ii) dla każdego ->0 istnieje <$ ~>0 tal ie, że dla wszystkich x,ycXp 
oraz dla każdego 6 >■ O istnieje n(x,y,i )t>, takie, że

j , 1 , j.\(j )| ) - j»i» fy(i)| /
1 =  1 1=1

n(x,y,6;
^  ^ ( k( j ,1, | x(l )| ) - k( j , 1 , | y( 1N \ )| +€ dla każdego j€N,

1 = 1

lim sup 
6 —  0

Oo OO oo
Y L  X ]  Y !  |k(j,l,jx(l)| ) -
i=1 j=1 1=1

- k(j. i . |y(D|) |)< £  M a .--ji.iJL)
1=1 j=1

dla wszystkich x,y€K (r) oraz każdego ^ >0.
•S

Wówczas A odwzorowuje Kp (r) w siebie w sposób ciągły.
Vs

Dowód
Niech x,yiKp (r), ij>0, >0. Z warunku ii) otrzymamy, że dla każ-

' s
dego £ >0  istnieje nCN, że

(0 ^Tk( j,l, |x(l)| ) - j,l,|y(l)| ) ^
1= 1  .  1=1

n
, | x(l)| ) - k( j,l, |y(l}| )| + 1}6 6%.

1 = 1

Wykorzystując wypukłość i uukc jl k otrzymamy dla £ <  1

<■> &<*■ ^ £ ££*<*.,j. = 1 1 4.4 4— 4 1— -« *1=1 J=1 1=1

O« OO
|k(j,l,|x(l)| ) - k( j ,1, | y( l) | ) j ) *£

i=l j=1
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Przechodząc w (2) do granicy przy £ — 0, z założenia ii) mamy

00

i— i— 1

Stąd (patrz twierdzenie 15«. 3 [i]) mamy, że A j s ciągły w Kp (r).
s

Twierd -en.) e 3
Niech spełnione będą założenia twierdzeń t i pr®> t? = r. Jeżeli ist

nieje oę >  O, że dla wszystkich <,yiKp (r) ora dla każdego 4j > 0

lim sup n(x"tV,^') £  L  £ k(i °f l-€t V |lt(j,1, lx(l)l) 
1=1 j=1 1=1

- |y(i)! )j y ~'ę< , ,
1=1 qf

gdzi.; n(x, y , i )  spełnia sałołenle li) twierdzenia 2, to

||a (x ) - A(y)|| ^qp||x - y|| dla w s z y s t k i c h  x ,yeK (r)
*s MS *s

Dowód
Ro z u m u j ą c  jak w  dowodzie twierdzenia Z p r z y  £1 * 1 , otrzywaeiy

(1) | % (i, ±z l j r  £  ^ k(ilJ( TT ^ 7-
1=1 i=i j=i 1=1

|k(j,l, |x(l)|) k( J ,1, |y(l) | ) | ) +£ Y 1  ^fc(l,J,l)
1=1 j=1

dlr kaZdego ^ >  0 oraz dla wszystkich x ytK (r). 
Przechodząc w (i) do granicy przy 6 — *■ 0 otrzymamy

£ > (1. £ > a , - i ,
i=l ‘ 1=1 ac

dl każdego 0 oraz dla wszystkich x,y«Kp (r).
ctąd (na podstawie twierdzenia 15.4 [i])) otrzymujemy tezę.
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Lemat 1
oo

Jeżeli k(i,j,u) > 0  dla każdego u >0 oraz dla każdego j€N, to
i=1

przestrzeń X- z normą || . || jest przestrzenią zupełną.
”s "s

Dowód
Lemat jest oczywistym wnioskiem z twierdzenia Ih.k CO*

Wniosek 1
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 3 oraz lematu 1f to równanie

oo —'
x(i) = 9« ma w kuli (r) dokładnie jedno rozwiązanie

j=1
x = O.
Uwaga 1

Założenia i) w twierdzeniach 1 i 2 można osłabić.Wystarczy założyć, że 
k(i, j , --yp ) <1 dla wszystkich i,j€N oraz k(i , j , 1 ) c  dla wszyst
kich i »j€N• Istotnie, możemy przyjąć £ =£  ̂przy czym 6 ^  dobieramy

tak aby ^  ‘ ^k(i , j , dla każdego i€N oraz ^  ^  » J *1)
j=1 i=1 J=1

Uwaga 2
Twierdzenia 1, 2, 3 pozostaną prawdziwe przy R = r jeżeli zależymy, że 

warunek ii) twierdzenia 2 jest spełniony dla każdego h € (0,&oJ, a
oo

warunek i) raa postać y k(l,j | X  l) <  °° dla każdego i€N.
j=1

Uwaga 1
Dla k(i,j,u) = a^ijKu), gdzie (p : [o,<- )— - [o, c~) , tp (u) = 0 <=> u = 0 

oraz tp jest funkcją wypukłą, można podać inne warunki, w oparciu o u- 
ogólnioną nierówność Jensena, przy czym można je będzie stosować w przy
padku, gdy nie będzie można stosować twierdzeń 1, 2, 3.
Twierdzenie 1'

Niech E E l ^  M dla każdego j£N, 0<r<°*=, 0 < R<°». Vtedy, dla
1=1

każdego 36 takiego, że

y -1 a., 1<y>(M2.|3Cx(l )| )
(*) f ^ j - ^   <P(i,* | x)

ji 
1=1



O punkcie stałym pewnego operatora... ¿ 2

dla każdego xexn > 0 <  & ̂  jj, każdego i«N, A odwzorowu je K (r) w

Kp ( R ) .  
s

Dowód
Analogiczni© jak w dowodzie twierdzenia 1 wystarczy wykazać, że

p(i . ,x) ) ^  p (i — x) dla każdego x€X^ , każdego i€N oraz każde-
1 8go & takiego, że

Niech x€X0 y i zachodzi (*). Stosując uogólnioną nierówność
Jensena otrzymamy

j =  1
Z aJi
1=1

Twierdzenie 2'
Niech spełnione będą założenia twierdzenia 11 przy R s r i niech »4 speł

nia (*). Niech ponadto, dla każdego ¡b >  0 istnieje <f >0  takie, że dla
każdego ieN oraz dla wszystkich x,yiK_ (r) zachodzi nierówność

s

,».) Z - . , 111—   o u . ^ )

\)i
1 =1

Wtedy A odwzorowuje K (r) w K (r) w sposób ciągły.
“s s

Dowód j
Niech = A— , ^ = jgej, ^ > 0. Stosując uogólnioną nierówność Jen

sena otrzymamy

£ v |,l-lV  ̂

1=1
1" z : -

i = 1



Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 2 wnosimy stąd,że operator A jest 
ciągły.
Twierdzenie 3*

Niech spełnione będą założenia twierdzenia 1' przy R = r i niech 96 
spełnia (*). Niech istnieje of >  0, że dla wszystkich x,y€Kp (r) , każdego 

>  0 oraz dla każdego icN zachodzi nierówność
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£ * , ! * < "  ' , ( ‘ V

"ji

(***)   «śpi1 « x« r . ■

1 =1

Wtedy jj A(x) - A.(y)|| <Of||x - y|| dla wszystkich x,yeKp (r).
>s *s s

Dowód jako analogiczny do dowodu twierdzeń J i. 21 pomijamy.

Wniosek V
Jeżeli istnieje i€N takie, że aij > 0  dla każdego j€N oraz speł

nione są założenia twierdzenia 3* » a of < 1 t to równanie

x ( i )  = ae £ . ± i*< M j )|  ) 
j=i

posiada dokładnie jedno rozwiązanie w kuli K (r).^s
Uwaga 4

Jeżeli k(i,j,u) = ąijU, a^j > 0  dla wszystkich i,j€N, to twierdze
nia 1,2,3 można znacznie uprościć. Łatwo zauważyć, że

X

i=1 j=1

Istotnie

oo
ciX„ <=> lim p (Jkx) = 0<=> V  a lx( j)l lim |APs o 3 -f—- f—: J1=1 J=1

1=1 j=1
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Twierdzenie 1
po

Jeże j ^  'a ^  ̂ dla wszystkich i , l€ N , to A odwzorowuje

\ M  -"p .">■

Twierdzenie 2"
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 1M rzy H = r, to A odwzoro

wuje K (r) / Kp (r) v sposób eiagł>.
' s s

Twierdzenie 3>f
Jeżeli -pełnione są założeni.a twierdzenia i" przy R = r, oraz istnieje

oo ęę ||
oę>0 rnf; • e , że dla wszystkich i,j€N ^  ,aj la> j ̂  HET aij* ° l!A^x ' ”

1=1
- a(>'|L - y |L dla wszystkich x,y€K (r) .

* s ‘ s
Przykład 1

i . JNiech k(i ,u) = (-) (:7) . Wtedy

p ( i , x )  - )  (■!) |x(.i)| , p s (x ) = ^ ( 3 ) |x (j)| •
j=t j=1

00 i+ i
(iA,#p(.,x)) = r !A|se| ' |x(j)| « P  (i A * )

J  = 1

dla każdego x6Xe > < 1 Stąd |»t | <3.
s 19CIŁatwo sprawdzić, e twierdzeń! j  3m zachodzi dla cę =5= —j — c z y l i ,  jeże-

IWI i i+ jli ■ —  C l ,  to równanie x[l' - ^  ,̂ 2  ̂ |x (j)| Posiada dokładnie Jedno
J =1

rozwiązanie rcwne r -i przestrzeni Xp .
Przykład 2

Niech k(.i,J,u) = a^pfu), gdzie

tp( u) •=
^  u  d l a  u € [ o , 2 ]

u-1 dla u 6 (2 ,3]
2u-<ł dia u > 3,

1 , i + J
*ij = ^
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Zauważmy, że: spełnione jest założenie i) twierdzenia 1 i 2, założenie 
ii a) twierdzenia 1 jest spełnione, bo

2ai.1u 1 aiju -

założenie ii b) twierdzenia 1 będzie miało postać

S aijajl*(T ^ * l * x(l)l ^  r|x(Jłl }*
1=1 j=1 j=1

czyli

e>o oo
^  )< £  ( £ > % < *  ||x(j)|)

Ł 1=1 j=1 j=1

stąd

,lira0 ^  Z ! « ,(ir£-a|*tx(j)| )< £ ( I )  "|*(j )| ).
e ~ °  j= i - j=i

więc -^&|36|^a5( czyli |j{| ^  •25, skąd dla R = r, ¡3t| <  -2, twierdzenie 
3 jost spełnione dla | X  | s£ aę , czyli dla | »e | <■ ^ równanie

°°i i+j
x(i) = 36 ( | x( J)| ) posiada dokładnie jedno rozwiązanie równe 0

j*1
w przestrzeni X- .

s
Przykład 3

Niech k(i,J,u) = (|) (i) u2.
Łatwo sprawdzić, że warunek ii b) twierdzenia 1 nie jest spełniony dla

oo
# ^ 0. Mamy jednak <  £ dlQ każdego l€N, stąd M =

j = 1
Warunek (# ) ma postać
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2
Skąd 2 ^  t czyli ¡9C|^ *ł więc dla R = r, ¡96 | <  U.
Warunek (*#*) wymaga nierówności yg- <  ̂ 5p2* cz>rli l̂ l ̂  /,CF» s t ą d  dla 
|96| <  ̂  równanie

x(i) (5 ) lx(j)l
J=1

posiada dokładnie jedno rozwiązanie równe 0 w przestrzeni Xp •
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B MOJJ,yjWPHOM nPOUTPAHCl'BB

P e  3 K) m e

B H ao io am e ii p a O o ie  npHMeHeHu p e a y j tb ia T u  u uetofl. p a f io ia  f i ]  ahh  n c c a e ,a o -

oo
BaHHH pa3peoHMooia cpymtmioHaabHoro ypaBHeHH« x(i) = yk(i,j, |x(j)| ) b

J=1
oo OO

«loayaapHOM npocipaHOTBe Xp , m e  p s(x) y  k(l,j, |x( j)| ).
8 i=1 j=1
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ON A FIXED POINT OF A CERTAIN OPERATOR IN A MODULAR SPACE 

S u m m a r y

In this paper we apply the results of ['] to the investigation of

solvability of the equation x(i) = 36 ̂  k(i,j,|x(j) | ) in the modular
j=1

oo «*«
space Xp , where p s(x) = ̂  ^]k( i , j , | x( j)| ) .

S i=1 j=1

Recenzent: Prof. dr hab. Julian Mualalak

Vplyn^lo! 13.05.1982 r.


