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Marian PALEJ, Anna POGONOWSKA

O DALSZYCH ZASTOSOWANIACH PEWNEGO PRZEKSZTALCENIA PLASKIEGO

Stroszczenie> Praca zawiera rozwiniecie artykudu pt. 'O whasno-
Sci pasma stozkowych wynikajgcej z pewnego przeksztateenia plaskie-
go", opublikowanego w Zeszytach Naukowych Politechniki Slaskiej s.
Matematyka-Fizyka z. 35 (1979). Przedstawione w niej zastosowanie
dualnego przeksztatcenia kwadratowego elementéw pdtaszczyzny do do-
wodu istnienia, tzw. stozkowej dziewieciu punktéw oraz uogolnienia
wkasnosci pasma stozkowych.

W pracy [i] przedstawiono podstawowe whkasnosci przeksztakcenia pta-
szczyzny na siebie opartego o nastepujgce zatozenia: dane sg dwie tzw.
proste bazy p® i oraz dwa roézne punkty - Srodki rzutéw S°, spednia-
jace warunki: S , S2”P2* Dowoinerau punktowi A ptaszczyzny przyporzad-
kowuje sie prostg a przechodzaca przez rzuty tego punktu z Srodkéw
odpowiednio na proste Pl i P2* Wykazano, ze obrazem dowolnie potozonej
prostej w tym przeksztakceniu jest stozkowa, a dowolnego peku prostych -
pasmo stozkowych. Wskazano na mozliwo$¢ zastosowania tego przeksztakcenia
do dowodu jednego z twierdzen dotyczacych pasma stozkowych.

V pracy niniejszej podjeto prébe szerszego wykorzystania omawianego
przeksztatcenia do ujawnienia wkasnosci pasma stozkowych.

Zwr6émy uwage na whasnos$¢ przeksztakcenia wyrazong nastepujgcym twier-
dzeniem:

Twierdzenie 1

Praobrazem peku prostych jest stozkowa.
Dowéd: (rys. 1)

Proste peku M(a,b,c ...) przecinajag proste bazy w szeregach punktow
pl(Al, Bj-..), P2(A2* B2 W konstrukcjipraobrazéwprostych a, b, c
punkty szeregu (pl)rzutujemy z Srodka S1 apunkty szeregu (p2) “2 Srod-
ka s2.

Oczywiste sg zaleznosci:

®.)A (P2) (€)

(HA (52) @
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Punkty przeciecia” par odpowiednich promieni pekow (S™) i (S2) sa praobra-
zami prostych peku (m) i wobec relacji (2) leza na stozkowej c.n.d.
Zauwazmy jeszcze, ze dla M = lub M = stozkowa £l degeneruje sie do
prostych pl lub p2 i f =

Rys, 1

Przeprowadzmy z kolei nastepujgce rozumowanie. Niech dany bedzie do-
wolny punkt M oraz pasmo stozkowych o prostych podstawowych p1, p~, f, w.
Rozwazmy styczne do stozkowych pasma przechodzace przez punkt M. WSraéd
nieskonczenie wielu tych stycznych (z ktérych kazda wraz z prostymi pod-
stawowymi okresla poszczeg6lng stozkowg pasma) istniejg takie, ktére z
stozkowymi pasma stykaja sie w tym samym punkcie M. Z twierdzenia o peku
stozkowych mozna wnosi¢, ze styczne takie sa dwie, przy czym moga one byc
rézne, rzeczywiste lub urojone a takze moga sie jednoczy¢. Istotnie bo-
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wiem jest to zagadnienie dwoiste do stozkowych peku, stycznych do dowol-
nie danej prostej m.

Pokazemy jak przy pomocy rozpatrywanego przeksztakcenia mozna przepro-
wadzi¢ dowdd powyzszej whasnosci pasma stozkowych. Rozwazmy w tym celu
(rys. 2) praobraz pasma stozkowych, ktérym jest (1) pek prostych ).
Skonstruujemy stozkowag y, stanowigca zgodnie z twierdzeniem 1 praobraz
peku prostych o $rodku M. Poszczeg6lne proste peku (W) atbfc, ... przeci-
naja te stozkowg w dwoch punktach, ktérych obrazami sa styczne stozko-
wych pasma oetjbt eee przynalezno do punktu M. Vezmy pod uwage styczne do
stozkowej przechodzgco przez punkt W. Kazda z nich zawiera tylko je-
den punkt wspélny z stozkowg y , co oznacza, zO© w-przeksztakceniu odpowie
im para stozkowych pasma, ktérych styczne przechodzace przez punkt M ule-
gaja zjednoczeniu. Poniewaz z punktu V wychodzg dwie styczne do stozkowej

- istnie¢ beda dwie stozkowe o powyzszej whasnosci, tj. dwie stozkowe
pasma przynalezne do punktu M, co nalezato udowodnic¢.

Rozumowanie powyzsze narzuca jednoczesnie sposob postepowania przy
efektywnej konstrukcji stozkowych pasma przechodzacych przez dany punkt M.
W tym celu wystarczy uwaza¢ dwie dowolne sposréd czterech prostych pod-
stawowych za proste bazy p», p~» trzecig - za oS f, na ktoérej dowolnie
przyja¢ mozna Srodki rzutéw SN, SN, a ~zwartg - za obraz Srodka peku pro-
stych V, ktérego oryginat jest tg droga Scisle okreslony. Nastepnie z
Srodka ¥ nalezy skonstruowa¢ styczne do stozkowej y. bedacej praobrazem
peku prostych o Srodku M. Punkty stycznosci tych stycznych przeksztatcaja
sie na proste, ktére stanowig styczne do szukanych stozkowych w punkcie M.

Dla dalszych rozwazah udowodnimy kolejng wkasno$¢ rozpatrywanego prze-
ksztatkcenia:

Twierdzenie 2
Praobrazem pekéw prostych o Ssrodkach wspédliniowych jest pek stozko-
wych.

Dowod

Rozpatrzmy peki o Srodkach M, N, R lezacych na prostej q- Stozkowe

stanowiace praobrazy tych pekéw przechodza przez Srodki S ~ , jako wierz-
chotki tworzacych je pekéw prostych oraz przez punkt P nalezgcy do obydwu
szeregow (p-j)F (Pg) a i do obydwu pekéw (&, (.,)-
Tak wiec stozkowe fjl, i p jako praobrazy (m), (), (r), maja z sobg po-
wyzsze trzy punkty wspélne. Jezeli ponadto M, N, R leza na prostej q -
praobraz tej prostej, punkt Q winien naleze¢ do praobrazéow pekéow (m), (),
(r). Jest to czwarty uzasadniajacy twierdzenie punkt wsp6lny stozkowych
ji»™. 9-

Wezmy z kolei pod uwage praobraz pekéw prostych réwnolegdych, tj.
takich, ktérych Srodki lezg na prostej niewkasciwej t*° . Zgodnie z powyz-
szym twierdzeniem, jest nim pek stozkowych o punktach podstawowych S »S7™,
P i T, gdy T jest praobrazem prostej niewkasciwej t* (rys. 3).
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Wybierzmy dowolny punkt niewkasciwy V00 oraz przechodzace przezen promie-
nie pekow (&), (*2) ” u* w# Zauwazmy, co wynika z zatozen konstrukcji,
ze praobrazy tych promieni, punkty U, V spedniaja warunki: U€p2, VE€p .
Wyznaczmy $rodek stozkowej przechodzacej przez punkty S*, S2, P, T, U iV,
tj. stanowigcej praobraz peku (V8&), Wystarczy w tym celuspotowicéréwno-
legte do siebiecieciwy TS, PW oraz TS2, PU, Otrzymanew ten spos6b $red-
nice XM i YN przecinaja sie w punkcie O stanowigcym $rodek rozpatrywanej
stozkowej,

Zat6zmy z kolei, ze punkt V obiega prosta niewtasciwg zajmujac kolejne
potozenie V®\ V 2 ... . Rozpatrzmy praobrazy pekéw (V*°1)f (V**2) ...
Dedg to stozkowe cg,fi, .- nalezace do peku o punktach podstawowych S»,
S , P, T. Postepujac jak wyzej otrzymujemy na prostych p , p9 szeregi o

elementach W, W7, ... 1 U, U %J ...z zachowaniem relacji:
p,(¥, V1,V2 _..)) A t~(V~, V~1)ip2, U1, U2 ..)) A3)
Zachodzi réwniez:

P, e M1, M2 .. _)APIQW, ¥1, ¥2 ..))

P2(U,U1, U2 _..)Ap2(N, K1, N2 _..) a

gdy m\ M2 ... N1, N2 ... sa $rodkami odpowiednich cieciw P¥* i PU*.
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Wynika stad rzutowosc:
(XHa) A (T01) @

a w rezultacie nastepujacy wniosek:

"Srodki stozkowych ce, ),y ... peku o punktach podstawowych S2,P, T

leza na stozkowej'.

Jest natychmiast widoczne, ze stozkowa ta przechodzi przez:

1) punkty X i Y - Srodki odcinkéw TS1 i TS2 - jako wierzchotki rekéow (x),
w

oraz

2) punkt 02 = PTfl S"Sg.

Ta ostatnia relacja wynika, jak to datwo zauwazy6é z jednokdtadnosci tréj-

katéw O02TSP i 02PU2 oraz 02TS i 02PW2, w ktérej sSrodkowe odpowiadajgcych

sobie bokéw - proste XM2 i YN2 -.przechodzag przez é_rode% 0 .

Zauwazmy, ze dla czworokata zupednego o punktach podstawowych S , S , P,T

Srodki odcinkéw TSN, TSg sa Srodkami jego dwéch bokéw, a punkt O2 - jed-

nym z punktéw przekatnych.

Zauwazmy wreszcie, ze dla danej czwérki punktéw podstawowych *role™ Srod-

kéw rzutéw S1, S2 oraz punktu wezdowego P mozemy widzie¢ zamiennie, tj.

dowolne dwa sposréd nich uznac¢ za , Sg a jeden z pozostatych - za punkt

wezdowy P. Woéwczas powtarzajgc powyzszo rozumowanie dochodzimy do wniosku,

\

Rys = k



0 M. Palej, A. Pogonowska

ze stozkowa, ktorej kazdy punkt jest Srodkiem jednej z stozkowych peku
przechodzi przez sSrodki wszystkich bokéw oraz przez wszystkie trzy punkty
przekatne czworokata zupednego utworzonego z punktéw podstawowych peku.
Jest to tzw. stozkowa dziewieciu punktéw, ktorej istnienia dowodzi sie w
literaturze [2J, [3] na zupednej innej drodze.

Rozwazmy jeszcze jeden przyktad zastosowania omawianego przeksztatce-
nia do dowodu pewnej wkasnosci pasma [*]=

Niech dany bedzie (rys. U) dowolny pek prostych o $rodku (W) i odpo-
wiadajgce mu w przeksztaktceniu pasmo stozkowych o prostych podstawowych
P1* P21 ~ oraz w, gdzie prosta w jest obrazem punktu V. Przetnijmy pefc
(W) dowolnymi dwiema prostymi r, r.
Otrzymujemy szeregi:

r(A, B, C ...)“ r(A, B, C ...) ®)

Rozwazmy obrazy prostych r i r - sg nimi stozkowe pip, z ktérych kazda
zawiera proste podstawowe pasma p”~, p”~, f. Stozkowe te oprécz wspélnych
stycznych p”, p~™» & maja jeszcze wspdélng czwartg styczng - prosta q (sta-
nowigcg obraz punktu Q = rfl r). Wezmy z kolei pod uwage obrazy punktéw

A, B, C ... oraz A, B, C ... Z zasady przeksztakcenia wynika, ze wyzna-
czajace je pary punktéw, np. AN AN, BN ... sa elementami rzutowych sze-
regéow (pt), (p2). Proste a = AMAg, b =B~ ... (a="A,,, a2)
generujg na dowolnej stycznej stozkowej p (p) szeregi rzutowe do (p,) i
(P2)*
Przetnijmy zbiér prostych a, a, b, b, ¢, ¢ ... styczng q. Przyjmujac o-
znaczenia aflqg = 1, bflq = 2, aflg = 1, bHq = 2 ... otrzymujemy:

(1,2 ..)A q(T.2 ...) @

Relacja powyzsza ujawnia pewng wkasnos¢ pasma stozkowych, ktdéra mozna wy-
razi¢ w nastepujacym twierdzeniu .

Twierdzenie 3

Styczne dowolnych dwéch stozkowych p i p wpisanych w trzy proste pod-
stawowe pasma stozkowych, wsp6lne z poszczegdlnymi stozkowymi tego pasma
wycinaja na wspélnej stycznej pfl p szeregi rzutowe (tworza rzutowe pe-
ki stopnia drugiego).

Nie trudno zauwazy¢é, zs jest to twierdzenie dwoiste do tego, jakie zo-
stato wyprowadzone i udowodnione w pracy [*1-
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BOIIPOC 0 MIIbHENIIEM nPHMEHEHHIi
HEKOTOPOrO IUIOCKOrO nPEOEPA301iAHHh

Pesdue

HacToHaaK pafioTa coAepxm pa3BHme cxaibH *""Bonpoc o OBoBctBe nojioca ko-
HKH8CKHX ceMeHKFi cjieiycnio: H3 HeKOToporo nxockoro npeodpasoBaHHa™ onyOJiHKo-
BaHHoro b HayHHboc leipa”™ai On.ae3CKoro HKCTMiyta, MaTex&THito-$a3x<iecKaK cne-
U«ajibBocTb U 35 (1979) .

B padoTe npexcTaBaeHo npBHeKeaae ABoftCTBeHHoro KBaApaTatecKoro npeodpa-
soBaHHH saeueHTOB mockocth ajia AOKa3ateAbCTBa cyaecTBoBamia iax HasABaeuo-
ro KOBHBecKoro ce”eHin acehth Tonek, a tamce aah ofioOgeHH« csoUciBa noaocu
loaiiscux censHKit,

ON FURTHER APPLICATION OF A CERTAIN PLANAR TRANSFORMATION

Summary

The paper includes the amplification of the article entitled: "On the
property of a band of conics resulting from a certain planar transforma-
tion” published in Zeszyty Naukowe (Scientific Papers) of the Silesian
Technical University speciality Mathematics - Physics z. 35 (1979). This
paper presents the application of dual square transformation of the ele-
ments of a plane to the proof of existence of the so-called conic of nine
points as well as the generalizations concerning the properties of a band
of conics.
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