
ZESZYTY NAUKOWE TOLITCCItYJKI ŚLISKIEJ_______________________________1982
Seria: MATEMATYKA-Fit ZYKA z. 1*2 Kr kol. 7i>7

Marian PALEJ

O PEWNYM UOGÓLNIENIU PŁASKIEGO ZWIĄZKU INWERSJI

Streszczeni e . V artykule przedstawia się własności płaskiego 
związku inwersji, w którym stożkową podstawową jest kolejno hiper­
bola, elipsa i parabola. Rozważania oparto o złożenie uogólnionych 
rzutów s t.oroograf i cznych oraz przekształcenia rzutowe.

Klasyczna ciel inicja inwersji opiera się- na przyjęciu, tzw. okręgu pod­
stawowego ii o środku S i promieniu r, i określa takie przekształce­
nie płaszczyzny okręgu na siebie, w którym dowolnemu punktowi A odpowiada 
obraz A łożący na promieniu SA (rys. i) i spełniający warunek: SA x
x ŚS = r2 . Ponieważ dowolnej prostej a odpowiada w tym związku okrąg a 
przynależny do środka S i przechodzący przez punkty a f) &  można, jak wy­

nika to z prostych relacji, parę przyporządko­
wanych sobie punktów w przekształceniu inwer- 
syjnyat określać jako takie, które leżąc n« 
wspólnym promieniu są sprzężone vrzględem okrę­
gu a* , albo inaczej jako takie, z których je­
den leży na biegunowej drugiego względem okrę­
gu podstawowego Q .
Ta ostatnia uwaga prowadzi do uogólnienia prze­
kształcenia inwersyjnego, którego zasada spro­
wadza się również do sprzężżoności oryginału i 
obrazu punktu ale Y/zglęcłem dowolnej już stoż­
kowej Q  .

Rozpatrzmy w miejsce okręgu podstawowego 
dowolną stożkową Q  o środku S (rys. 2). U- 
ogólnioną inwersją nazywać będziemy takie przy­
porządkowanie sobie punktów w parach leżących 
na promieniu przynależnym do S, w którym je­
den z nich leży na biegunowej drugiego wzglę­
dem stożkowej Q . Na wstępie udowodnimy twier­
dzenie umożliwiające szczegółowo zbadanie włas­
ności uogólnionego przekształcenia inwersyjne- 
$o.
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Tvierdzonie 1

V przypadku, gdy stożkowa £1 jest elipsą lub hiperbolą uogólniony 
związek inwersji możemy otrzymać w wyniku złożenia dwóch rzutów stereo- 
graficznych i jednego rzutu prostokątnego.

Dowód
Przyjmijmy kwadrykę $ (rys. 3 ) styczną do płaszczyzny stożkowej Q w 

punkcie S, o osi SO prostopadłej do tej płaszczyzny. Kwadrykę tę okreś­
lamy warunkiem by jej przekrój średnicowy płaszczyzną równoległą do 31 był 
stożkową jednokładną do &  przy skali jednokładności 1 / 2 .
Rozważmy dowolną płaszczyznę & przechodzącą przez oś kwadryki oraz pro­
ste p, s, jej krawędzie z płaszczyznami 31 i 6  Ił • Obierzmy dowolny punkt 
A na prostej p i rozpatrzmy szereg p(A, P f Q, S, T 00), gdzie P i Q są 
punktami stożkowej Q  , S - jej środkiem, natomiast T - punktem niewła­
ściwym prostej p. Zrzutujmy szereg (p) ze środka O na kwadrykę $ •
Otrzymujemy:

ty (ś- t  1 s, o) /\ (p), ( 1 )

gdzie (p jest stożkową przekroju kwadryki $ płaszczyzną & . Dokonajmy
następnie rzutu szeregu (<p) z punktu 0 na prostą S. Otrzymujemy:

S(A, P, Q, S ~  , 0)= (<i>) (2)

Wobec ( 1 ) zachodzi:

(S) Á  (P) (3)

Sporządźmy^wreszcie prostokątny rzut szeregu (s) na prostą p. W dwóch sze­
regach rzutowych p(A, P, Q ...) A p(A., & ...), o wspólnej podstawie
zauważamy, że:
o a a .

1 - punkty P, Q jednoczą się odpowiednio z punktami P, Q, tj., że są to
punkty podwójne tych szeregów,
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2° - niewłaściwy punkt T 00 pokrywa się z S 00 a odpowiadający mu T jed­
noczy się z S.

A  00 AOznacza to, że para T = S, T s S  jest parą inwolucyjną, czyli, że oby­
dwa szeregi, składają się na szereg inwolucyjny o podstawie p. Ponieważ 
para punktów homologicznych szeregu inwolucyjnego tworzy z parą punktów1 

podwójnych dwustosunek wartości -1 wynika stąd, że punkt A oraz przypo­
rządkowany mu ze złożenia dwóch rzutów stereograficznych i jednego rzutu 
prostokątnego obraz A są sprzężone względem stożkowej ii i pozostają w 
uogólnionym związku inwersji, co należało dowieść.

Przypomnijray jeszcze znaną własność rzutu stereograficznego: jeżeli
środek rzutu O jest punktem kwadryki $ antypodycznym (średnicowo-przeciw- 
nyra) względem jej punktu styczności do rzutni wówczas rzuty stożkowych 
leżących na $ są "podobne i podobnie ułożone" (i), czyli jednokładne. 

Przechodząc do omówienia poszczególnych przypadków rozważmy:
A. Stożkową podstawową ii w postaci hiperboli o środku S i asymptotach 

m, n (rys. 4, 5 , 6 ).

Hys. 5
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Rys. 6

Niech kwadryką pośredniczącą w konstrukcji przekształcenia bidzie hiper- 
boioida obrotowa/ jodnopowłokowa $ o osi obrotu równoległej do rzutni 
i styczna do rzutni w punkcie S.

Hiperboloidę $ przyjmijmy w ten sposób by rzut stereograf iczny ze 
środka C f (gdzie 0 jest koncern osi SO) jej przekroju płaszczyzną główną 
il HÆ pokrywał się z hi perbolą {2 .

Obierzmy na płaszczyźnie #  dowolną prostą a i dokonując dwukrotnie 
rzutu stereograficznogo (ze środka O i s) a następnie prostokątnego na JÎ, 
wyznaczmy krzywą â będącą uogólnionym, inversyjnym obrazem prostej a. 

Otrzymujemy bezpośrednio następujące wnioski:
1 . Jeżeli prosta a przechodzi przez środek uogólnionego związku iuwersji, 

obrazem jej w tyra przekształceniu jest zjednoczona z nią prosta â oraz 
prosta niewłaściwa (ta ostatnia jako obraz środka S należącego do a).

2. Jeżeli prosta nie przechodzi przez środek inwersji obrazem jej może 
być alternatywnie:
a) hiperbola jeduokiadna do stożkowej podstawowej Q  przechodząca przoz 

jej środek lub
b) para prostych, którą stanowi równoległa do jednej z asymptot oraz 

pozostała asymptote stożkowej podstawowej.
Przypadek b) ma miejsce wówczas kiedy rozpatrywana prosta spełnia, warunek 
równoległości do jednej z asymptot hiperboli ¿2 . Wówczas bowiem rzutują­
ca ją płaszczyzna przecina kwadrykę $ w dwóch tworzących. Każda z nich 
przecina jedną z tworzących styczności hiperboloidy $ do rzutni (rys, 
**), stąd przynal eżnośó ich rzutów do punktów niewłaściwych asymptot. Po­
nieważ, dodatkowo, jedna z nich przechodzi przez punkt 0 -w rzucie po­
krywa się z odpowiednią asymptotą.
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Dla ustalenia dalszych własności przoc3 z taloeriia udowodnimy twiordze- 
n.i o :
hderdzenie 2

Uo'.«oina, ni ezde^enerov/<ina stożkowa c, jodnokładna do stożKowyj pod­
stawowej ii jest rautem stereograficzny.,i ściśle określonej stożkowej 
kwadryk i $ •

U o wód
Obierzmy na stożkowej o dowolno trzy punkty A, E, C, i zrzutujmy je 

na kwadrykę $ z punktu 0. Otrzymuj omy punkty A^, 1)̂ , 0^. Płaszczyzna 
<p = przecina kwaaryky* 0 v takiej stożkowej c^f która w rzucie
na Jt ze środka O ma ze stożkową c wspólne punkty *, Tl, C, Ponadto,

n  . Aponieważ jesl to stożkowa jorlnokładna rlo , a więc i do c ina z tą o- 
statriią dalsze owa punkty wspólne - punkty zjednoczone wspólnego szeregi 
inwolucyjnego punktów sprzężonych o podstawie ni ev Łaściwej. Zatem .istot­
nie stożkowa c jest identyczna z rzutom ?toreogralicznym określonej 
stożkowej (o^e A^, 13̂ , ) leżącej na $ .

Jo-it oczywiste, że dla rozłącznych c , ii zachodzi również roz^ozność

•
Zauważmy jeszcze, że stożkowa powierzchnia rzutująca krzywą o przenika 
się z kwadryką $ w z degenerowanej krzywej rzędu czwartego, na którą 
wraz z stożkową składa się para tworzących przynależnych do środka 0.
Prawdziwe zatem jest twierdzenie:

Twi erdzeni o 3
Obrazem dowolnej hiperboli p , nieprzyna.leżne.j do środka uogólnionej 

inwersji S i jodnokładnaj do stożkowej podstawowej ii Jest jednokładna 
do niej hiperbola p oraz para prostych; proste te są asympr.otain.i stoż­
kowej podstawowej (rys. 6 ).

Rozważmy jeszcze przekrój 6 ^ kwadryki $ płaszczyzną ♦>? prostopadłą 
do rzutni. Wobec równoległości & II JT stwierdzamy, że stożkowa jest sy­
metryczna względem płaszczyzny głównej & , a także, że symetryczne wzglę­
dem są stożki o wierzchołkach 0 i S rzutujące krzywą 6 ^ stereo-
graiicznie. Jak łatwo z togo wywnioskować obydwa rzuty stereograficzne
stożkowej 6 <f> po dokonaniu rzutu prostokątnego ulegną zjednoczeniu, czyli Ahiperbola 6 pokryje się z częścią swojego obrazu.

Zbadajmy jeszcze warunkj, jakim odpowiadają hiperbole jednocząee się z 
swoimi obrazami. Twierdzenie 3 nakłada warunek .jednokładnośoi do stożko­
wej podstawowej. Warunek dalszy wynika z rozważań przestrzennych..Zauważ­
my , że styczne do stożkowej" w jej punktach wspólnych z praobrazem stereo* 
graficznym stożkowej podstawowej ii ̂  są prostopadłe do rzutni. Rzuty 
atereograiiczne tych stycznych przechodzące przez środek inwersji są

Astycznymi hiperboli 6 . Hiperbole przekształcające się na siebie mają więc 
styczne w punktach przecięcia z stożkową podstawową przechodzące przez 
środek S (rys. 7).
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Na podstawie powyższych uwag można sformułować następująco twierdzenie: 

Twierdzenie k
Obrazem hiperboli jednokładnej do stożkowej podstawowej Q  , takiej, 

do której styczne w punktach przecięcia z £2 przechodzą przez środek uo­
gólnionej inwersji jest ta sama hiperbola oraz para asymptot stożkowej 
pods tawowej•

B. Załóżmy z kolei, że stożkowa podstawowa jest elipsą o środku S (rys.
8 ).

Niech kwadryką pośredniczą­
cą w konstrukcji rzutów 
stereograficznych będzie 
nieobrotowa elipsoida $ 
styczna do rzutni w punkcie 
S, o osi SO i takim prze­
kroju płaszczyzną główną 
& II Jf, którego rzut z końca 
osi 0 pokrywa się z stoż­
kową podstawową .

Powtarzając rozumowanie 
z ustępu a ) dochodzimy do 
podobnych własności tak u- 
ogólnionego związku inwer­
sji:
1* Jeżeli prosta przechodzi 

przez środek S obrazem 
jej jest zjednoczona z 
nią prosta oraz prosta 
niewłaściwa.
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2. Jeżeli pro3ta nio przechodzi przez środek S obrazem jej jest elipsa 
jodnokładna do stonkowej podstawowej, przynależna do S.

3, Obrazem dowolnej elipsy £ jednokładnej do stożkowej podstawowej i
A

nieprzynaleznej do środka S jest jednokładna do niej elipsa 6,; obraz 
ten uzupełnia para urojonych stycznych stożkowej podstawowej wychodzą­
cych z środka S (rzut tworzących przekroju elipsoidy płaszczyzną
styczną w punkcie o), 

ą. Obrazem elipsy jednokładnej do stożkowej podstawowej Cl , takiej, do 
której styczne w punktach przecięcia z Q  przechodzą przez środek S 
jest ta sama elipsa uzupełniona parą urojonych stycznych do stożkowej 
podstawowej przynależnych do S.
Podkreślmy jeszcze istotną różnicę w j.nwersyjnych obrazach punktów nie­

właściwych m przypadkach A i B. W przypadku kiedy stożkowa podstawowa jest 
elipsą, inwersyjnym obrazom wszystkich punktów niewłaściwych jest środek 
S, natomiast wówczas kiedy stożkowa podstawowa jest hiperbolą obraz dwóch 
punktów niewłaściwych ma charakter rozciągły. Są to punkty niewłaściwe 
stożkowej podstawowej, którym odpowiadają asymptoty. Pozostałe punkty 
niewłaściwe w przypadku A mają swój obraz w postaci środka S.

C. Przechodząc do omówienia kolejnego przypadku uogólnionej inwersji 
przyjmijmy dowolną parabolę &  o środku S ** (rys. 9) jako stożkową pod­
stawową .

Zauważmy na wstępio, żs inaczej niż w przypadkach A i B każdemu punk­
towi właściwemu odpowiada punkt właściwy a każdemu punktowi niewłaściwemu 
- ten sam jeden punkt niewłaściwy środek inwersji S°° .

Z warunku sprzężoności punktów A i X względem paraboli Q  i współli- 
niowości A, A, wynika warunek AP = pX, gdzie P = AS°° fi Q oraz
P * S°° .
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ITnosi.uy stąd, że ohra/en dowolnej figury X1 w rozpatrywanym przekształ 
c«niu inuersyJnyw jest symetryczna z Ilią figura T  przy założeniu krzy­
woliniowej osi symetrii Q  x ki erunku symetrii Ł»°°.
Udowodnimy:

Twierdzen i & 3
W uogólnionym związku inwersji o krzywej podstawowej w postaci parabo- 

li o środku S°° prostej q nio przechodzącej przez środek S**0 onpowinda 
para bo La q o środku S°° .

V dowodzie obierzmy szereg punktów o podstawie q (>t,K . ..) i rozważmy 
jego biegunowe? Q(m,n . ..). Obrazami punktów M,N ... są punkty przecię­
ci ja prostych S°°M, S°°K ... z. odpowiednimi prostymi i>i,n ... . 
Uwzględniając:

(<1) A  (<•)

S°*(S°“M, S ~ V  ...) a «łfM.H ...) (5 )

mamy

(Q) A (s") (6)

co oznacza, że zbiór punktów stanowiących obrazy elementów szeregu (q) 
jest stożkową q.
Zauważmy, że wierzchołek pęku (S°°) należy do tej stożkowej i że jest on 
jej jedynym punktem niewłaściwym. Gdyby bowiem istniał josftcze jeden punkt 
niewłaściwy tej stożkowej, wówczas prosta niewłaściwa byłaby perspekty­
wicznym z nim promieniem pęku (S°°) i łączyłaby z S 00 niewłaściwy punkt 
V®° szeregu (q;. Wiadomo jednak, że biegunowa v punktu V 00 jest śred­
nicą stożkowej Q  , a więc element wspólny S*0 V°°a v jest środkiem S*°, Do­
wiedliśmy zatem, że stożkowa q jest parabolą o środku S .

Jest oczywiste, że w przypadku szczególnym kiedy prosta a przechodzi 
przez środek inwersji obrazem jej jest zjednoczona z nią prosta a oraz 
prosta niewłaściwa.
W analogii do przypadków A i n si ormułujemy twierdzenia:
Twierdzenie 6

Obrazem paraboli p o środku zjednoczonym 7.0 środkiem o 00 inwersji 
jest współśrodkowa z nią parabola p oraz prosta niewłaściwa (rys, 10).

1» dowodzie powyższego twierdzenia zauważmy, że biegunowe punktów sze­
regu stopnia drugiego o podstawie p tworzą pęk stopnia drugiego, które­
go obwiednią jest parabola 7t o środku S"° . Istotnie bowiem do pęku te­
go na Jeży prosta niewłaściwa jako biegunowa punktu -st>c szeregu (p).Vpro~ 
wadźmy p«,.*k (S ) porspoktywic7,ny do szeregu (p).
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Ponieważ zachodzi:

S ~ ( S “ A,S”“ B ...)“ p(A,B ...) (7 )

oraz
<_

o (a , B ...)A í£ (a, b ...) (8)

mamy do czynienia z utworem powstałym 
z przecięcia odpowiednich elementów w 
rzutowych względem siebie pękach stop­
nia dzaigiego i pierwszego:

3t(a,b ...)A S ^ Ć S ^ A ,  S ~  B ...) (9 )

Utworem takim jest krzywa rzędu trze­
ciego c^. Zauważmy jednak, że częścią 
krzywej c Jest prosta niewłaściwa
t°° jako element wspólny stycznej t *° 

a
pęku (#) z promieniem S ^ S * “ . Okazuje się zatem, że c rozpada się na

Astyczną t oraz stożkową p .
Do stożkowej $ należy punkt S 00 , przy czym jest to jedyny punkt nie­
właściwy gdyż każdemu promieniowi pęku (S°°) odpowiada dokładnie jeden

/Vpunkt krzywej p oraz dokładnie jeden jego obraz - punkt krzywej p •
Wnioskujemy więc, że stożkowa p jest parabolą, co należało dowieść. 

Na zakończenie zauważmy, że nie istnieje parabola o środku S0“ , różna od 
stożkowej podstawowej Q przekształcająca się w rozpatrywanym związku na 
siebie,- Przekształcenie takie musiałoby bowiem mieć charakter tożsamo­
ściowy ponieważ każdy promień inwersji przecina parabolę o środku S 00 w 
jednym tylko różnym od niego punkcie.
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BonPOC 0 HEKOTOPOM OEOBlliEHHH 
njIOCKOTO COOTHOIHEHHii hhbepchh

P e 3 B m e
B o taT b e  npe^OTaBJieHH csoScT B a onocicoro  coo iH O o eaas HBBepcHH, b koxopom 

ochobhum KOHH^ecKHM ceieHHeM nooHepeAHO bbajmdtcs r a n e p e o a a ,  baahiic h n a p a -  
6 oJia . PaccyxAeHHH ochobbhh Ha ojioxeHH» oSoOneHHtOt CTepeorpaiiHHecKiix npoeic- 
nux h Ha npoeKTHBHux npeo6pa30BaHHHx.

ON CERTAIN GENERALIZATION OF PLANAR RELATION OF INVERSION 

S u m m a r y

The article presents the properties of planar relation of inversion in 
which the basic conic is successively a hyperbola, an ellipse and a para­
bola. The considerations are based on the superposition of generalized 
stereographic projections and projective transformations.
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