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0 PEWNYM UOGOLNIENIU PLASKIEGO ZWIAZKU INWERSJI

Streszczeni e. V artykule przedstawia sie whasnosci ptaskiego
zwigzku inwersji, w ktorym stozkowa podstawowg jest kolejno hiper-
bola, elipsa i parabola. Rozwazania oparto o zdozenie uogélnionych
rzutéw st.oroograficznych oraz przeksztatcenia rzutowe.

Klasyczna ciel inicja inwersji opiera sie- na przyjeciu, tzw. okregu pod-
stawowego i o $rodku S i promieniu r, i okresla takie przeksztatce-
nie ptaszczyzny okregu na siebie, w ktérym dowolnemu punktowi A odpowiada
obraz A +tozacy na promieniu SA (rys. i) 1 speiniajacy warunek: SA X
x 8S = r2. Poniewaz dowolnej prostej a odpowiada w tym zwigzku okrag a
przynalezny do $rodka S i przechodzacy przez punkty a® & mozna, jak wy-

nika to z prostych relacji, pare przyporzadko-
wanych sobie punktéw w przeksztakceniu inwer-
syjnyat okresla¢ jako takie, ktore lezac n«
wspolnym promieniu sa sprzezone vrzgledem okre-
gu a , albo inaczej jako takie, z ktérych je-
den lezy na biegunowej drugiego wzgledem okre-
gu podstawowego Q .
Ta ostatnia uwaga prowadzi do uogdlnienia prze-
ksztatcenia inwersyjnego, ktérego zasada spro-
wadza sie roéwniez do sprzezzonosci oryginatu i
obrazu punktu ale Y/zgleclem dowolnej juz stoz-
kowej Q

Rozpatrzmy w miejsce okregu podstawowego
dowolng stozkowgag Q o $rodku S (rys. 2). U-
ogélniong inwersja nazywa¢ bedziemy takie przy-
porzadkowanie sobie punktéw w parach lezacych
na promieniu przynaleznym do S, w ktérym je-
den z nich lezy na biegunowej drugiego wzgle-
dem stozkowej Q . Na wstepie udowodnimy twier-
dzenie umozliwiajace szczegétowo zbadanie whas-
nosci uogélnionego przeksztakcenia inwersyjne-
$o.

Kys. 2
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Tvierdzonie 1

V przypadku, gdy stozkowa £1 jest elipsg lub hiperbola uogélniony
zwigzek inwersji mozemy otrzyma¢ w wyniku zdtozenia dwéch rzutéw stereo-
graficznych i jednego rzutu prostokatnego.

Dowéd

Przyjmijmy kwadryke $ (rys. 3) stycznag do ptaszczyzny stozkowej Q w
punkcie S, o osi SO prostopadtej do tej ptaszczyzny. Kwadryke te okres-
lamy warunkiem by jej przekréj Srednicowy ptaszczyzng roéwnolegtg do 3 byt
stozkowg jednoktadng do & przy skali jednokdtadnos$ci 1/2.
Rozwazmy dowolng ptaszczyzne & przechodzaca przez o$ kwadryki
ste p, s, jej krawedzie z ptaszczyznami 3L i 6 B <« Obierzmy dowolny punkt
A na prostej p 1 rozpatrzmy szereg p(A, PFfQ, S, TO00), gdzie P i Q sa
punktami stozkowej Q , S - jej Srodkiem, natomiast T - punktem niewka-
Sciwym prostej p. Zrzutujmy szereg (p) ze $Srodka O na kwadryke $ =
Otrzymujemy:

ty (st I's, o) AP, )

gdzie (p jest stozkowag przekroju kwadryki$ plaszczyzng & Dokonajmy
nastepnie rzutu szeregu (<p) z punktu O na prosta S.Otrzymujemy:

S(A, P, Q, S~ , 0)= @ @
Wobec (1) zachodzi:
OR NG (©)]
Sporzadzmy”~wreszcie prostokatny rzut szeregu (S) na prostg p. W dwéch sze-
regach rzutowych pCA, P, Q -...) A pCA., & ...), o wspélnej podstawie
zauwazamy, ze:

10 - punkty P, Q jednocza sie odpowiednio z punktami S Q, tj.a, ze sg to
punkty podwéjne tych szeregéw,
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2° - niewdasciwy punkt T 00 pokrywa sie z S00 a odpowiadajacy mu T jed-
noczy sie z S.

Oznacza to, ze para % =S, TOOS§ jest para inwolucyjna, czyli, ze oby-
dwa szeregi, sktadajag sie na szereg inwolucyjny o podstawie p. Poniewaz
para punktéw homologicznych szeregu inwolucyjnego tworzy z para punktoéwl
podwéjnych dwustosunek wartosci -1 wynika stad, ze punkt A oraz przypo-
rzadkowany mu ze zdozenia dwéch rzutéw stereograficznych i jednego rzutu
prostokatnego obraz A sg sprzezone wzgledem stozkowej ii i1 pozostajg w
uog6lnionym zwiazku inwersji, co nalezato dowies¢.

Przypomnijray jeszcze znana wkasno$¢ rzutu stereograficznego: Jjezeli
Srodek rzutu O jest punktem kwadryki $ antypodycznym ($rednicowo-przeciw-
nyra) wzgledem jej punktu stycznosci do rzutni wéwczas rzuty stozkowych
lezacych na $ sa "podobne i podobnie utozone™ (i), czyli jednoktadne.

Przechodzac do oméwienia poszczegélnych przypadkéw rozwazmy:

A. Stozkowa podstawowa ii w postaci hiperboli o $rodku S i asymptotach

m, n (rys. 4, 5, 6).

Hys. 5
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Rys. 6

Niech kwadryka posredniczaca w konstrukcji przeksztatcenia bidzie hiper-

boioida obrotowa/ jodnopowtokowa $ o osi obrotu réwnolegtej do rzutni

i styczna do rzutni w punkcie S.

Hiperboloide $ przyjmijmy w ten sposéb by rzut stereograf iczny ze
Srodka Cf (gdzie 0 jest koncern osi SO) jej przekroju ptaszczyzng g#éwna
il HE pokrywat sie z hiperbolag {2 .

Obierzmy na ptaszczyznie # dowolng prosta a i dokonujac dwukrotnie
rzutu stereograficznogo (ze $rodka O i S) a nastepnie prostokatnego na J,
wyznaczmy krzywa & bedaca uogélnionym, inversyjnym obrazem prostej a.

Otrzymujemy bezposrednio nastepujace wnioski:

1. Jezeli prosta a przechodzi przez $rodek uogélnionego zwigzku iuwersji,
obrazem jej w tyra przeksztatceniu jest zjednoczona z nig prosta a oraz
prosta niewtasciwa (ta ostatnia jako obraz $rodka S nalezacego do a).

2. Jezeli prosta nie przechodzi przez $rodek inwersji obrazem jej moze
by¢ alternatywnie:

a) hiperbola jeduokiadna do stozkowej podstawowej Q przechodzgca przoz

jej Srodek lub

b) para prostych, ktdra stanowi réwnolegta do jednej z asymptot oraz

pozostata asymptote stozkowej podstawowej .

Przypadek b) ma miejsce wéwczas kiedy rozpatrywana prosta speknia, warunek

réwnolegtosci do jednej z asymptot hiperboli (2 . Wéwczas bowiem rzutuja-

ca ja ptaszczyzna przecina kwadryke $ w dwéch tworzgcych. Kazda z nich
przecina jedna z tworzacych stycznosci hiperboloidy $ do rzutni (rys,

**), stad przynal ezno$é ich rzutéw do punktéw niewkasciwych asymptot. Po-

niewaz, dodatkowo, jedna z nich przechodzi przez punkt 0 -w rzucie po-

krywa sie z odpowiednia asymptotg.
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Dla ustalenia dalszych whkasnosci przoc3ztaloeriia udowodnimy twiordze-
nio:
hderdzenie 2

Uo".«oina, ni ezde™enerov/<ina stozkowa c¢, jodnoktadna do stozKowyj pod-
stawowej ii jest rautem stereograficzny.,i Scisle okreslonej stozkowej
kwadryk i $ -

Uowod

Obierzmy na stozkowej o dowolno trzy punkty A, E, C, 1 zrzutujmy je
na kwadryke $ z punktu 0. Otrzymujomy punkty A”, D), 0°. Plaszczyzna
P= przecina kwaaryky* 0 v takiej stozkowej c~f ktéra w rzucie
na J ze $rodka Oma ze stozkowa c wsp6élne punkty =*, 1, C, Ponadto,
poniewaz jesl to stozkowa jorlInoktadna mo" | a wiec 1 do & il z ta o-
statriig dalsze owa punkty wspélne - punkty zjednoczone wspélnego szeregi
inwolucyjnego punktéw sprzezonych o podstawie nieviasciwej. Zatem .istot-
nie stozkowa c¢ Jest identyczna z rzutom ?toreogralicznym okreslonej
stozkowej (o”e AN, 1) lezacej na $ .

Jo-it oczywiste, ze dlaroztacznych c,iizachodzi réwniezroz”~oznos$¢
ZauwaZn:y jeszcze, ze stozkowa powierzchnia rzutujgaca krzywa o przenika
sie z kwadryka $ w zdegenerowanej krzywej rzedu czwartego, na ktoéra
wraz z stozkowa sktada sie para tworzacych przynaleznych do $rodka 0.
Prawdziwe zatem jest twierdzenie:

Twi erdzenio 3

Obrazem dowolnej hiperboli p , nieprzyna.lezne.j do $rodka uogélnionej
inversji S 1 jodnoktadnaj do stozkowej podstawowej 1ii Jest jednoktadna
do niej hiperbola p oraz para prostych; proste te sg asympr.otain.i stoz-
kowej podstawowej (rys. 6).

Rozwazmy jeszcze przekr6j 67 kwadryki $ plaszczyzng ¢ prostopadia
do rzutni. Wobec réwnolegtosci & BJT stwierdzamy, ze stozkowa jest sy-
metryczna wzgledem ptaszczyzny g#déwnej & , a takze, ze symetryczne wzgle-
dem sa stozki o wierzchotkach 0 1 S rzutujace Kkrzywa 6 ~ stereo-
graiicznie. Jak dtatwo z togo wywnioskowaé¢ obydwa rzuty stereograficzne
stozkowej 6 ¥ po dokonaniu rzutu prostokatnego ulegna zjednoczeniu, czyli
hiperbola pokryje sie z czes$cia swojego obrazu.

Zbadajmy jeszcze warunkj, jakim odpowiadaja hiperbole jednoczaee sie z
swoimi obrazami. Twierdzenie 3 naktada warunek .jednoktadno$oi do stozko-
wej podstawowej. Warunek dalszy wynika z rozwazah przestrzennych. .Zauwaz-
my , ze styczne do stozkowej™ w jej punktach wspélnych z praobrazem stereo*
graficznym stozkowej podstawowej 11~ sg prostopadte do rzutni. Rzuty
atereograiiczne tych stycznych przechodzace przez $rodek inwersji sa
stycznymi hiperboli /8 . Hiperbole przeksztatcajgce sie na siebie majg wiec
styczne w punktach przeciecia z stozkowg podstawowg przechodzace przez
Srodek S (rys. 7).



M. Patoj

Na podstawie powyzszych uwag mozna sformutowaé¢ nastepujaco twierdzenie:

Twierdzenie k

Obrazem hiperboli jednoktadnej do stozkowej podstawowej Q , takiej,
do ktérej styczne w punktach przeciecia z £2 przechodza przez $rodek uo-
gélnionej inwersji jest ta sama hiperbola oraz para asymptot stozkowej
pods tawowej =

B. Zatoézmy z kolei, ze stozkowa podstawowa jest elipsa o $rodku S (rys.
8).

Niech kwadryka posredniczg-

ca w konstrukcji rzutéw

stereograficznych bedzie
nieobrotowa elipsoida $
styczna do rzutni w punkcie

S, o osi SO i1 takim prze-

kroju ptaszczyznag gtéwna

& BJf, ktérego rzut z konca

osi 0 pokrywa sie z stoz-

kowg podstawowag
Powtarzajac rozumowanie

z ustepu a) dochodzimy do

podobnych wkasnosci tak u-

og6lnionego zwigzku inwer-

sji:

1* Jezeli prosta przechodzi
przez $rodek S obrazem
jej jest zjednoczona z
nig prosta oraz prosta
niewtasciwa.
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2. Jezeli pro3ta nio przechodzi przez $rodek S obrazem jej jest elipsa
jodnoktadna do stonkowej podstawowej, przynalezna do S.

3, Obrazem dowolnej elipsy £ jednoktadnej do stozkowej podstawowej i
nieprzynaleznej do $rodka S jest jednokdtadna do niej elipsa g; obraz
ten uzupednia para urojonych stycznych stozkowej podstawowej wychodza-
cych z $rodka S (rzut tworzacych przekroju elipsoidy ptaszczyzng
styczng w punkcie 0),

3. Obrazem elipsy jednoktadnej do stozkowej podstawowej CI , takiej, do
ktérej styczne w punktach przeciecia z Q przechodza przez $Srodek S
jest ta sama elipsa uzupedniona parg urojonych stycznych do stozkowej
podstawowej przynaleznych do S.

PodkresImy jeszcze istotng roéznice w j.nwersyjnych obrazach punktéw nie-
wtasciwych m przypadkach A i B. W przypadku kiedy stozkowa podstawowa jest
elipsa, inwersyjnym obrazom wszystkich punktéw niewkasciwych jest Srodek
S, natomiast wéwczas kiedy stozkowa podstawowa jest hiperbola obraz dwoéch
punktéw niewdasciwych ma charakter rozciggty. Sa to punkty niewtasciwe
stozkowej podstawowej, ktérym odpowiadaja asymptoty. Pozostate punkty
niewktasciwe w przypadku A maja swéj obraz w postaci $Srodka S.

C. Przechodzac do oméwienia kolejnego przypadku uog6lnionej inwersji
przyjmijmy dowolng parabole & o $rodku S** (rys. 9 jako stozkowg pod-
stawowg .

Zauwazmy na wstepio, zs inaczej niz w przypadkach A i B kazdemu punk-
towi whasciwemu odpowiada punkt whasciwy a kazdemu punktowi niewkasciwemu
- ten sam jeden punkt niewkasciwy Srodek inwersji S°°.

Z warunku sprzezonosci punktéw A i X wzgledem paraboli Q i wspodtli-
niowosci A, A, wynika warunek AP = pX, gdzie P =aAs>>HQ oraz
P * S°° .
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IThosi.uy stad, ze ohra/Zen dowolnej Tfigury X1 w rozpatrywanym przeksztat
c«niu inuersyJnyw jest symetryczna z llig figura T przy zatozeniu krzy-
woliniowej osi symetrii Q X kierunku symetrii t»°°.

Udowodnimy:

Twierdzen i& 3

W uogélnionym zwigzku inwersji o krzywej podstawowej w postaci parabo-
li o $Srodku S°° prostej g nio przechodzacej przez $rodek S0 onpowinda
parabolLa (¢ o Srodku S°° .

V dowodzie obierzmy szereg punktéw o podstawie q (Gt,K ...) i rozwazmy
jego biegunowe? Q(m,n ...). Obrazami punktéw M,N ... sg punkty przecie-
dja prostych S°°M, S°°K ... z odpowiednimi prostymi >i,n
Uwzgledniajac:

A <
S°*(S°“M, S~V ...) a«¥HM.H _..) G)

mamy
@A (s™) ®

co oznacza, ze zbidr punktédw stanowiacych obrazy elementéw szeregu (q)
jest stozkowa q-
Zauwazmy, ze wierzchotek peku (S°°) nalezy do tej stozkowej i ze jest on
jej jedynym punktem niewkasciwym. Gdyby bowiem istniat josftcze jeden punkt
niewtasciwy tej stozkowej, wéwczas prosta niewkasciwa bytaby perspekty-
wicznym z nim promieniem peku (S°°) i dgczytaby z S00 niewdtasciwy punkt
V®° szeregu (g;- Wiadomo jednak, ze biegunowa v punktu V00 jest Sred-
nica stozkowej Q , a wiec element wsp6lny S*0V°°a v jest Srodkiem S*°, Do-
wiedlismy zatem, ze stozkowa g jest parabola o Srodku S

Jest oczywiste, ze w przypadku szczeg6élnym kiedy prosta a przechodzi
przez $Srodek inwersji obrazem jej jest zjednoczona z nig prosta a oraz
prosta niewtasciwa.
W analogii do przypadkéw A i n siormubujemy twierdzenia:

Twierdzenie 6

Obrazem paraboli p o S$rodku zjednoczonym 7.0 $rodkiem 000 1inwersji
jest wspoétsrodkowa z nig parabola p oraz prosta niewktasciwa (rys, 10).

» dowodzie powyzszego twierdzenia zauwazmy, ze biegunowe punktéw sze-
regu stopnia drugiego o podstawie p tworza pek stopnia drugiego, ktdre-
go obwiednia jest parabola 7t o $rodku S"° . Istotnie bowiem do peku te-
go naJezy prosta niewkasciwa jako biegunowa punktu stc szeregu (p).Vpro~
wadzmy p¢*k (S ) porspoktywic7,ny do szeregu (p)-
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Poniewaz zachodzi:

S~(S* A,S8B ...)" p(A,B ...) @)
oraz

<
oG, B ..)A i@, b ..) ®)

mamy do czynienia z utworem powstadtym
z przeciecia odpowiednich elementéw w
rzutowych wzgledem siebie pekach stop-
nia dzaigiego 1 pierwszego:

3t(a,b ...)A SACSAA, S~-B ...)  (9)

Utworem takim jest Kkrzywa rzedu trze-
ciego c”. Zauwazmy jednak, ze czes$ciag
krzywej c¢ Jest prosta niewkasciwa
t°° jako element wspélny stycznej t*
peku (#) z promieniem S~S*“ _ Okazuje sie zatem, ze ca rozpada sie nha
styczng t oraz stozkowg 6
Do stozkowej $ nalezy punkt S0, przy czym jest to jedyny punkt nie-
whasciwy gdyz kazdemu promieniowi peku (S°°) odpowiada dokdtadnie jeden
punkt krzywej p oraz doktadnie jeden jego obraz - punkt krzywej /;\)/ -
Wnioskujemy wiec, ze stozkowa p jest parabola, co nalezato dowies¢.
Na zakonczenie zauwazmy, ze nie istnieje parabola o $rodku S0“, rézna od
stozkowej podstawowej Q przeksztatcajaca sie w rozpatrywanym zwiazku na
siebie,- Przeksztatcenie takie musiatoby bowiem mie¢ charakter tozsamo-
Sciowy poniewaz kazdy promien inwersji przecina parabole o sSrodku S00 w
jednym tylko réznym od niego punkcie.
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BonPOC O HEKOTOPOM OEOBINiEHHH
nj 10CKOTO COOTHOIHEHHiT hhbepchh

Pe3Bme

B otaTbe npe*OTaBJieHH csoScTBa onocicoro cooiHOoeaas HBBepcHH, b koxopom
ochobhum KOHH"ecKHM ceieHHeM nooHepeAHO bbajmdtcs ranepeoaa, baahiic h napa-
60Jia. PaccyxAeHHH ochobbhh Ha ojioxeHH» 0SoOneHHtOt CTepeorpaiiHHecKiix npoeic-
nux h Ha npoeKTHBHux npeo6pa30BaHHHX.

ON CERTAIN GENERALIZATION OF PLANAR RELATION OF INVERSION

Summary

The article presents the properties of planar relation of inversion in
which the basic conic is successively a hyperbola, an ellipse and a para-
bola. The considerations are based on the superposition of generalized
stereographic projections and projective transformations.
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