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Jerzy KOGUT
PEWNE WEASNOSCI HOMOMORF IZMOW

1LOCZYNU POLPROSTEGO GRUP W DOWOLNA GRUPe

Streszczenie. Iloczynem pélprostym grup G 1 H nazywamy ich ilo-
czyn kartezjanski, ktory z dziataniem (g,h) o (gl ,ht1)=(ggl , hz*(h)),

gdzie: :_G—— AutH jest homoniorfizmem, tworzy grupe. ¥ pracy badam
zaleznosci Jakien zachodza pomiedzy homoniorf izmami ip 1 G X™H- a
homomorfizmami 1 G—

Wyznaczanie obiektéw liniowych o jednej skdfadowej przestrzeni Kleina
opartej na dowolnej podgrupie H(n,K)c CL(n,K), K jest ciatem charaktery-
styki zero, jest réwnowazne wyznaczeniu wszystkich  homoraorfizméw
f - H(n,K)— - K*

Kazda grupa il(n,K) wyznacza jednoznacznie pewng podgrupe GH(n,K) grupy
afinicznej GA(n,K). Nasuwa sie pytanie, jaka zalezno$¢ zachodzi pomiedzy
homomorfizmami tp : li(n,K)—— K* a homomorfizmami tp : GH(n,K)— - K*?

V artykule tym staram sie odpowiedzie¢ na powyzsze pytania rozwazajac
przypadek bardziej ogélny, gdyz kazdg podgrupe grupy afinicznej mozna
traktowaé¢ jako iloczyn pédprosty dwéch grup. Podaje warunek konieczny i
wystarczajacy na to, aby homomorfizm byt wyznaczony przez homomorfizm
cp. Ppdaje réwniez pewng wkasnos¢ iloczynu pétprostego grup, z ktérej wy-
nika, ze dowolny homomorfizm & o wartosciach w dowolnej grupie abelowej,
jest wyznaczony jednoznacznie przez pewien homomorfizm (p , o wartosciach
w tej samej grupie.

Niech dane beda dwie grupy G i H oraz homomorfizm i, : O— AutH grupy G
w grupe atomorfizméw grupy Il. Przez symbole e i eff oznacza¢ bedziemy
element jednostkowy odpowiednio grupy G i H.

Definicja 1

Iloczynem polprostym grup G i Il nazywamy grupe GPfH, ktdérej elementy sa
elementami iloczynu kartezjanskiego grup G i I, a dziatanie jest okreslo-
ne nastepujaco:

(i) dla kazdych (g.h), (gj-h"e G x H
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Elementem jednostkowy» tej grupy jest para (eG,e{)- Elementem odwrot-

nym dla pary (g,h)c G jest para (g_1, :9.1(h-1)).

Wéréd wielu podgrup iloczynu pédprostego grup G i H  wyrdéznimy  dwie
podgrupy, grupe G : = G x kt~ra j«3* izomorficzna z grupg G oraz
grupe H - = JeG| x ktéra Jest izomorficzna z grupa H.

Kazdy homomorfizm (p : G H—«-G" odwzorowujacy iloczyn p6dprosty
grup G i H w dowolna grupe G" mozna przedstawi¢ w postaci:

(@)Vvg€GVvhen e, = fr) 2(Q),

gdzie: () : =<pG,h), f2(g) : =¥>(g»eH). Odwzorowania fl :H-—- ,
fg ' G—- , jak datwo sprawdzié¢, sg homoworfizmami .
Lemat 1

Jezeli <9 Jest horaomorfizmem grupy G H w grupe G", to nastepu-
jJace_warunki sg réwnowazne:
a) Hekerijj
b) f, 5 eOf

C©) VgtG Vh €H <p(g,eH) =cp(g,h).

Dowdd
Implikacje (a=>b), (b”>c) sa oczywiste. Niech spedniony bedzie waru-
nek c, dla kazdego hfcH
/

(G . = (g,h) o (g_1.eH).
Stad wynika, ze

p(oc,h) =<p(g,h) g1 ,eH) (g,eH)<8@1 ,eH) = eG ,

a to oznacza, ze HcKertp. Tyra samym wykazalismy prawdziwo$c¢ implikacji
(c=>a).
c.n.d.
Przez H oznaczymy odwzorowanie rzutujace iloczyn podprosty G x> H na
pierwszy czynnik tego iloczynu.
Definicja 2
G » faifctoryzacja horaomorfizmu (p - G H—»-Gj nazywamy  homomorfizm
: G- G taki, ze nastepujacy diagram

jest domkniety, tzn. tps °fC =
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Lemat 2

Jezeli ¢ : G—“G" jJost G - faktoryzacja homomorf izmu 16 X H- O,
to r#5f2 i f15er
Dowdd

Z faktu, te jest G - faktoryzacja homomorfizmu 9 wynika, ze dla

kazdego g €G
f2(@ =y(g.eH) = (st oljiig.ejj) = IpF (@)
oraz dla kazdego h €H

f,(h) =i>(eH ,h) = 3 ) (eGih) ) = €G

c.n.d.

Twierdzenie 1

Warunkiem koniecznym i1 wystarczajacym na to, aby dla homomorfizmu
@:G H— istniata G - faktoryzacja e”: G— Gj jest, aby grupa H
byta zawarta w Kerg?.

Dowod
Przypusémy, ze Hc:Ker<p, z lematu 1 wynika wowczas, ze dla kazdego

(@.hi G X* H, p(@,h) =p(g,eH).
Okreslimy teraz odwzorowanie $” : G— G nastepujaco:

V gf G *:<p(« -eH).

etatwo sprawdza sie, ze ” jest homomorfizmem. Réwnosé AeliN o jest
oczywista, jest ona zagwarantowana przez warunek c) lematu 1. Co konczy
pierwszg czes¢ dowodu.
Przypusémy, ze dla homomorfizmu < istnieje G - faktoryzacja”. Z lematu
2 wynika, ze wtedy ft(DS er , a warunek ten jest réwnowazny, na podstawie
lematu 1, warunkowi Hc Kertp.

o.n.d.

Komutatorem elementéw g, g~c G nazywamy element postaci g

Podgrupe generowang w G przez wszystkie komutatory nazywamy korautantem
grupy G i oznaczamy symbolem [g, g]-

Twierdzenie 2

Jezeli istnieje element g«G taki, ze odwzorowanie : H-— — H dane
wzorem P ) =t ~(h)h~", h €H, jest surjekcja, to Hc [g I, G xphd.
Dowdd

Niech (e”,h)€ H; wdwczas istnieje €H takie, ze J(M) = h. Stad o-
trzymujemy nastepujaca réwnoscé



62 J. Kry;ut

Z réwnosci tej wynika, ze kazdy element grospy przy Wl jest elementem ko-
mutanta grupy G xt H.

c.n.d.

Wniosek 1

Jezeli spednione sa zatozenia twierdzenia 2, to dla kazdego horaomor-
fizmu : G H—Gj , & jest grupa abelowg, istnieje G - faktoryzacja
cpt 1 G—-GN taka, ze N =(pro N e \
Dowod

Na mocy twierdzenia 2 wynika, ze He [g x*H, G x* h] . Wiadomo, Zze ko-
mutant [G x* H, G HJ zawiera sie w Ker ¢ dowolnego homomorfizmu o

wartosciach w dowolnej grupie abelowej. A wiec, na podstawie twierdzenia
1, speiniony jest warunek konieczny i wystarczajacy istnienia G - fakto-
ryzacji dla homomorfizmu tp,
c.n.d.
Pozostaje otwarty problem uogélnienia powyzszego wyniku na przypadek
homomorfizméw o wartosciach w dowolnej grupie nieabelowej.
Na zakonczenie zobrazujemy powyzsze wyniki przyktadami:

Przyktad 1
Niech G = SL(3,R), H *R3, Gt Mk*. HNoroiwrfizm % : SL(3,R — Aut R3
jest okreslony nastepujaco:

Va esL(3 R 1'"@ : =ik

Vess B I=AXS

Rozwazmy dowolny homomorfizm (p : SL(3,R) X R”— R* . W tym przypadku
warunek istnienia surjekcji IR™—RM takiej, ze u)(x) = "NX) - X jest
réwnowazny istnieniu takiej macierzy A ESLEIR), *© macierz A - E jest
nieosobliwa.

Pokazemy, ze w grupie SL(3fR) Iistnieje macierz spedniajaca powyzsze
warunkie

Niech A = (»¢J) bedzie macierzg diagonalng takg, ze a”™ =ajl 1, 1 =
= 1,25 a>0; an = Véwczas macierz A - E  jest takze macierza dia-

gonalng o nastepujacy@h elementach b~ =a - 1, i = 1,2; br =31 =

det(A - E) = (@ - 1)2 (_—1i - 1) f 0. Poniewaz grupa R® jest abelowa, W%ec su-
riekcja ty vyznaczona przez tak dobrang macierz A jest automorfizmem gru-
py R3. Stad wynika, Ze kazdy homomorfizm tf : SL(3,R) R3- - jest wy-
znaczony Jednoznacznie przez pewien homomorfizm ~ : SL(3,R)~“R*.
Istnienie surjekcji ty Jest uzaleznione nie tylko od struktury grupy

ale takze od homomorfizmu t . Ponizsze przykdady zobrazujag nam te zalez-
nosc¢ .
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Przvklar] 2
Niecli (C = DPS(2,R), i =R , G =R*. hnmomorl izm t : DPSFIMI) - Au*2
jest okreslony nastepujaco:

VXtPZ A = +,x

Zauwazmy, ze w tym przypadku nie istniej®© surjokeja ty @ "R—- R* taka,
ze X)) = * X)) “ xt poniewaz dla kazdej macierzy A€DPS(2,TI) macierz
A - L jest macierzg osobliwg. Pozostaje otwartym problem istnienia homo-

morl izméw istotnie zaleznych od drugiego czynnika.
Przykt#ad 3

Kiech G, i, Gj beda grupami okreslonymi jak w przyktadzie 2, Homomor-
iissm § = L)PS(2JIR) ——Aut okreslimy nas tepujaro:

Vxx€RE WYY = = WX,
gdzie
n = (deSA dglAl'\*
Vtedy, dla kazdej macierzy A i UPS(2,R), det A f 1, macierz HN- K jest

nieosobliwa, a wiec istnieje suriekcja 4 : R2-¥'R*~ taka, Ze PX)z."t (X)-X.
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HEKOTOPItE CBOACTHA rOMOMOP*iI3MA [IOJiy IPOCTurO nPOH3BEAEiula rPyiM
b nPOH3BOJibHyu rpynny .

Pe3Due

iloxynpooTUM npoH3BeAeHnen rpynn G h H cwmaeM hx npaxoe npoHsaeAeuHe,
KoTopoe BMeoTe o aeaciBHeii (g,h)-(g” ,hl) = (gg, -h-i~h)), rue i: G— AutH
aBjweTCH roMOMopipu31ll0U, cocTaBABeT rpynny.
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CERTAIN PROPERTIES OF HOMOMORPHISMS OF SEMI-DIRECT PRODUCT OF GROUPS
TO AN ARBITRATY GROUP

Summary

We call the semi-direct product of groups G and H their Cartesian pro-

duct which with the operation (g,h);* (@™h") = }), where i, :G— -
—— AutH is homomorphism, iorms a group. In this paper 1 investigate the
dependencies which take place between homomorphisms (p : G X "H—-G" and
homomorphisms N CE C AN
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