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PEWNE WŁASNOŚCI HOMOMORFIZMÓW
ILOCZYNU PÓŁPROSTEGO GRUP W DOWOLNĄ GRUPę

Streszczenie. Iloczynem pólprostym grup G 1 H nazywamy ich ilo­
czyn kartezjanski, który z działaniem (g,h) o (g1 ,h1 ) = (gg1 , hz^(h)),
gdzie: : G—— AutH jest homoniorf izmem, tworzy grupę. ¥ pracy badam
zależności jakiê  zachodzą pomiędzy homoniorf izmami ip : G x^H— a 
homomorfizmami : G —— G^.

Wyznaczanie obiektów liniowych o jednej składowej przestrzeni Kleina 
opartej na dowolnej podgrupie H(n,K)c CL(n,K), K jest ciałem charaktery­
styki zero, jest równoważne wyznaczeniu wszystkich homoraorf izmów 
(f : H(n,K)— - K*

Każda grupa il(n,K) wyznacza jednoznacznie pewną podgrupę GH(n,K) grupy 
afinicznej GA(n,K). Nasuwa się pytanie, jaka zależność zachodzi pomiędzy 
homomorfizmami tp : Ii(n,K)— — K* a homomorfizmami tp : GH(n,K)— - K*?

V artykule tym staram się odpowiedzieć na powyższe pytania rozważając 
przypadek bardziej ogólny, gdyż każdą podgrupę grupy afinicznej można 
traktować jako iloczyn półprosty dwóch grup. Podaję warunek konieczny i 
wystarczający na to, aby homomorfizm był wyznaczony przez homomorfizm 
cp. Ppdaję również pewną własność iloczynu półprostego grup, z której wy­
nika, że dowolny homomorfizm cf> o wartościach w dowolnej grupie abelowej, 
jest wyznaczony jednoznacznie przez pewien homomorfizm (p , o wartościach 
w tej samej grupie.

Niech dane będą dwie grupy G i H oraz homomorfizm i, : 0 —— AutH grupy G 
w grupę atomorfizmów grupy II. Przez symbole e~ i eu oznaczać będziemyU  li
element jednostkowy odpowiednio grupy G i H.
Definicja 1

Iloczynem pólprostym grup G i II nazywamy grupę GPfH, której elementy są 
elementami iloczynu kartezjańskiego grup G i II, a działanie jest określo­
ne następująco:
(i) dla każdych (g,h), (gj.h^e G x H
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Elementem jednostkowy» tej grupy jest para (eG,e{j). Elementem odwrot­
nym dla pary (g,h)c G jest para (g_1, ’¿g_1(h-1)).

Wśród wielu podgrup iloczynu półprostego grup G i H wyróżnimy dwie 
podgrupy, grupę G : = G x kt^ra j«3* izomorficzna z grupą G oraz
grupę H : = |e(;| x która Jest izomorficzna z grupą H.

Każdy homomorfizm (p : G H—«-Ĝ  odwzorowujący iloczyn półprosty 
grup G i H w dowolną grupę G^ można przedstawić w postaci:

(2 ) V g € G V h e n  ę>(g,h) = ft(h) f2 (g),

gdzie: (h) : = <p(©G ,h), f2 (g) : = ¥>(g»eH). Odwzorowania f1 : H — — ,
fg ! G — — , jak łatwo sprawdzić, są homoworfizmami.
Lemat 1

Jeżeli <p jest horaomorfizmem grupy G H w grupę G^ , to następu­
jące warunki są równoważne:

\ 1=0a) HcKerijj
b) f, 5 e0f

c) V g t G  V h  € H < p (g ,e H) = c p (g,h).
Dowód

Implikacje (a=>b), (b^>c) są oczywiste. Niech spełniony będzie waru­
nek c, dla każdego hfcH

/
(eG ,h) = (g,h) o (g_ 1 ,eH).

Stąd wynika, że

p(oc ,h) = <p(g,h) t|?(g~ 1 ,eH) (g,eH ) <̂ 3(g_1 ,eH) = eG ,

a to oznacza, że HcKertp. Tyra samym wykazaliśmy prawdziwość implikacji 
(c =>a).

c.n.d.
Przez JJfj oznaczymy odwzorowanie rzutujące iloczyn półprosty G x^> H na 

pierwszy czynnik tego iloczynu.
Definicja 2

G »- f ąifctoryzac ją horaomorf izmu (p : G H—»-Gj nazywamy homomorfizm
: G —  G^ taki, że następujący diagram

jest domknięty, tzn. tp s ° fC •
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Lema t 2
Jeżeli cp : G— ““Ĝ  jost G - faktoryzacją homomorf izmu : G x^H —  Ĝ ,

to 5 f i f 5 er . r # 2 1

Dowód
Z faktu, te jest G - faktoryzacją homomorf i zmu <p wynika, że dla

każdego g € G

f2 (g) = y(g,eH) = (<pt oljiig.ejj) = Ipf(g)

oraz dla każdego h € H

f,(h) =iJ>(eH ,h) = 3i1 )(e(}lh) ) = eG
c.n.d.

Twierdzenie 1
Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby dla homomorfizmu 

(p : G H — istniała G - faktoryzacja ęp ^ : G — Gj jest, aby grupa H
była zawarta w Kerq?.
Dowód

Przypuśćmy, że Hc:Ker<p, z lematu 1 wynika wówczas, że dla każdego 
(g,h)i G X* H, <p(g,h) =p(g,eH).
Określimy teraz odwzorowanie <p ^ : G — Ĝ  następująco:

V gf G * =<p(«.eH).
•Łatwo sprawdza się, że qp ̂  jest homomorf izmem. Równość ^ °  l i ̂ jest
oczywista, jest ona zagwarantowana przez warunek c) lematu 1 . Co kończy 
pierwszą część dowodu.
Przypuśćmy, że dla homomorf izmu <p istnieje G - faktoryzacja^. Z lematu
2 wynika, że wtedy fł 5 er , a warunek ten jest równoważny, na podstawie 'colematu 1, warunkowi H c Kertp.

o.n.d.
Komutatorem elementów g, g^c G nazywamy element postaci g 

Podgrupę generowaną w G przez wszystkie komutatory nazywamy korautantem 
grupy G i oznaczamy symbolem [g , g].
Twierdzenie 2

Jeżeli istnieje element g« G  taki, że odwzorowanie : H — — H dane
wzorem *j|) (h) = t  ̂ (h)h~ ̂ , h € H, jest surjekcją, to H c [g II, G x p hJ .
Dowód

Niech (e^,h)€ H; wówczas istnieje € H takie, że tJ) (ĥ  ) = h. Stąd o- 
trzymujemy następującą równość
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Z równości tej wynika, że każdy element groapy przy II jest elementem ko­
mu tan ta grupy G x t  H.

c.n.d.
Wniosek 1

Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 2, to dla każdego horaomor- 
f izmu : G H —— Gj , Ĝ  jest grupą abelową, istnieje G - faktoryzacja
cp^ : G —-G^ taka, że ^ = (p ̂  o ^  • \
Dowód

Na mocy twierdzenia 2 wynika, że He [g x^ H, G x^ h] . Wiadomo, że ko­
mu tant [G x^ H, G H J zawiera się w Ker <p dowolnego homomorfizmu o 
wartościach w dowolnej grupie abelowej. A więc, na podstawie twierdzenia 
1, spełniony jest warunek konieczny i wystarczający istnienia G - fakto- 
ryzacji dla homomorfizmu tp ,

c.n.d.
Pozostaje otwarty problem uogólnienia powyższego wyniku na przypadek 

homomorfizmów o wartościach w dowolnej grupie nieabelowej.
Na zakończenie zobrazujemy powyższe wyniki przykładami:

•

Przykład 1
Niech G = SL( 3 ,R) , H =r R3, Gt =Vk*. Iloraoiuorf izm % : SL(3,R —  Aut R 3 

jest określony następująco:

V a  eVsL( 3 ,R)' i" ( a) : = i ,k 

Vx e B 3 p̂Sx̂ : = A,x*
Rozważmy dowolny homomorf izm (p : SL(3,R) x R^— R* . W tym przypadku 

warunek istnienia surjekcji : R"̂ —— R^ takiej, że tJ ) ( x )  = 't̂ (x) - x jest 
równoważny istnieniu takiej macierzy A ESLEIR), *© macierz A - E jest 
nieosobliwa.

Pokażemy, że w grupie SL(3fR) istnieje macierz spełniająca powyższe 
warunki•

Niech A = (»¿j) będzie macierzą diagonalną taką, że a ^  = a jl 1 , i =
= 1 , 2 5 a > 0; a ^  = Vówczas macierz A - E jest także macierzą dia-

a  1 gonalną o następujących elementach b ^  = a - 1 , i = 1 ,2 ; b ^  = ~  **
2  1 3 adet(A - E) = (a - 1 ) (—  - 1 ) f  0 . Ponieważ grupa R  jest abelowa, więc su­fi

riekcja ty vyznáczona przez tak dobraną macierz A jest automorfizmem gru­
py R 3. Stąd wynika, Ze każdy homomorf izm tf : SL(3,R) R 3— - jest wy­
znaczony Jednoznacznie przez pewien homomorf izm ^ : SL(3,R)~“ R*.

Istnienie surjekcji ty jest uzależnione nie tylko od struktury grupy 
ale także od homomorfizmu t  . Poniższe przykłady zobrazują nam tę zależ­
ność .

\
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P rz v k la r J  2

Niecli ('. = DPS(2,R), li = R  , G = R*. hnmomorl izm t : DPSflMl) —  A u * 2 
jest określony następująco:

V X t P 2 = ł,x
A

Zauważmy, że w tym przypadku nie istniej© sur jokeja ty : "R —  R*' taka, 
że t}} (x) = *£^(x ) “ x t ponieważ dla każdej macierzy A€DPS(2,Tl) macierz 
A - Ł jest macierzą osobliwą. Pozostaje otwartym problem istnienia homo- 
morl izmów istotnie zależnych od drugiego czynnika.

Przykład 3
Ki ech G, Ii, Gj będą grupami określonymi jak w przykładzie 2, Homomor- 

i issm 1j = L)PS( 2 JR) — — Au t określimy nas tępu jąro:

x € R fc T^v*/ = = !ł, x ,V x  f R 2 h , ( \ )

gdzie

n = (detA 0 ^
O d 31A' *

Vtedy, dla każdej macierzy A i UPS(2,R), det A f  1, macierz II - K jest 
nieosobliwa, a więc istnieje suriekcja 4* : R 2-ł" R*~ taka, Ze *ljj (x )z."t (x)-x.
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HEKOTOPiłE CBOńCTiłA r0M0M0P*il3MA IlOJiy IIPOCTurO nP0H3BEAEiüla rPy iM
b  nP0H3B0JibHyu rpyn n y  •

P e 3 10 u e 

iloxynpooTUM npoH3BeAeHnen rpynn G h H cwmaeM hx npaxoe npoHsaeAeuHe, 
KoTopoe BMeoTe o aeäciBHeii (g,h). (g^ ,h1) = (gg, .h-i^h)), rue i: G — AutH 
aBjweTCH roMOMopipu31I0U, cocTaBABeT rpynny.
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£ HacToame# paboie HCCJieAy» 3aBncniiocTH npoHCxoAflmne uex^y rouoMop0H 3Ma- 
M H  i<p :  G x ^ H — G 1 H  r O M O M O p C j ) K 3 M a M H  £> J G  —  G j .

CERTAIN PROPERTIES OF HOMOMORPHISMS OF SEMI-DIRECT PRODUCT OF GROUPS 
TO AN ARBITRATY GROUP

S u m m a r y
We call the semi-direct product of groups G and H their Cartesian pro­

duct which with the operation (g,h);* (g^h^) = } )  , where i, :G— -
—— AutH is homomorphism, iorms a group. In this paper I investigate the 
dependencies which take place between homomorphisms (p : G x^H——-Ĝ  and 
homomorphisms : G — G^.
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