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Mieczystaw KUCHARZEWSKI

POJECIE PRZESTRZENI KLEINA I JEJ GEOMETRII

Streszczenie. Przestrzen Kleina jest to tréojka () (M, G 6,
gdzie M jest dowolnym zbiorem, G - dowolng grupg, a F oznacza
ei ektywne dziatanie G na M. Geometria Kleina lub G—geometria
jest to pewna kategoria, ktdrej obiektami sg obiekty geometryczne
przestrzeni (1). Okreslone zostaty roéwnie* kategorie obiektéw ab-
strakcyjnych i kategoria przestrzeni Kleina oraz podane zostaty ich
podstawowe whasnosci. p

Celem tych rozwazan jest przedstawienie pojecia przestrzeni i geome-
trii Kleina. Pojecia te zostaly tutaj sprecyzowane i w pewnej mierze zmo-
dyfikowane. V rozwazaniach nie ograniczam sie do rozmaitosci i grup Liego,
ale rozpatruje dowolne zbiory i dowolne grupy w nich dzialajace. Wskutek
tego pojecia sa ogolniejsze, a rozwazania prostsze i jasniejsze, a wiec
dostepne dla szerszego kregu czytelnikoéw.

Jak wiadomo pojecie geometrii okreslit F. Klein w swoim sdynnym Pro-
gramie z Erlangen . Kto pierwszy wprowadzit+ nazwe "przestrzen Kleina"
nie wiem. B.A. Rozenfeld w swojej monografii z 1969 roku [6] tak pisze na
temat ten: "Dlatego po pojawieniu sie geometrii przestrzeni nie dopusz-
czajacych grupy przeksztatcen, przestrzenie z grupg przeksztaltcen zaczeto
nazywa¢ przestrzeniami Kleina™, s. 495* Nie biorac pod uwage zatozen od-
nosnie wystepujacych zbioréw i grup mozna, zgodnie =z definicjag Kleina,
przyja¢, ze przestrzen Kleina jest to para (N,C") zdozona ze zbioru nie-
pustego N i grupy przeksztaktcen CJ} tego zbioru na siebie.

¥ roku 1930 E. Cartan w [7] wprowadzit pojecie przestrzeni jednorodnej
i*p6zniej wielu autoréw nazywato, moim zdaniem nie skusznie, przestrzen
jednorodng przestrzenig Kleina. Zgodnie z definicja Cartana przestrzen
jednorodna jest to przestrzen Kleina, w ktdrej grupa dziata tranzytywnie.
Wazne sg rowniez przestrzenie z nietranzytywng grupg przeksztatcen, np.
przestrzeh wektorowa. Dlatego wygodniej jest usunac¢ z definicji przestrze-
ni Kleina zatozenie tranzytywnosci, poniewaz ogranicza zakres pojecia.

R. Sulanke i P. Wintgen w podreczniku [4] okre$slajg przestrzen Kleina
jako tranzytywng lewostronna grupe przeksztalcen, tzn. jako tréjke (M,G,F),
gdzie M jest zbiorem, G - grupga, a f - tranzytywnym lewostronnym dziata-
liera grupy G na M. Uwazam, ze nalezy odrzuci¢ z tej definicji tranzytyw-
nos¢ jako nieistotne ograniczenie, a doda¢ efektywnos¢ dziatania grupy G.
Tak zostato okreslone pojecia przestrzeni Kleina w *tej pracy. Zatozenie
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efektywnosci wydaje mi sie zgodne z intuicja Kleina, bo grupa przeksztat-
cen zawsze dziata efektywnie. Poza tym grupa G jest wtedy izomorficzna z
wyznaczonag przez nia grupg przeksztatcen. Taka trojke (M, G, i) z dziata-
niem efektywnym wprowadzilismy wspélnie z E.J. Jasinska w pracy W w ro-
ku 1972. Pojecie to zostato przedstawiane juz wczesniej w roku 1971 na
Ogoélnopolskiej Konferencji z Geometrii Ro6zniczkowej w Zawoi w referacie,
ktory tan wyglositem. Tréojke taka nazwalismy wtedy niewkasciwie ‘‘geome-
trig Kleina”. W tej pracy proponuje zmienidé te nazwe na 'przestrzen Klei-

na" rezerwujac termin ''geometria”™ dla innego pojecia, zgodnie z definicja
podang przez R. Sulanke w £3].

Pojecie geometrii jako tzw. G-geometrii, gdzie G jest grupa Liego o-
kres Li+ 11. Sulanke w roku 1970 w pracy W -

Pojecie to zostato przedstawione réwniez w podreczniku R.Sulankei P._Wint-
gena !>]. G-geomotria waddug Sulanke jest to pewna kategoria zwigzana z
grupa G. Taka definicje geometrii przyjmuje réwniez w tej pracy nie za-
ktadajac jednak, ze G musi by¢ koniecznie grupa Liego i nazywam takze
geometrig Kleina grupy G, poniewaz okreslona w ten spos6b geometria jest
zwigzana z pewng przestrzenig Kleina, w ktorej dziata grupa przeksztat-
cen izomoificzna z G.

Wydaje sie, ze tak okreslona geometria najbardziej odpowiada tym intu-
icjom, ktéro zawarte sg w oryginalnej doi inicji Kleina.lch doktadne spre-
cyzowanie mozliwe byko dopiero na gruncie teorii kategorii, ktdéra powsta-
+a stosunkowo niedawno. Tym tdhumaczy sie FTakt, ze dopiero teraz mozna by-
4o poda¢ doktadng definicje geometrii. Jednoczesnie jeszcze raz uwydatnia
sie gen.ialnos¢ intuicji Kleina.

W pracy wprowadzam trzy kategorie. Kategorie obiektéow abstrakcyjnych
OA, ktora jest uogoélnieniom kategorii lewnych grup przeksztaktcen wprowa-
dzonej przez P. Sulanke w [1]. kategorie przestrzeni Kleina PK i katego-
rie 0G, ktéra jest whasnie G-geometriag lub geometrig Kleina grupy G. PK i
0G sa podkategoriami kategorii OA. Obiektami G-geometrii sa obiekty geo-
metryczne odpowiedniej przestrzeni Kleina, a morfizmami sg odwzorowania
niezmiennicze. W ten sposéb G-geomotria zawiera wszystkie whasnosci nie-
zmiennicze wzgledem danej grupy przeksztatcen, zgodnie z sugestig Kleina.

Kategoria obiektéw geometrycznych zostata przedstawiona w pracy £8j,
ktéra jest streszczeniem referatu wygtoszonego na Miedzynarodowej Konfe-
rencji Geometrycznej w Debreczynie w roku 1975- Pewne whkasnosci tej kate-
gorii badat E. Zaporowski w pracy !>]e

1* Kategoria obiektéw abstrakcyjnych

Przejde teraz do okreslenia wyzej wspomnianych kategorii.Definicja ka-

tegorii podana jest w ksigzce Z. Semadeniego i A. Wiwegera W - vV mysl
definicji kategoria sktada sie z klasy obiektéw, zbioréw morfizméw przy-
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porzadkowanych kazdej parze obiektédw i prawa kompozycji, ktére spekniaja
pewne postulaty.

Najpierw okresle kategorie obiektéw abstrakcyjnych OA. Obiektami tej
kategorii sa tzw. obiekty abstrakcyjne, morfizmami. - odwzorowania ekwiwa-
riantne, ktdére sa parami odwzorowali spedniajacych pewne warunki, a kompo-
zycja - sktadanie par odwzorowahn. Pojecia te okresle kolejno.

Przez obiekt abstrakcyjny o wkéknie TTI, grupie G i dziataniu F ro-
zumiem tréjke

(m, g, P, @)

gdzie dziatanie F jest to odwzorowanie produktu X G wTH speknia-
Jjace dwa warunki:
réwnanie translacji (fundamentalne)

y\u) em Agte2fg )g2) = FCuj.g™) (2)

warunek identycznosci
Ffii),e) = u), G

e jest elementem neutralnym grupy G.
F nazywa sie réwniez lewostronnym dziataniem grupy G na Tk, a trojka (1)
lewostronng grupa przeksztakcen na 11%. Dziatanie F oznacza sie réwniez
algebraicznie F(),3) = go).

Niech (%, G, ') bedzie innym obiektem abstrakcyjnym. Odwzorowaniem
ekwiwariantnym obiektu (1) w ten obiekt nazywa¢ bede za Sulanke pare od-
wzorowan

G,y) w

gdzie h = TTtri1Ml, a @ jest horaonorfizmem grupy G w G", ktéra speknia
warunek

Aut m A E €6 FAhfcj), tp(g)) = h(F(GJ,g9)) (5)
Warunek ten mozna zapisa¢ w postaci diagramu:

h*
iryGi
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Oznacza on nastepujaca rownos¢ odwzorowan:
F.o( x®) =hoF.

Kategorie, w ktorej obiektami sa obiekty abstrakcyjne (i), morfizmami
- odwzorowania ekwiwariantne (O, a kompozycja - sktadanie par odwzorowan,
nazywam kategoria obiektéw abstrakcyjnych i oznaczam symbolem OA.

Podam teraz pewne wkasnosci tréojek (O, na ktére nalezy zwrécicé uwage.
Oznaczmy przez F odwzorowanie ™» w Ti» otrzymane z F przez ustalenie e-
leraentu g grupy G,

F0 : TO Fo(co): = F@i»t,9) )

Prosty przyktad pokazuje, zZe jezeli F spei#nia tylko warunek (2), to Fg
nie musi by¢ bijekcja. Vystarezy wziaé¢ trojke (R, R*, F), gdzie R jest

zbiorom liczb rzeczywistych, grupg mul tipiikatywng liczb rzeczywi-
stych niezerowych, a F jest okreslone wzorem F(u),g): = }Ci|- Natomiast
zachodzi
Lemat 1

Jezeli sa spednione warunki () i (2), to dla kazdego g€G, F" jest
bijekeja T na 7TL. w
Zbior tych bijekcji Cjj-@®: = |F } g(g| =ze skfadaniem tworzy grupe prze-

ksztatcen 771 na siebie. Grupk @ (g) jest homomorficznymobrazem grupy G.

Dowdd
Z rownan (@) i (2) wynikaja zwiazki dla kazdego gCG, F O F . =
=F ,F =F =1id" , awiec F sa bijakcjami i Flo=F

- n ok

S A ®
Z réwnania translacji (2) wynika dalej, ze /1 g”~ggt G F» A = *g g
Wynika stad, ze zbidér Cg-(g) bijekcji tworzy grupe przeksztatcen, bo zio-
zenie dwoch przeksztatcen i przeksztatcenie odwrotne do tego zbioru nale-
z3. Oznaczmy przez <9 : G— <g(c) odwzorowanie okreslone wzorem:

Age G <p(@: = Fg.

Z réwnania translacji (2) wynika, ze ¥i jest homomorfizmem.Homomorfizm
ten jest na podstawie definicji grupy C*~(g) epimorfizmeei.

Wiadomo, ze obraz homomorficzny grupy w pdigrupe jest grupa. A wiec,
jezeli tylko spednione jest réwnanie translacji (2), to C- (G) j»*t grupa
i istnieje homomorfizm grupy G na CN-(@)- Ale wtedy (@ nie musi by¢
grupa przeksztatcen zbioru na siebie.

Lemat 2 pokazuje, ze w definicji obiektu abstrakcyjnego warunek (3)
mozna zastapi¢ innymi warunkami .
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Lemat 2
Jezeli istnieje takie g €G, ze F jest injekcjg lub F jest surjekcja
i zachodzi roéwnanie translacji, to zachodzi warunek identycznosci ().

Dowdd -

Niech bedzie injekcja. Wezmy dowolne @a)€ 11t . Mamy F(F(tO0,e), Q) =
= F(0>,g). Poniewaz jest roéznowartosciowe, zachodzi wiec warunek iden-
tycznosci F({o,e) =u?. Niech teraz bedzie surjekcja, V9Zmy dowolne
0) € Dla tego ® istnieje takie tOQ€ W, ze F(<oq,g) =Ci>. Wynika stad
na podstawie roéwnania translacji (2) F(co,e) = F((coq,g).e) = F(@o,e.g) =
= Hcto,g) =(D. A wiec zachodzi réwniaz warunek identycznosci (3).

Lemat 2 wskazuje, ze warunek identycznosci (3) mozna zastgpi¢ warun-
kiem, ze cho¢ jedno l(:) jest injekcja lub cho¢ jedno F jest surjekcja,
Wtedy juz wszystkie F~ musza by¢ bijekcjami. Ale nawet wtedy, gdy G (g)
jest grupg przeksztatcen, grupa ta nie musi by¢ izomorficzng z G, Pokazu-
je to nastepujacy przykkad. Niech Tt = R, G = GL(n,r),a dziatanie F jest
okreslone wzorom F(o),a): = (Det a)ct> . Trojka (R, GL(n,R), F) jest obiek-
tem abstrakcyjnym, ale grupa C>~() = AEGL(N,R)|] = | : R— R, RER,
&~ 0, (co): = ftw)j nie jest dla n ~ 2 izomorficzng z GL(Nn,R).

Aby G i c~(g) byty izomorficzne nalezy przyja¢ dodatkowe zatozenie, np.
zatozenie, ze G dziata na TTL efektywnie. Dlaunikniecia nieporozumien
przypomnimy definicje efektywnosci.

Dziatanie F grupy G na Tk nazywamy efektywnym, jezeli zachodzi impli-
kacja

A co€ Tt) F@>,g) =co =>g = e, @)

Zachodzi

Lemat 3
Jezeli G dziata na ™ afektywnie, to G i grupa przeksztakcen CJ (g) sa
izomorficznee

Dowéd

Wystarczy pokaza¢, ze jadro epiaiorfizmu @ okreslonego w dowodzie le-
matu 2 jest elementem neutralnym grupy G.
Mamy Kerep =cp~1(idjTTt) = Jg eG: y(g) X id [fj = Jg€G; FA = "id[TTe
= jg«G( Fg(<>) =Ci), y\w«m 1 = ig4G; =coj = |ej.
Poniewaz chcemy, aby grupe G jednoznacznie wyznaczata grupe przeksztakcen
i odwrotnie, naturalny* bedzie przyja¢, ze w przestrzeni Kleina grupa G
dziata efektywnie, W ten sposéb dochodzimy do nastepujacej definicji prze-
strzoni Kleina,
Definicja

Przestrzenig Kleina nazywamy obiekt abstrakcyjny, efektywny, t=n. troj-
ke

W, G, ), ®
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gdzie: M jest zbiorem niepustym, G - dowolng grupg, a f efektywnym dzia-
4aniom grupy G na M. M nazywamy roéwniez przestrzenia, a jej elementy -
punk tami .

Z lematu 3 wynika, ze grupa G i grupa przeksztatcen CJ(Q) indukowana
przez T sg izomorficzne. V ten sposéb tréojka (8) mozemy zastapi¢ pare

M,CF1(G)).- ©

Zwigzek, miedzy (8) i (9) usprawiedliwia nazwe przestrzeni Kleina réwniez
dla tréojki (8). Zostanie on rozpatrzony nieco doktadniej na gruncie teo-
rii kategorii.

2. Kategoria przestrzeni Kleina PK

Okreslimy teraz kategorie przestrzeni Kleina. Jako klase obiektéw tej
kategorii wezmiemy klase przestrzeni Kleina okreslonych przez (8).
Morfizmy i kompozycje okreslamy tak, jak w kategorii obiektéw abstrakcyj-
nych. V ten sposéb kategoria PK jest podkategorig kategorii obiektéw ab-
strakcyjnych OA. Nie wiem czy jest to podkategoria pe#na?

Okreslimy teraz inng jeszcze kategorie, ktorej obiektami beda takze
przestrzenie Kleina, ale traktowane jako pary (M,Cg)f gdzie M jest dowol-
nym zbiorem niepustym, a Cg jest grupa przeksztatcen zbioru M na siebie.
Kategorie te dla odréznienia oznaczymy przez PK. Morfizmem pary (M,£H-) w
pare (Mjf Cg-1) w tej kategorii bedziemy nazywa¢ pare odwzorowan (h, <p),
gdzie h jest odwzorowaniem M w M*, a ¢ homomorfizmem grupy G w Cg
Odwzorowania te spedniaja warunek ekwiwariantnosci

A geCr~hoS =ip(g)oh. (10)

Kompozycja bedzie tak jak poprzednio skdadanie par odwzorowan.

Okazuje sie, ze istnieje funktor kowariantny kategorii PK
na kategorie PK, ktéry izomorficzne tréjki (8) odwzorowuje na izomorficz-
ne pary (M,tH). Funktor f obiekty i morfizmy kategorii PK odwzorowuje
w spos6b nastepujacy:

A(N, G, f) f((M, G, r)): = (M,CJG))
A(Ch,”)« Hom((M, G, G, , ™))

£(hhp): = (h,£)e Hom((M,CE(G)), (CH)]
takie, ze

= rliv(g)
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%L%tomiast funktor do niego odwrotny na obiektach i morfizmach kategorii
PK przyjmuje wartosci nizej podane.

AM,Cij.) = (M.CO-, P ix-9): =g
At h,?)) = (h$)e o, (L, ¢, D, G, >T.))e

Obie te kategorie majg te same whasnosci. Tréojka (8) jest tylko innym
przedstawieniem pary (M,C*). W réznych sytuacjach rézne przedstawienia
moga by¢ wygodniejsze i dlatego znajomo$¢ réznych przedstawien moze by¢
pozyteczna.

3. Geometria Kleina grupy G

Okresle teraz wspomniang we wstepie G-goometrie czyli geometrie Kleina
grupy G. Najpierw zdefiniuje obiekt geometryczny w przestrzeni Kleina (8).
Definicja

Obiektem geometrycznym w przestrzeni Kleina (8) nazywam obiekt ab-
strakcyjny o tej samej grupie G, ktéra wystepuje w (8), tzn. trdjke

(m, G, P * an

gdzie TTt jest dowolnym zbiorom, G - grupg wystepujaca w (8), a F -nieko-
niecznie efektywnym dziataniem grupy G naTH, . Zbioér T, nazywamy whkoknem
obiektu (li). Nie ma zadnego zwigzku miedzy wkdéknem obiektu TIU i prze-
strzenig Kleina M.

Jedynym elementem, ktéry +aczy obiekt geometryczny z przostrzenig Kleina,
dla ktérej jest utworzonv, jest grupa G.

Klasa obiektow (li) z tg samg grupa G, z morfizmami okreslonymi przez
pary odwzorowan (h, id]c) ekwiwariantnych i skdadaniem par odwzorowan ja-
ko kompozycja tworzy kategorie.

Definicja

Kategorie te nazywamy za Sulanke G-geometrig lub geometrig Kleina gru-
py G.

Odwzorowania h, ktore sa sktadowymi raorfizméw w G-geometrii nazywaja
sie rowniez odwzorowaniami niezmienniczymi.

Niech (Txf G, F) i @Y, G, F) beda dwoma obiektami w tej samej geome-
trii, a h : TKk— TH,1 odwzorowaniem niezmienniczym. Jezeli h jest ponadto
surjekcja, tzn. h(TTt) = T~ , to obiekt (Tc £ G, ) nazywamy kornitantg
obiektu (i, G, F). Gkoéwnym zadaniem w kazdej geometrii jest wyznaczanie
obiektéw, ich kornitant, odwzorowan niezmienniczych czyli inorfizméw i ba-
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danie roéwnowaznosci obiektéw, tzn. izomorfizméw w odpowiednich katego-
iach.

Jak wida¢ G-geometria jest podkategoriag kategori
nych OA, natomiast nie jest podkategorig przestrzen
tria nie jest podkategoria peina,

Z ujecia obiektéw abstrakcyjnych przestrzeni Kleina 1 obiektéw geome-
trycznych jako obiektéw pewnych kategorii wynika szereg og6lnych wdasno-
Sci tych poje¢. ¥ szczegdlnosci daje sie okresli¢ pojecie roéwnowaznosci
obiektéw abstrakcyjnych, przestrzeni Kleina i obiektéw geometrycznych w
spos6b jednolity jako izomorfizméw w odpowiednich kategoriach. Mimo sze-
rokiego zainteresowania sie od wielu lat przestrzeniami Kleina nie spot-
katem dotychczas Scistej definicji rownowaznosci takich przestrzeni. Na
gruncie teorii kategorii definicja raka nasuwa sie w spos6b automatyczny.

obiektéw abstrakcyj-

i
i Kleina PKt G-geome-
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NOHHTHE HEPOCTPAHCTBA KJIEMHA H KTO TEOJiKCHiii

Pe3™ue

npocipaHciBo KaeHHa oto Tpoitka (1) (M, G, f), rxe M - npoaaBoatHoe mbo-
*ecTBo, G - npoMBBojiBHaa rpynna, a f - 0003HakaeT »tjxiiektHBHoe a«SctBBe G
Ba M, reoweipH« Kaefma hm G-reoweTCHa bto HeKoiopas jcaTeropH«, oOieKiaiui
KOTopoR &bmjdtc* reoMeTpHHecKHe odieKia npocipaHCiBa (1). OAHOBpeneHHo Ohm
onpeAeJeHH Kaieropma aOCTpaKTHux o06ieKTOB u KaieropHa ppocrpaaciB KasHBa,
a Taxxe ex ocaoBHue CBoé&ciBa.
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THE CONCEPT OF KLEIN SPACE AND ITS GEOMETRY

Summary

The Klein space is the three (1) (M, G, ), where M 1is an arbitrary
set, G is an arbitrary group, and f denotes effective acting of the group
G on M. The Klein geometry is a category whose objects are the geometric
object of Klein space (I). Categories of abstract objects and of Klein
space are also introduced and their basic properties are given.
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