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POJĘCIE PRZESTRZENI KLEINA I JEJ GEOMETRII

Streszczenie. Przestrzeń Kleina jest to trójka (1 ) (M, G, f),
gdzie M jest dowolnym zbiorem, G - dowolną grupą, a f oznacza 
ei ektywne działanie G na M. Geometria Kleina lub G—geometria 
jest to pewna kategoria, której obiektami są obiekty geometryczne 
przestrzeni ( 1 ). Określone zostały równie* kategorie obiektów ab­
strakcyjnych i kategoria przestrzeni Kleina oraz podane zostały ich podstawowe własności. p

Celem tych rozważań jest przedstawienie pojęcia przestrzeni i geome­
trii Kleina. Pojęcia te zostały tutaj sprecyzowane i w pewnej mierze zmo­
dyfikowane. V rozważaniach nie ograniczam się do rozmaitości i grup Liego, 
ale rozpatruję dowolne zbiory i dowolne grupy w nich działające. Wskutek 
tego pojęcia są ogólniejsze, a rozważania prostsze i jaśniejsze, a więc 
dostępne dla szerszego kręgu czytelników.

Jak wiadomo pojęcie geometrii określił F. Klein w swoim słynnym Pro­
gramie z Erlangen . Kto pierwszy wprowadził nazwę "przestrzeń Kleina" 
nie wiem. B.A. Rozenfeld w swojej monografii z 1969 roku [ó] tak pisze na 
temat ten: "Dlatego po pojawieniu się geometrii przestrzeni nie dopusz­
czających grupy przekształceń, przestrzenie z grupą przekształceń zaczęto 
nazywać przestrzeniami Kleina", s. 495* Nie biorąc pod uwagę założeń od­
nośnie występujących zbiorów i grup można, zgodnie z definicją Kleina, 
przyjąć, że przestrzeń Kleina jest to para (N,C^) złożona ze zbioru nie- 
pustego N i grupy przekształceń CJ- tego zbioru na siebie.

¥ roku 1930 E. Cartan w [7 ] wprowadził pojęcie przestrzeni jednorodnej 
i*później wielu autorów nazywało, moim zdaniem nie słusznie, przestrzeń 
jednorodną przestrzenią Kleina. Zgodnie z definicją Cartana przestrzeń 
jednorodna jest to przestrzeń Kleina, w której grupa działa tranzytywnie. 
Ważne są również przestrzenie z nietranzytywną grupą przekształceń, np. 
przestrzeń wektorowa. Dlatego wygodniej jest usunąć z definicji przestrze­
ni Kleina założenie tranzytywności, ponieważ ogranicza zakres pojęcia.

R. Sulanke i P. Wintgen w podręczniku [4] określają przestrzeń Kleina 
jako tranzytywną lewostronną grupę przekształceń, tzn. jako trójkę (M,G,f), 
gdzie M jest zbiorem, G - grupą, a f - tranzytywnym lewostronnym działa­
li era grupy G na M. Uważam, że należy odrzucić z tej definicji tranzytyw- 
ność jako nieistotne ograniczenie, a dodać efektywność działania grupy G. 
Tak zostało określone pojęcia przestrzeni Kleina w *tej pracy. Założenie
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efektywności wydaje mi się zgodne z intuicją Kleina, bo grupa przekształ­
ceń zawsze działa efektywnie. Poza tym grupa G jest wtedy izomorficzna z 
wyznaczoną przez nią grupą przekształceń. Taką trójkę (M, G, i) z działa­
niem efektywnym wprowadziliśmy wspólnie z E.J. Jasińską w pracy W  w ro­
ku 1972. Pojęcie to zostało przedstawiane już wcześniej w roku 1971 na 
Ogólnopolskiej Konferencji z Geometrii Różniczkowej w Zawoi w referacie, 
który tan wygłosiłem. Trójkę taką nazwaliśmy wtedy niewłaściwie "geome­
trią Kleina”. W tej pracy proponuję zmienió tę nazwę na "przestrzeń Klei­
na" rezerwując termin "geometria" dla innego pojęcia, zgodnie z definicją 
podaną przez R. Sulanke w £3].

Pojęcie geometrii jako tzw. G-geometrii, gdzie G jest grupą Liego o- 
kreś L i ł 11. Sulanke w roku 1970 w pracy W -
Pojęcie to zostało przedstawione również w podręczniku R.Sulankei P.Wint- 
gena !>]. G-geomotria wądług Sulanke jest to pewna kategoria związana z 
grupą G. Taką definicję geometrii przyjmuję również w tej pracy nie za­
kładając jednak, że G musi być koniecznie grupą Liego i nazywam także 
geometrią Kleina grupy G, ponieważ określona w ten sposób geometria jest 
związana z pewną przestrzenią Kleina, w której działa grupa przekształ­
ceń izomoificzna z G.
Wydaje się, że tak określona geometria najbardziej odpowiada tym intu­
icjom, któro zawarte są w oryginalnej doi inicji Kleina.Ich dokładne spre­
cyzowanie możliwe było dopiero na gruncie teorii kategorii, która powsta­
ła stosunkowo niedawno. Tym tłumaczy się fakt, że dopiero teraz można by­
ło podać dokładną definicję geometrii. Jednocześnie jeszcze raz uwydatnia 
się gen.ialność intuicji Kleina.

W pracy wprowadzam trzy kategorie. Kategorię obiektów abstrakcyjnych 
0A, która jest uogólnieniom kategorii lewnych grup przekształceń wprowa­
dzonej przez P. Sulanke w [1]. kategorię przestrzeni Kleina PK i katego­
rię 0G, która jest właśnie G-geometrią lub geometrią Kleina grupy G. PK i 
0G są podkategoriami kategorii 0A. Obiektami G-geometrii są obiekty geo­
metryczne odpowiedniej przestrzeni Kleina, a morf izmami są odwzorowania 
niezmiennicze. W ten sposób G-geomotria zawiera wszystkie własności nie­
zmiennicze względem danej grupy przekształceń, zgodnie z sugestią Kleina.

Kategoria obiektów geometrycznych została przedstawiona w pracy £8j, 
która jest streszczeniem referatu wygłoszonego na Międzynarodowej Konfe­
rencji Geometrycznej w Debreczynie w roku 1975- Pewne własności tej kate­
gorii badał E. Zaporowski w pracy !>]•

1 * Kategoria obiektów abstrakcyjnych

Przejdę teraz do określenia wyżej wspomnianych kategorii.Definicja ka­
tegorii podana jest w książce Z. Semadeniego i A. Wiwegera W -  V myśl 
definicji kategoria składa się z klasy obiektów, zbiorów morfizmów przy­
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porządkowanych każdej parze obiektów i prawa kompozycji, które spełniają 
pewne postulaty. .

Najpierw określę kategorię obiektów abstrakcyjnych OA. Obiektami tej 
kategorii są tzw. obiekty abstrakcyjne, morf izmami. - odwzorowania ekwiwa- 
riantne, które są parami odwzorowali spełniających pewne warunki, a kompo­
zycją - składanie par odwzorowań. Pojęcia te określę kolejno.

Przez obiekt abstrakcyjny o włóknie TTl, grupie G i działaniu F ro­
zumiem trójkę

(m, g, f), (1 )

gdzie działanie F jest to odwzorowanie produktu x G w TH spełnia­
jące dwa warunki:
równanie translacji (fundamentalne)

y \u )  e m  A g t .e 2 f  g  )g2 ) = F C u j . g ^ )  (2)

warunek identyczności

Ffii), e) = u), (3 )

e jest elementem neutralnym grupy G.
F nazywa się również lewostronnym działaniem grupy G na TTk , a trójka (1 ) 
lewostronną grupą przekształceń na 11%. Działanie F oznacza się również 
algebraicznie F(o),g) = go).

Niech (7)%̂ , G^ , F^ ) będzie innym obiektem abstrakcyjnym. Odwzorowaniem 
ekwiwariantnym obiektu (1 ) w ten obiekt nazywać będę za Sulanke parę od­
wzorowań

(h, y  ) W

gdzie h = TTtr17% 1 , a cp jest horaonorfizmem grupy G w G^ , która spełnia 
warunek

A u t  m  A E € G  F ^ h f c j ) ,  t p ( g ) )  = h ( F ( G J , g ) )  ( 5 )

Warunek ten można zapisać w postaci diagramu:
h *

iryGi

<
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Oznacza on następującą równość odwzorowań:

F. o (h x cp ) = h o F.

Kategorię, w której obiektami są obiekty abstrakcyjne (i), morfizmami 
- odwzorowania ekwiwariantne (O, a kompozycją - składanie par odwzorowań, 
nazywam kategorią obiektów abstrakcyjnych i oznaczam symbolem OA.

Podam teraz pewne własności trójek (O, na które należy zwrócić uwagę. 
Oznaczmy przez F odwzorowanie TYt» w TTt» otrzymane z F przez ustalenie e- 
leraentu g grupy G,

F : TO F (co): = F(i»ł,g) (6)o O

Prosty przykład pokazuje, źe jeżeli F spełnia tylko warunek (2), to Fg 
nie musi być bijekcją. Vystarezy wziąć trójkę (R, R*, F), gdzie R jest 
zbiorom liczb rzeczywistych, grupą mul tipiikatywną liczb rzeczywi­
stych niezerowych, a F jest określone wzorem F(u),g): = }€>Ci>|. Natomiast 
zachodzi
Lemat 1

Jeżeli są spełnione warunki (3) i (2 ), to dla każdego g € G, F^ jest 
bijekeją TTX> na 7TL. w
Zbiór tych bijekcji Cjj-(G): = | F } g ( g | ze składaniem tworzy grupę prze­
kształceń 771 na siebie. Grupk Cg- (g ) jest homomorficznym obrazem grupy G.
Dowód

Z równań (3) i (2 ) wynikają związki dla każdego gCG, F 0 F . =
- 1  e= F , F = F = i d ™  , a więc F są bij akcjami i F = F

' S  ^  ** A ®Z równania translacji (2) wynika dalej, że /1 g^ggt G F^ F^ = *g g
Wynika stąd, że zbiór Cg-(g ) bijekcji tworzy grupę przekształceń, bo zło­
żenie dwóch przekształceń i przekształcenie odwrotne do tego zbioru nale­
żą. Oznaczmy przez <p : G — <g(c) odwzorowanie określone wzorem:

A g e  G <p(g): = Fg .

Z równania translacji (2) wynika, że 1fi jest homomorfizmem. Homomorfizm
ten jest na podstawie definicji grupy Ĉ -(g ) epimorfizmeei.

Wiadomo, że obraz homomorficzny grupy w póigrupę jest grupą. A więc, 
jeżeli tylko spełnione jest równanie translacji (2 ), to CJJ- (G ) j»*t grupą 
i istnieje homomorfizm grupy G na Ĉ J-(g). Ale wtedy (g) nie musi być 
grupą przekształceń zbioru na siebie.

Lemat 2 pokazuje, że w definicji obiektu abstrakcyjnego warunek (3) 
można zastąpić innymi warunkami.
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Lemat 2
Jeżeli istnieje takie g € G, że F jest injekcją lub F jest surjekcją 

i zachodzi równanie translacji, to zachodzi warunek identyczności (3). 
Dowód •

Niech będzie injekcją. Weźmy dowolne a)€ TTt . Mamy F(F(tO,e), g) =

= F(o>,g). Ponieważ jest róźnowartościowe, zachodzi więc warunek iden­
tyczności F(to, e) = u?. Niech teraz będzie surjekcją, V9Źmy dowolne 
O) € Dla tego cO istnieje takie tOQ € TH» , że F(<oq , g) =Ci>. Wynika stąd 
na podstawie równania translacji (2 ) F (c o ,e ) = F(F(coq,g),e) = F(a>o,e.g) = 
= F(ct>o ,g) =(D. A więc zachodzi równi aż warunek identyczności (3).

Lemat 2 wskazuje, że warunek identyczności (3) można zastąpić warun­
kiem, że choć jedno F jest injekcją lub choć jedno F jest surjekcją,o gWtedy już wszystkie F^ muszą być bijekcjami. Ale nawet wtedy, gdy GJ (g ) 
jest grupą przekształceń, grupa ta nie musi być izomorficzną z G, Pokazu­
je to następujący przykład. Niech TTt = R, G = GL(n,r ) , a działanie F jest 
określone wzorom F(o),a ): = (Det a )cl> . Trójka (R, GL(n,R), F) jest obiek­
tem abstrakcyjnym, ale grupa Ĉ- (g ) = A€GL(n,R)| = |f^ : R—— R, ft € R,
& ̂  0, f^ (co) : = ft u) j  nie jest dla n ^  2 izomorficzną z GL(n,R).
Aby G i C ^ ( g ) były izomorficzne należy przyjąć dodatkowe założenie, np. 
założenie, że G działa na TTL efektywnie. Dla uniknięcia nieporozumień
przypomnimy definicję efektywności.

Działanie F grupy G na TTŁ nazywamy efektywnym, jeżeli zachodzi impli­
kacja

A  co € Tft) F(u>,g) =co => g = e, (7)

Zachodzi 
Lemat 3

Jeżeli G działa na 'TTl afektywnie, to G i grupa przekształceń CJ (g) są 
izomorf iczne•
Dowód

Wystarczy pokazać, że jądro epiaiorfizmu (p określonego w dowodzie le­
matu 2 jest elementem neutralnym grupy G.
Mamy Keręp = cp~ 1 (idjTTt ) = |g e G: y ( g )  x id |Tft, j  = jg€G; F^ = 'id|TTt
= jg«G( F g (<*>) =C i), y \ w « m  1 = ig 4 G; =  coj = | e j  .

Ponieważ chcemy, aby grupę G jednoznacznie wyznaczała grupę przekształceń 
i odwrotnie, naturalny* będzie przyjąć, że w przestrzeni Kleina grupa G 
działa efektywnie, W ten sposób dochodzimy do następującej definicji prze- 
strzoni Kleina,
Definicja

Przestrzenią Kleina nazywamy obiekt abstrakcyjny, efektywny, tzn. trój­
kę

(M, G, f), (8)
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gdzie: M jest zbiorem niepustym, G - dowolną grupą, a f efektywnym dzia­
łaniom grupy G na M. M nazywamy również przestrzenią, a jej elementy - 
punk tami.

Z lematu 3 wynika, że grupa G i grupa przekształceń CJ(g) indukowana 
przez f są izomorficzne. V ten sposób trójką (8 ) możemy zastąpić parę

(M,Cfl(G)). (9)

Związek, między (8 ) i (9) usprawiedliwia nazwę przestrzeni Kleina również 
dla trójki (8 ). Zostanie on rozpatrzony nieco dokładniej na gruncie teo- 
rii kategorii.

2. Kategoria przestrzeni Kleina PK

Określimy teraz kategorię przestrzeni Kleina. Jako klasę obiektów tej 
kategorii weźmiemy klasę przestrzeni Kleina określonych przez (8).
Morfizmy i kompozycję określamy tak, jak w kategorii obiektów abstrakcyj­
nych. V ten sposób kategoria PK jest podkategorią kategorii obiektów ab­
strakcyjnych OA. Nie wiem czy jest to podkategoria pełna?

Określimy teraz inną jeszcze kategorię, której obiektami będą także 
przestrzenie Kleina, ale traktowane jako pary (M,Cg)f gdzie M jest dowol­
nym zbiorem niepustym, a Cg jest grupą przekształceń zbioru M na siebie. 
Kategorię tę dla odróżnienia oznaczymy przez PK. Morf izmem pary (M,£H-) w 
parę (Mjf Cg-1) w tej kategorii będziemy nazywać parę odwzorowań (h, < p ), 
gdzie h jes t odwzorowaniem M w M^ , a ęp homomorf izmem grupy Cg- w Cg 
Odwzorowania te spełniają warunek ekwiwariantności

A geC^-h o S = ip(g)oh. (1 0 )

Kompozycją będzie tak jak poprzednio składanie par odwzorowań.
Okazuje się, że istnieje funktor kowariantny kategorii PK 

na kategorię PK, który izomorficzne trójki (8) odwzorowuje na izomorficz­
ne pary (M,tH). Funktor f  obiekty i morfizmy kategorii PK odwzorowuje 
w sposób następujący:

A ( N ,  G, f )  f ((M,  G, r ) ) :  = (M,CJ(G))

A(h,^)« Hom((M, G, G, , f^))

£ ( h ltp): = (h,£)e Hom((M,C£(G)), (G,))

takie, że

= r l V ( g )
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Natomiast funktor do niego odwrotny na obiektach i morf izmach kategorii#*oPK przyjmuje wartości niżej podane.

A(M,Cij.) = (M.C0-, f) i(x.g): = g(x)

^ " ’((h,^)) = (h,$)e llor,((M, (̂ , f), (ii, , > f , ) ) •

Ob‘ie te kategorie mają te same własności. Trójka (8) jest tylko innym 
przedstawieniem pary (M,C^). W różnych sytuacjach różne przedstawienia 
mogą być wygodniejsze i dlatego znajomość różnych przedstawień może być 
pożyteczna.

3. Geometria Kleina grupy G

Określę teraz wspomnianą we wstępie G-goometrię czyli geometrię Kleina 
grupy G. Najpierw zdefiniuję obiekt geometryczny w przestrzeni Kleina (8).
Def inicja

Obiektem geometrycznym w przestrzeni Kleina (8) nazywam obiekt ab­
strakcyjny o tej samej grupie G, która występuje w (8), tzn. trójkę

(m, G, F) * (11)

gdzie TTt jest dowolnym zbiorom, G - grupą występującą w (8), a F - nieko­
niecznie efektywnym działaniem grupy G na TH, . Zbiór TH, nazywamy włóknem 
obiektu (li). Nie ma żadnego związku między włóknem obiektu TTU i prze­
strzenią Kleina M.
Jedynym elementem, który łączy obiekt geometryczny z przostrzenią Kleina, 
dla której jest utworzonv, jest grupa G.

Klasa obiektów (li) z tą samą grupą G, z morfizmami określonymi przez 
pary odwzorowań (h, id|c) ekwiwariantnych i składaniem par odwzorowań ja­
ko kompozycją tworzy kategorię.
Def inicja

Kategorię tę nazywamy za Sulanke G-geometrią lub geometrią Kleina gru-
py G.

Odwzorowania h, które są składowymi raorfizmów w G-geometrii nazywają 
się również odwzorowaniami niezmienniczymi.

Niech (7TXf G, F) i (lUj , G, F^) będą dwoma obiektami w tej samej geome­
trii, a h : TK —- TH,1 odwzorowaniem niezmienniczym. Jeżeli h jest ponadto 
surjekcją, tzn. h(TTŁ) = TTl^ , to obiekt ( TTfc f G, F^) nazywamy kornitantą 
obiektu (7TŁ, G, F). Głównym zadaniem w każdej geometrii jest wyznaczanie 
obiektów, ich kornitant, odwzorowań niezmienniczych czyli inorfizmów i ba-
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danie równoważności obiektów, tzn. izomorfizmów w odpowiednich katego- 
i ach.

Jak widać G-geometria jest podkategorią kategorii obiektów abstrakcyj­
nych OA, natomiast nie jest podkategorią przestrzeni Kleina PKt G-geome- 
tria nie jest podkategorią pełną,

Z ujęcia obiektów abstrakcyjnych przestrzeni Kleina i obiektów geome­
trycznych jako obiektów pewnych kategorii wynika szereg ogólnych własno­
ści tych pojęć. ¥ szczególności daje się określić pojęcie równoważności 
obiektów abstrakcyjnych, przestrzeni Kleina i obiektów geometrycznych w 
sposób jednolity jako izomorfizmów w odpowiednich kategoriach. Mimo sze­
rokiego zainteresowania się od wielu lat przestrzeniami Kleina nie spot­
kałem dotychczas ścisłej definicji równoważności takich przestrzeni. Na 
gruncie teorii kategorii definicja raka nasuwa się w sposób automatyczny.
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nûHHTHE I1P0CTPAHCÏBA KJIEMHA H KTO TEOJiKCHiii

P e 3 *> u e

npocipaHciBo KaeHHa oto TpoitKa (l) (M, G, f), rxe M - npoaaBoaŁHoe mbo- 
*ecTBo, G - npoMBBojiBHaa rpynna, a f - 0Ö03HakaeT »tjxiieKtHBHoe a«SctBBe G 
Ba M, reoweipH« Kaefma h m  G-reoweTCHa bto HeKoiopas jcaTeropH«, oÖieKiaiui 
KOTopoß äbmjdtc* reoMeTpHHecKHe oöieKia npocipaHCiBa (l). OAHOBpeneHHo Ö h m  
onpeAeJeHH Kaieropma aÖCTpaKTHux oöieKTOB u KaieropHa ppocrpaaciB KasHBa, 
a Taxxe ex ocaoBHue CBoäciBa.
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THE CONCEPT OF KLEIN SPACE AND ITS GEOMETRY 

S u m m a r y
The Klein space is the three (l) (M, G, f), where M is an arbitrary 

set, G is an arbitrary group, and f denotes effective acting of the group 
G on M. The Klein geometry is a category whose objects are the geometric 
object of Klein space (l). Categories of abstract objects and of Klein 
space are also introduced and their basic properties are given.
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