
ZESZYTY NAUKOVE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: MATEMATYKA - FIZYKA z. hZ

1983 
Nr kol. 7V7

Grażyna KOZŁOWSKA

APROKSYMACJA W UOGÓLNIONYCH PRZESTRZENIACH ORLICZA, 
RODZINĄ OPERATORÓW LINIOWYCH “W1 -OGRANICZONYCH

Streszczenie. Pewne wyniki uzyskane przez J. Musielaka w pracy 
[[33 przeniesiono na uogólnione przestrzenie Orlicza, aproksywując w 
tych przestrzeniach funkcje dwóch zmiennych, rodziną operatorów li­
niowych 'W’ -ograniczonych.

Wst̂ jj

Niech Q  j C R  (i = 1 ,2 ) będą przedziałami, mogą byś niewłaściwe. X,) 
niech będzie przestrzenią funkcji x=x( . , t ^ ) dla prawie wszystkich t2 o- 
kreślonych i mierzalnych na ii 1 o wartościach rzeczywistych,prawie wszę­
dzie skończonych.

Niech <p =q>(tt,u) : ß  x R — R+ = [o ,° ° )  będzie cp - funkcją z parame­
trem ^( [ 3]), » p, Jx(#,t2)] = J5̂ )[t1 ,x( t1 , t2)J dt1 modularem w X1 dla pra­

wie wszystkich t2« ß 2 ( t3f  ’ przy czym P1 [x *̂ ’ t2'U jest funkcJą mie_ 
rżalną na & 2 o wartościach prawie wszędzie skończonych.

= Xę>1 niech oznacza przestrzeń modularną generowaną modularem
([3]).

Niech X2 będzie przestrzenią funkcji x=x(tj,#) dla prawie wszyst­
kich określonych i mierzalnych na 2 0 wartościach rzeczywistych,
prawie wszędzie skończonych.

T|) = (t2 ,u) : Q 2 x R — niech będzie ^ - funkcją z parametrem t2, a
P2[x(t1*)] = J ‘̂ [t2,x(t1 ,t2)] dt2 modularem w X2 dla prawie wszystkich 
t ,  € £1,. ° 2

Niech L*^ = Xp2 oznacza przestrzeń modularną generowaną modularem p2#
X = X(£1) niech będzie przestrzenią funkcji xsx(tj,t*2) określonych i 

mierzalnych w £2 = o wartościach rzeczywistych, prawie wszędzie
skończonych.

Niech 9 (x) = P2 [p,(*)] = / ^ j ^ .  dt. dt2j prawdziwe

są wtedy następujące własności:
Własność 1

p(x) = P2 |j)1(x)] jest modularem, gdy p1 jest modularen wypukłym.
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Dowód
l)p(x) = P 2 [p,(x)] = |T(i> [t, I*(t1 ,t2)] dt^j

tedy, gdy ¡f (p Jt ̂ ,x( t ̂ , tg)J dt 1 = O dla prawie wszystkich t^. Podob-

dt2 = O wtedy i tyl­

ko w _
Q 1

nie ostatnia równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x(t^,tg) = 0 dla
prawie wszystkich t̂ . Ponadto, można wykazać, że jeśli
3 V 3 V x (t.,t_) = 0 , to x(t.,t0) = 0 prawie wszędzie
■o < n ( a • i d i dt  (  B ' A - t « A' 
|B|=0 2 2 2

w £2 = ii1 x il2.
Zatem p(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x(t1 ,t2) = 0 prawie wszędzie.
2) Oczywiście p (-*) =p(x).
3) Jeśli a>0, b>0, a + b = 1 , x € X, y( X i p̂  jest tnodularem wy­

pukłym, to p (ax+by) = p2 (ax+by)J -ś (,2 [a P1(I) + b P)(y)]ś ^2 [**1 +
+ P 2 [p,(y)] = P (x) + P (y)-
Własność 2

p(x) = Jest modularem wypukłym, gdy i P2 są wypukłe.
Dowód jest oczywisty (własność 1 punkt 3)*

Niech ^  = i ?  = Xp oznacza przestrzeń modularna generowaną mo­
dularem p (uogólniona przestrzeń Orlicza), wtedy |x|p=inf|u>0:p(x/u)^ u| 
jest F normą w ( M  . tw. 1 *5) i prawdziwa jest własność 3«
Własność 3

Zbieżność xr —  0 według F normy |x w L ,T jest równoważna warun-
kowi V  p J P i t « ) ]  0a > 0  1n— -00 rDowód wynika z twierdzenia 1 . 6  w pracy |_4J .

Niech V będzie niepustym zbiorem par(v^ ,v2) ,‘M’ filtrem w rodzinie pod­
zbiorów zbioru V ([i] str. 20). Mówimy, że funkcja g:V— R dąży do zera
w sensie "W tzn. g(v ,v )i^-0 jeśli W  3  zbiór V € 'W taki, że 

1 £ Ł > 0  °
|g(v1!v2)| <  fi dla wszystkich (v1 tv2)i Vo#

Rodzina T = (T ), \ operatorów liniowych TV 1*V2 ' V ^ , V2 1 * 2  
nazywa się Tf' -ograniczoną, jeśli istnieją liczby dodatnie k^ ,k2 i funkcja
g:V —— taka, że g(v^ , 0  i dla każdego x€L^>,<̂  istnieje zbiór V OY*
dla którego P2 [pi(tv v x)J^ k 1 P2 [?i ( k2x)] + « ( v 1 >v2) dla wszystkich

<v 1 >v2 > « V
Jeśli p jest modularem wypukłym, to można stałą k. przyjąó równą 1.

(P. >P2) tn <ib.Mówimy, że xn -----—  0 (zbieżność modularna w L” ,r), jeśli istnieje
a > 0  takie, że P 2 [V, (axn )] 

n— — >
(p.,p ) - domknięciem zbioru S * 1 ? nazywa się zbiór wszystkich ele-

a>4> (P,.P2)mentów xf takich, że x -x  — 0 dla ciągu x e S.
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w~(x(V) = sup o 9 [ O . (T x-x)l dla każdego V e TY5 oznacza T - moduł
(v ,v )tV 1 1 2 J

gładkości elementu x e L

Aproksymacja w przestrzeniach modularnych
Z'

Twierdzenie 1
Niech T = (T )/ \ v będzie <ha -ograniczoną rodziną liniowych

1 *2 l 1 *2
operatorów T : gdzie o? jest funkcją wypukłą ze względu

V1 ’ 2
na u i niech ^0C X spełnia warunki: /
(a) dla każdego x € Sq i dla każdego a> 0  ?2|^>l[a^ v  v x”x l̂J ®

(b) jest (p1»9P) - domknięciem w L̂ **̂  zbioru S wszystkich skończonych 
liniowych kombinacji elementów zbioru Sq. Wtedy dla każdego x € L#g ist­
nieje b ̂ >0 takie, że ?2 |^lCb T̂v ,v

Dowód analogiczny do dowodu twierdzenia 1 w pracy £3].
Posługując się pojęciem T-m<^ułu gładkości można tw. 1 zapisać w po­

staci tw. 2.
Twierdzenie 2

Niech T s (T )/ \ v będzie Of ograniczoną rodziną operato-
1 2 V̂ 1 *V2

rów liniowych T : gdzie cp jest funkcją wypukłą ze
1 ’ 2

względu na u i niech Sq będzie podzbiorem X t

Jeśli dla każdego x€ S i dla każdego a > 0  o?_(ax, v)^£-0, to zbieżność
ta zachodzi równie* dla każdego x€ Lg stałą a zależną od x.

V dalszych rozważaniach zakłada się stale wypukłość ze względu na u 
funkcji <p , aby uzyskać wypukłość modularu p1 (t1*] str. 8) i tym samym
zgodnie z własnością 1 zapewnić to, by ę był modularem.

Aproksymacja w uogólnionych przestrzeniach Orllcza

Niech Ii. = [o,b)c= R, 0 < b < —  dla 1 = 1,2. t  : X— X niech będzie
1 , v 2

operatorem translacji < v jV »(t^tg) s x(t, + Vj, t2 + v2), gdzie x jest
funkcją wszędzie określoną, b - okresową Ze względu na każdą zmienną.

Niech Vc R x R i Of* będzie filtrem wszystkich otoczeń zera w R x R.
X st (t „ ) / DvD niech oznacza rodzinę operatorów translacji.

1 2  1 * 2 ,
Mówimy, że S jest (p1, p2)-gęstym w jeśli s .
Niech (p i $ będą funkcjami b-okresowymi na całej osi ze względu na

parametry t̂  € [o,b) = 1,2 dla każdego u ̂  R.
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Funkcję (p nazywany ^ -ograniczoną, jeśli istnieją dodatnie stałe
i k2 takie, że tp (t-v ,u) ̂  k^i t ,k2u) + f(t,v) dla u,v,t€lł, przy czym
funkcja f:RxR—— R jost mierzalną i b-okresową ze względu na pierwszą 

+ bzmienną i taka, że przyjmując dla każdego v€R oznaczenie h(v)= f f(t,v)dt
otrzymujemy H = sup h(v)<-°° i h(v)—»*0, gdy v ■- 0 (patrz £3J) •

V£ R
Twierdzenie 3
(a) Jeśli <p i *lp są < -ograniczone i 1 € L*^, to rodzina operatorów 
translacji jest -ograniczona.
(b) Jeśli dla każdego a>0 dt2<oo , to kombinacje

liniowe elementów zbioru Sq wszystkich funkcji charakterystycznych pod­
zbiorów zbioru [o,bj 0,b) mierzalnych w sensie Lebesgue’a tworzą
- gęsty zbiór w i dla każdego n l f ' ^  i pewnego a >0 zalotnego od x

/P2{«*lCai,rw 1 ,v2x-*>]}a£-0*
Dowód
(a) -ograniczoność rodziny i> wynika z nierówności 

b , b
dt2 ^P2[pJ<vl(w2Xil “ | t ( v | * [ V x ( t1 + V1- *2 v2>] d tlj

b / b ^
* | t | w  j t ? [ V V t x ( V t 2 )]  + f 1 ( t f V , )] d t l j d t 2 <

b r b '
«  | | k 1 + { v k 2 J  <<p [ t 1*k x ( V t 2 )]  + f 1 ( t 1 ’V 1 ) ) d t l J  + f 2 ( t 2 ’V2 )

» k lP2{k2 Pl[,“ (t1 -t2 )] + k 2 |  ̂ W d ^ j  + Jo

+ + h2(v2}<

f2(t2 ,v2)dt2

= *,P2

^ k 1 ? 2 2k2 Pi[kx(ti,t2)]) + k, p2 &k2h,(Vi)̂

P2|Zk2Pl [kx<tl't2)]Jeśli 2k2 1 , to

+ h2(v2)
jp, [kx( t1 , t2)]|.

Jeśli 2k2 1 , to z wypukłości p 1 wynika, Ze p1 (ofx)<qpf>4(x), dlaof-sśl
stąd ą P,(k). gdzie £ > 1 , więc
* 2*1 M W ]  = 2k2 Pl[2T- 2k2kx(ti,t2)] ̂  p ,  [2k2kz(t1 ft2)] .

Niech k^ =
k gdy 2k2<  1

2kjk gdy 2kj >  1

+ klP2 [Zk2h 1 (v1 )] * h2(v2 )*

wtedy p2
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Gdy v — — 0, to akgh^y^)—  O. Stąd i z tego, że 1 € L*^ p2 [¿kgh^ ̂V 1

gdy V —- 0

Zatem V  3  ¥  9 [2k h (v jl «< fi .
fi, >0 V c R v . e V

Wiadomo również, że ¥^ 3  V 6g.
¿2 V2 t- R v 2 e V2

Niech V = V. x V„. Wtedy dla wszystkich par (v ,v )(V Oas g{v ,v ) =
= k,pg L̂*c2h 1 ̂*1 3 + h2 V̂2^  61 + e 2 = e ’ a zatonl e ( v i > V  JŁ" °*

Jest więc rodzina % If-ograniczona,
(b) Niech A±c: [o,b}0,b) i=1,...,n będą zbiorami mierzalnymi w sensie Le- 
besgue’a X A (t1>t2^ 6S0* 

n
= 2 CiXA .(t1 't2 >* Xn* S- 
i=1

Wykażemy, że zbiór S Jest (p.|iPg) - gęsty w
Niech i Jtft.j.O »  0. Istnieje wtedy niemalejący ciąg fun-

kcji prostych całkowalnych j x 1 taki, że 0^ x^( t̂  , tg)fx( t̂  , tg) dla wszyst­
kich (t^tg)« [o,b; 0,b) ([5] str. 3*0.

Z ciągłości funkcji tp wynika, że przy ustalonym & >0
<p[t 1 ’ * l  x n i V * 2 )  "  X^ t 1 ’ t 2̂ 0 ł ° *  ,-1Ponadto <p [t 1 | xn( , t ^ ) - x( , tg)]] <  [tj « (  t ̂ v tg) - * *
założeń wynika, że dla każdego € [o, b) =

= | p [ v  x ( t 1 l t 2 ) l]  d t 1 V» t ł  . 2 S t | * ( * i  • t 2 ) lQ d t l < « -  .

Stosując więc twierdzenie Lebesgue*a o przechodzeniu do granicy otrzymu­
jemy, że dla każdego tg € [o,b) 
b
J  (p[ti,%|xn(ti,t2)- x(ti,t2)|] dt1 |0.
0
Stąd i z ciągłości funkcji

b n

^ { * 2 -  J ' p [ t 1 - ^ l x n { t 1 - t 2 )  "  x ( t 1 d t l j  <
 ̂ O

b x
sS f j t g ,  J <p [ t , .  J ^ i ^ . t g )  - x( t l , tg)|] d t j .

Z założeń p2j ę, [  Si|x1 ( 11 , tg) - »(t^tg)!]!  =

= j f  "t* | * 2 1 J  ł [ t 1 » * l x 1 < t 1 ' t 2 )  ’  X ( t 1 ’ t 2 ) l]d t l ) d t 2  ^

[ t r 2 a ’l x ( t i , t 2 ) 0  d t i )
0 ^ - 0  /

dt2 <  ̂
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Stosując ponownie twierdzenie Lebesgue’a otrzymujemy 
b ( b \
J ll)^, [t1 ,^|xn( ,t2) - x(t1 ,t2)|] dt^dtglo, gdy n —  «•=

czyli L j e s t  “ domknięciem zbioru S.
Zatem S jest (pj>p2  ̂ “ gęstym w
_Jeśli odrzucić założenie o nioujemności funkcji x, to twierdzenie u- 

zyskujemy poprzez przedstawienie funkcji x jako różnicy części dodatniej 
i ujemnej. .

Niech » ( t ^ O  = x+(t1 >t2) - x (t1 ,t2) i nifech A+ = |( t f , t2) € Ip.b; 0 , b : 
: x( t ̂ , t^ ) >  0 I oraz A = [o ,b ;0,b )  \A+.
Wtedy, zgodnie z wykazanym poprzednio, istnieją ciągi jx+nJ» {*-„} funk- 
cji prostych odpowiednio w A+ i A takie, że istnieje oę >  0 przy którym
p2 {p, [cy|x+n( *1 . ł2) - x+(ta.t2)|]j--0 , gdy n  »O i Istnieje /% >  0, dla
którego pJ p1 [|ł| x_n( t1 , t2) - ^  , t2) |] j — 0. Rdy n <*=.
Diorąc = x+n “ x-n * 2 ̂  = niin(qp,ŷ ) otrzymujemy stąd, ż© ist­
nieje & >  O dla którego

<  * 2  f i  [ i  2 * | X+ n  ‘  XJ  + I  2 M X- n  "  X- l ] |  <

<  P2 { f > l [ 2 * l X+ n  “  X+ l ] j  +  P 2 { p , [ 2 A !X- n  -  X- I ] j  — ° *  K d y  n —

Część pierwsza tezy (b) jest prawdziwa również, gdy So oznacza zbiór 
wszystkich funkcji charakterystycznych podzbiorów zbioru £o,b;0,b ) ,  mie­
rzalnych w sensie Lebesgue*a, postaci P = gdzie B^c Ê »*5) 1=1,2.
Wynika to stąd, że A^ będąc sumami przeliczalnej ilości prostokątów roz-

łącznych (A. = ( JP. ) na miarę u(A.) = X . ufP . a więc
j=1 J=1 3

V  3  ¥ | / x ( a  ) .
6>0 N n>N 1 1 -4-r? JJ = 1

Jeśli x jest funkcją charakterystyczną zbioru A = B^Bg, gdzie B^c[o,b)
dla 1 =1 ,2 , to z założeń wynika, że dla każdej pary
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♦ e A > [ V  Z  <p( t 1 . a i d t j  d t2 ♦

B2

+ /  1 >[t2 ’ /  <?(t1 ,a)dt1]dt2< oo .
b2\(b2-v2) B 1n(B1-v1)
Ponadto jeśli ( v ^ tv O t to miary zbiorów po których liczone sa czte­

ry ostatnie całki dążą do zera. Stąd wynika, że p ̂ J p ̂ [afty x'x)Jf -- °>
gdy (v,iv2) —  0. *- 1 2 '

Z twierdzeń 2 i 3 wynika twierdzenie następujące
Twierdzenie k

Jeśli (¡p i ty są % -ograniczone i dla każdego cf >0

d t 2 < ~  ,

to dla każdego x € i pewnego c > 0 zależnego od x cô  (cx,^t ig) =

= |v" * ^  £ * 1*1 »«»W*, + V 1 * *2 + V2) '  x(t1 > *2 ^] dt1jdta—  O,

gdy — 0+ i <J2—  0+.

*±-ckT» 1 ,w2x<'l»,2 > r"l* t2 )dt1 d t 2 dla
wszystkich (w^ »Wg) należących do pewnego zbioru W i TH* niech będzie fil­
trem w W.

Niech K : fo,b)x [o,b)— * R będzie funkcją okresową o okresie b ze
r  2  +

względu ąa każdą zmienną w RxR spełniającą dla (w1 ,w2)e ¥ warunki 
b b

6<W’>W2 ) * / / Kwl,w2(t1 ,t2)dt1dt2 iWL,I 

b - 3  b - Ć

6j(wt,w2) J  Kw^ w 2 ( t 1 ,t2 )dt1dt2 ^ £ - 0  dla każdego 0 < <$< |

b b
ó = sup I I K

iw .w ^€V v « W1 *'• I * 2 ' 0 0

Twierdzenie 5
Niech (fi i np będą wypukłymi t  -ograniczonymi (p -funkcjami z parame­

trem i niech 1 € Wtedy T = (T )/ \ w jestTW1 -ograniczony.
W1 ,W2  1 , w 2
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Dovód
Wykorzystując b-okresowość (p ( . ,u ̂ ) i x(.,*)f nierówność Jen-

sena ( [2J) i X -ograniczoność ^  i ij) z k. = 1 , k2 >  1 ♦ k~ 1 otrzyrau- 
jemy dla x e

P2 [pi(tWi,w2^] =
b b b

’ / * [ v  3Tw7 ^ 7  í j N . 1, . í ( t i l t a)<(’,i ‘wí )x( ,i*t i - Vn> ' r\ r\ 1 6 •

b / b.

■ M o o

+ t 2 ) d t 1d t 2] d * i j d s 2 s | t | » 2 . ¿ Tw-^ v p - JJJ  Kw 1 ,w2 ( t i ’ t 2 V [ 8 i ' 6 ( w i - w2 ) x ( s 1+

) j d t 1d t 2d * 1| (+ t 1>s 2 + t 2

1

^da2 ^
bbb

6(w , .w,) JJJ
000

®2* I V ®! *6 (w, <w2)x(ai + ti *s2+

Í bb O s  d
dt1dt2d82 = 6(w;rw2l // Kw 1 ,v2 (t1 't2  ̂,ft | v  f v [ a

ó(wi ,w2)x(sl + t1 »s2+t2)] ds 1 IdSgdtjdtg =
• bb h ę  b

7 ^ r | f K- 1 . - 2 ( t i , t a ) 4 <’v w* ) , r

i ’

6 ( « ,

fdu2dt1dt2x(u1 ,u2)]

bb b r b/j
jj Kv 1 ,w2(ti,t2) /  (t| “ 2 -c 2 J [ł»(“i*k2 6 (*, w 2 )x(ulfu2 )) ♦

+ i + f 2 '̂*2 , t ? . ^ d u 2d t 1d t 2 =

3 T   r  f f  K ( t , ■
7 7 ¡ v  «•» wi ,w 2 1 1 *■ 00

2 ’ 2 ^ ,k2 6 f*’., •w2 5x(u1 iU2)j du 1

+

1 ,W2 ) ’

)du2 ♦ h2(t2 )dt1dt2 =
bb b b

= 6T ^ ^ / J \ , w 2(V t2> | H [ - 2 .2i2 /'P[»1 ^ 2 6 (w
* 0 0  O O

x(ul»u2)Jdu1 + ^  Ĵ u2 ,2k2h 1 ( t1 )J )du2 + h 2( t2)| dt^dt^ *
bb /

= 6(v',w2) ł p2 [2k2 pi(k26 (w1 ,w2)i(u1 ,u2))]
1 ¿ 0 0  ^ l



b s
*  7  jl> [U 2 ' 2 k 2 h 1 (  fc 1 a u 2  * h 2 (  t 2 ) f d t 1 d t 2  =

o J

= 7  P 2 | 2 i ł 2 P l  [ k 2  6  ( W 1 • * * > * ( “ ,  - u 2 ) ]  j  +

bb '

*  26Tv;;w-p "w,,w2 0 ,.t2)p2 [2k2h<(t1 )]dttdta ♦

bb
+ 6T ^ T 7 //K«1,w2(t1>t2)h2(t2)dt1dt2''S P2[p1(ki H  ł

1 *  00 1

bb (  >

gdzie g(w1,w2) = 6 H v w~7 f f  K«t ,w2( *1 ’ *21 ?  P2 [2k2h1(t1) + h2(t2}
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d t 1d t 2

Wystarczy teraz wykazać, ż e g(w^ »w^) O, a stąd juZ wyniknie, że T 
jeet *0f -ograniczony.

Niech F(t1fO  = K w (t,,t9)l w n |2k0h. (t J| ♦ h9( t 9Jł ,  wtedy dla
ograniczony. / \
r(ti,t2) = Kw ,W2(t1 tt2) n  p2 [2S2h 1(t1)] + h2(t2 )j, 

9
O < J<| g(Wl ,«2) = IA, ffdzie ( 1 >

= J J F < V t 2 ) d t i d t 2 I 2 = /
oo <y o

b $ i b-<P
* 3 = /  / F ( t  1 * t 2 ) d t 1d t 2 I ł * = / /  F ( t , ' t 2 ) d t 1d t 2b-cJ O O §

S b b-«J b-<5
h a S S  ' ( * , . * 2 >d t i d t a  I « * /  f

o b-<J a
b b b-(J b

* 7 " /  /  F< V t 2)dt1dt2 J8 = /  /  n t v tz)at
b-t? b-tf ,5 b-i

1d t 2

b b-o
*9 = /  /  F<t1 ’t2 )ft1 d t 2

b-«J <y 1 1
Wiadomo, że V  3  ¥  h (t ) < &  i V  3  V  2k h ( t , ) < Ł .

62> 0 ¿2>o t2«i2 * «¿> 0 tf1> 0 *1<<yi 2 1 1  1

Ponadto ponieważ 1 € więc

¥  3  _ V  ł p2 [2k2hi(ti)] <  «3-6^0 €>0 2k2hi(t1)<€1 * J J
Przyjmujemy eP >0 mniejsze od min( ) .
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Oznaczając H = sup h (t), H. = sup h (t ) otrzymujemy 
1 t^fo.b) Z t2 e[0,b)

*1 ^ / / Kw 1 (w,(tl-t2)(S  + fi2 )dt1dt2 < « ił6 (w1 .w2)
00 1 2

Z* * J  I •**>[* ♦ HJ d t , d t 2 <
tJ o 1

b-<5 6

< c /  J v , v  < V t 2 ) d t 1d t 2
i O 1 2

i

V  3  V  L ( t - . t . J d t  < 8 dla prawie wszystkich t ,  więc
i > 0 ¿„>0 <5«L " W1 ' W2 1 2 2 5

ale
V ” u3' “ v “3 O

b - $
£gi czyli I2 <  c t6 = £^.

Analogicznie Ij<tg 1^ < 6̂  Ig < ®jo*
Z założenia wynika, Ze dla (ŵ .w.,) * ¥ ^ 6 3W Ig<£.^2. Jest również

prawdą, Ze V  3  V  *
£ , ^ 0  <5,>0 <5<^ J Kw >w ( t 1 >t2 ^dta < £ i3 dla Prawie wszystkich 

b-<J 1 ’ 2 
b b • ,

t,. więc y* I f  J t ^ t g J d t J d t ^ i , , ,  a stąd I? < c«, 3 = fi, ̂ -
b-̂ b-tf 1 2

Analogicznie Ig < 6 , 1^ <
Przyjmując O <  <  min( ̂  , <$2, ¡5̂ , ..., S ^ )  otrzymujemy z (i)

s(w1 ,w2) < 6 U *  6'(wy;y27  < 17 di« (w1 tw2).

Ponieważ 6 (w^ .Wj) 32£. 1 , więc dla ( w ^ w ^ e  l#2e TW przy zachowaniu warun­
ku, Ze (w1 ,w2 ) « V 1 otrzymujemy g(w1 ,w2) < £ dla (w1 .w^e Wj H V2. Zatem
k (w 1 ,w 2) 2iC-o.
Twierdzenie 6

Niech q> 1 Tp będą wypukłymi t  -ograniczonymi tp -funkcjami z parame­
trem i dla kaZdego a X) J jf <P .aj dt | d t <  00 . Wtedy operatory

^8 ' “ i f  '  I
T : — I ? spełniają warunek Poję, Ta(T x-x )11 O dla kaZ-

W1 ,yf 2 * «IIL i» 2 I
dego x € L * T przy pewnym a > 0.
Dowód

Niech x e wtedy z twierdzenia k wiadomo, że a^(cx, <5̂ » d g ) ®
0+, <$2 — ~ 0+ dla c > 0.



Wybierzmy a >0 tak, by 2 a ó ^ c  i p2 {jfy ( U 6 kax)] < 00 , gdzie k Jest
równe stałej k2 z definicji *£ -ograniczoności (p , a = 1. Możemy przy­
jąć kg >  1 . Stąd >
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9 2 { p , [ a ( Tw1 f w2- x ) ] |  -

b / b bb
■J + r a *  ¡ V  [S1* 5(w !w }o l  o 1 * 00 1 *

w2 )ax(sl>ft1 ,s + t2 )dt1dt2 -

- ax(s 1 ,s,)| ds1 fds2 ^
b b bb

< / 1  »2, /?»[=>,. ̂ r ~ V: 7 / / Kw.,w (t1 .t2 )6(wi,w2 )a(x(si+ti>.2+t2) -
n Ci \ < nA » ‘

- x(sł ,s2))dt1dt2 + 6 (w1 ,w2 )ax(s) .Sjijds^dSj <  
b b bb

s2> ł / ? [ v  ónrh^T  / /  V . w < V t a>aM,V ,'2)*W a1ł V , 2+t2) -
O o 1 2 00

- x(s1 ,»2))d t1dt2Jd»l + i  J*ip |^s1 ,2a(6(w1 ,w2) - I )x( a ( , » 2 ) J  de 11 ds2 <
O J

H b bb
B2’ /« '["i*  6 G h & f f \ . " J t 1’t *}*6(',1,',2)*(x(m1*t 1>m2*t 2> -

O 1 2 00

- x(s1 ,s2))dt1dt2 |̂ds1jds2 +

♦ ^ | ^ { 82’ / ? [ V  2a(ó (w, (Wj) - l)x(«irs2)]d.1|d.2 <

b i bb b
^ i W * 2 >  ?(w|.w2T f f K̂ 1,*a( t 1’t 2) Z?3 [«i.2ó(w,,w2 )a(x(s1 + ti,S2+t2) -

- x(s1 ,s2 ))]ds1dt1dt2|ds2 + i pjjjp, [am(6(w1 ,w2) - 1 )x(s1 .»2)]| s=

? ¿7v;.v27 |ZKw 1 .w2^ti’t2) | t { ł2> | V h >2óa(jc(*i+V 2+t2 ^
UU u w

- x ( . t>. 2)) ]d .1| d . 2dt1dts ♦ £ Pij?! [2aG> (W1 >w2̂  “ 1)* (v * 2 )] j
Wprowadzając oznaczenia

0(4,.^) = Kw^.W2(*t.t2) Z ^ K - Z f  [•l.as*(x(»1*t1 .«a*t2) -

- x(8l ,e2))] d .1Jde2 otrzymujemy ę^jp, [a(T^ I  t (w/,w2) ^ J ±

* ł  P2|p, [2a(6 (w, ,w2) - l)x(»1,e2)]j , gdzie
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(5* 3 b b
xi - / / ° < ti ' V > ltidta ra = /  /  e(t1fta)dtidta

00 b-tf b-(J
b-cF b-<$ b b-<J

X3 - / /  « < V * a łdt1dta 14 Ł /  /  G(tl(t2)dtldt2
cT b-<J C

b-3 b b-(5 i
*5 - /  /  «(t^tjłdt^tj I6 = J  f  G ( t r * 2 U t , d t 2

O b-(S i O
3b-<5

Z7 “ /  /
o 6
óó

w k ,w i * 1 • *2 ^P2^P'1 i tgX-X dt 1 ̂ fc2 26ax, 3, <5)<ś(Wj >«£ )

4  / ^ Kw 1 ,w2<b-u 1 ,b-u2 )<,2 |p1 [26a<-C-u,f.u23r-x)]j dul'^  J J  Kw 1 ,w2(b-u 1 -b-u2 )P2 lPlL26<‘«-u.>.u„3r-x)Ji du1 du2 <

< W i (2óax,J,<i)6(w1 ,«2)
b- «5* b-<5

x3^  ł /  f  V , w  ,*>J ♦ P 2L9l( ^ “ )jłdt1dt2^
b-c) b-ó i x

* (  £  + *a[<,1 (ł* “ )]jdtl‘

b—<5b—tJ /
* ł /  / k  <»,-*2 ) 1  ?a &i (*«*“ >] ♦ ¿ b t f z h ^ t , ) ]  * h a( t 2) 

o 3 l
- + P 2 [P1('ł6tuc)]| dt,dt2 ^  ■?! 2 92 [<>l(,tlŁ6ax̂  + ^  +

U J V J ^vb-(3 b-J
" 4 1  / - w - • * * > - , « *

Stąd i z założeń V  3 V  *q<'
{,>0 (w1,»2)(¥1 j

{ \ b b— (i
i  P2 &,««*«>] + Ib^ZH,) ♦ H2J / (5 / oKwltw2(tl.t2 )dt1dt2 

ale ^  ^ ^  f  K (t ,t»)dt < Ć_ dla prawie wszystkich t_,
e ^ o  <j>o <J<3f wi >w2 1 2 1 2
b b-fj
/  / Kw „ w  < V t2)dtldt2 < 63 ’ °Zyli 1 4< £ lł-
b-3 O

Analogicznie < 6  ̂, Ig < £g, 1 ^ < 6 .̂
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Jest więc ę>2 |p1 [a(TViiV2r-x)]« Ułj (*6ax , ć , g )  *  i  6 +

+ J  92^9, [2a(6(w1 ,w2) - i)x(s1,s2)j| dla wszystkich i
<J<min( > (J2 i .¿¡j) > gdzie 3 j >  (5 i, pojawiają się odpowiednio przy
I5» I6 * I7‘

Zgodnie z twierdzeniem *ł tiorąc t? >  0 dostatecznie małe otrzymamy, 
że pierwszy składnik prawej strony jest <  € y

Stąd, że 6 (w ̂ t w^) * wynika, że dla (ŵ  ,w0)i V0€ <VrC drugi składnik
jest * ^ ^ 0 a t r Z e c i < £ 11 dla *w2  ̂€ Wl€ *
Stąd dla (ŵ  ,Wg) € H f! \i ̂ otrzymujemy, że p 2

zatem ? 2 jp, [a(T^ ,„2X-X)]| —  °-
9i ta 'T'«1,w2x-x] J <  e

LITERATURA

£lj Alexiewicz A.: Analiza funkcjonalna. Warszawa 1969#
[2] Bari N , K , : Trigonometriczeskije riady. Moskwa 1 9 6 1.
[3] Musielak J.: Modular approximation by a filtered family of linear 

operators. Proceedings of the Conference on Functional Analysis and 
Approximation Oberwoifach, A.;gust 9-lb, *980. Birkhauser Vorlag 1981,
99-110.

M  Musielak J .  : Przestrzenia modalame. Poznaii 1978.
[■>] Musielak J.: Wstęp do analizy funkcjonalnej, Warszawa 1979,

AHnPOKCMMAuiM B Ot-OEUBHHuX IIPOdiPAHUloAa OPjM-.A 
CEMfiMOi’iiOM JMHEilHHX OQEPATUpOd rYf-0 rPAHIMKHHjxX

P e 3 k m e
H e K OTopue pe 3yaŁiaxhi nojiyweHHtie A . MycejiaKcu b paGoxe [j] Stum nepeneceH 

b ofioOneHHue npocipaKCTBa Op.iHfa, annpoKcmMpy/i b bthx npocTpaHCxaax tymc- 
ifHH ABy x  nepeMeHHbix cewaflCTBoM xHHeSHMx onepaiopoB *w> -orpaHHkeHHux.



M . G. Kozlownka

APPROXIMATION BY A FAMILY OF ‘W’ - BOUNDED LINEAR OPERATORS 
IN THE GENERALIZED ORLICZ SPACES

I
S u m m a r y

In this paper the functions two variables from generalized Orlicz 
spaces are approximated by a family of - bounded linear operators.

In order to put theorems on convolution operators and on moduli of 
smoothness the technique of filters (like in work *>y Musielak was
adopted.
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