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O WARIACJACH MIESZANYCH RZĘDU DRUGIEGO (i)

Stroszczenie. V pracy zdefiniowane zostały wariacje mieszane 
rzędu drugiego względem potęg 1^P-» Po*^ 00 funkcji rzeczywi-

0stej, określonej na R , 2% -okresowej ze względu na każdą zmienną i 
mierzalnej•
Podane zostały podstawowe własności tych wariancji oraz zdefiniowa-
na norma w przestrzeni H
wariancjach mieszanych rzędu drugiego.

2Niech f będzie funkcją rzeczywistą, określoną na R 9 2% -okresową ze 
względu na każdą zmienną i mierzalną.
Definicja 1

Dla 1^ P1 i P2<oo wariacjami mieszanymi rzędu drugiego funkcji f na
zywamy wyrażenia postaci

® T» \ p

gdzie 3ta jest podziałem (a 23f) przedziału £a,

1

b,x é í
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- f(xk >>'i) ~ 2f( 2k ’ yi) + 1 ̂ xk-1 ’ yi^ “

a,<v  I i Z - 1 )  + . 2 I ( X k _ i ,

+ ti*it'yi-ił - 2f(-k-Tk~l■ yi-î  + ' K - r  yl.1)-

Wprowadzimy następujące oznaczenia

^-1 -xk > = r< v y) - 2 f »y ) ♦ f(*k.,.y ).

¿ y 2^(f .yj., lYi) = *(*1^ )  - 2-(*. " - ¿l-~-1) ♦ l(x,y1_1),

1

1 ̂ (r;<y,̂ł,) = sup fUp / ^ ( ^ U ^ 2^(f;tk_1.tk )| ) ') 
y Ol k=1

gdzie = (qp= tQ < t 1 <... <tm = /*),

1
n *'

v (2)(r;?1rf) = »up ®“p ( y i('jUy2)(«';i1 , ,iA )|)
* 'jui

gdzie = (  < l n =tf),

v(3)

P^Pi
/ n / m

(r;qr./j,j,i) = *p p ( T » V  i-V li - , )*’
JTl K= 1

gdzie: Jlcfv* X cf *Jl7

Wariacje dia i = 1,2,^ posiadają następujące własności:

1. V(i)(aff +fig)*i |qr|V(i)(f) ♦ |/}|V(i)(g)

dla f) rzeczywistych, g spełniających załoZenia Jak f, y^^s)*'*'
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( 2 )Nierówność tę dostajemy uwzględniając liniowość i stosując nierów
ność Minkowskiego (dla podwójnie).
Definiując wariacje mieszane na przedziałach dowolnych i uwzględniając 
powyższe oznaczenia otrzymamy kolejne własności.
2. Dla k^ i 1^ całkowitych i takich, że 1^ - jest podzielne przez 2
dla i = 1,2 zachodzą

a) aup'V(l)(f; k,®, 1, 5t) (1, -k,-1) V (1 ̂ (f),
a

b) supV*2*(li k2Jt, l2Ji) <  (l2-k2-l)v(2^(f) ,
b

c) sup v<3) fiik,®, 1,*. k 2Ji, l23i) «  (l1- k 1-l)(l2-k2-l)v(3)(f). 
a,b

Dowód

mamy
Dla dowolnego przedziału £a+qf, a+ ¡bJ * $ e (a-#-qp, a+ fi) oraz y ustalonego

m ■ ~
sup ; a+cy, a+̂ y) | ) '
«a+oę k=1

^  sup^^(i|A^2^(r} a+qf, a+^)|) 1 + sup (i | A^2 ̂ (f •, a+fl. a+/j) | ) 1
*1 k=1 *2 k=1

v j łl
t. + t.

I i (a+t1,y) - 2f (a + ’2 2, y) + f(a+t2,y)| ) 1 -

- (^|»(a+t1fy) - 2f (a + -,y + f(a+y,y)|) 1 -

- (j|f(a+y,y) - 2<(a + 2 ,y) + f(a+t2,y)|) 1, a+spga+t^a+fl^a+t,,* <*+$j ,

gdzie 3f1 i JĈ  są dowolnymi skończonymi podziałami przedziałów odpowied
nio [a♦<*■, a-f i [a+fl, a+yśj.
Podnosząc teraz obie strony nierówności do potęgi i biorąc po obu atro- 
nach sup, po uwzględnieniu okresowości funkcji f prawą stronę szacuje-

a,ymy przez

sup a+<y, a+flf) + sup V^1,/(f; a+y, a*yj) + V^1^(f).
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Stąd wynika a). Analogicznie otrzymuje się b). W celu wykazania c) korzy
stamy z powyższej części dowodu dwa razy (iteracyjnie).
3* Wariacje mieszane rzędu drugiego są funkcjami monotonicznymi przedzia
łu

a) sup a+c, a+d)< sup a+c', a+d') ,
a a

b) sup b+e, b+g) sup V^2^(r; b+e', b+g) ,
b b

c) sup V^-^(f} a+c,a+d,b+e,b+g)^ sup a+c1, a+d1, b+e1, b+g') ,
a ,b a ,b

gdzie

cł <  c <  d ^  d' i e1̂  e <  g ^  g.

Dowód wynika z nierówności poniższej, gdzie % ^ dla i=1,2,3 są dowolnymi 
skończonymi podziałami przedziałów odpowiednio [a+c1, a+c] , [a+c, a+d] i
[a+d, a+d'];

’u p Y G l 4 2)<-.-c'ta+.)|) 1 + sup ^ ( j | A ^ 2^(r;a+c,a+d)| ) 1 
*1 k= 1 2 k=1

ra3
+ s u p ^ ( l | 4 2)(f;a+d,a+rf)|)P l <  (sup V* 1 ̂ ( f ; a+c',a+d'))1’1. 

k=1 a

Dla b) dowód przebiegnie analogicznie. Dla c) korzystamy dwa razy z 
analogicznej nierównośoi.
Definicja 2

Zbiór funkcji f, dla których V ^ ( f )  dla i=1,2,3 są skończone o- 
znaczać będziemy przez H/2^(P1tP2)
Twierdzenie 1/ /

Jeśli f'€ H^p' j , to f jest funkcją' ograniczoną. Dowód przebiega
analogicznie jak w [i] .

Ponieważ funkcja mierzalna, rzeczywista, 2% -okresowa ze względu na 
każdą zmienną, dla której spełnione są następujące trzy warunki:
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(i) sup sup "S $ x 1,xk)| ) <  00 1
a ’y *a kTT

(2) sup sup ^¡T $2(l|A v2^ f; yi 1,yJl
b -x *b iTi

(3 ) sup sup -f ł xk-1 ’JŁkyi-1 ’yi )< 0 0 ł
a ’ ®ab 1=1 k=1

gdzie (1=1,2,3 ) są funkcjami silnie rosnącymi, ciągłymi w zerze, o-
kreśionymi na [o, 0,0 ) 1 = O, jest funkcją ograniczoną, więc z
Implikacji

(4) 1^(f) < =S>( 1 ) zachodzi dla = uP ’ , 1< pt <  —  ,

(5 ) Vl*'(r)< ~> =»(2 ) zachodzi dla $ % = u 2, <p2 <  »<> J

P,P

(*)<

( a\ ^1^2(6) V (i) <  =£>(3 ) zachodzi dla = u , 1 < P 1 ,P2< fe

( 2 )wynika ograniczoność £ € H) \.
 ̂ 1 * 2

Twierdzenie 2
Jeśli i €li(2  ̂ \, to w każdym ustalonym punkcie istnieją£P1» /  o o

skończone granice

f(*o 1  °. yo> 2 1 e ’ yo)-e— er

fi’xo ’yo t °) s 1ê JJ»f(xo ’yo 1 l")

r(xo i O, yo i O) = li.+ f (xo t £, y<) t i). 
a~o*

Dowód
Ponieważ dla funkcji spełniających nierówności (i), (2 ), (3 ) w twier

dzeniu 1 granice te istnieją, więc istnieją też dla f € H>2;( \ (patrz
[>]). ’’ 2



Twierdzenie 3 
Wyrażenie

!I»I (2 ) = v ( l ^(f) + v < 2 )(f) + v<3)(f) + |f(0 ,0 )|
Hi \(P,.P2J

/spełnia własności normy w H) \.
(P1»P2'
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Wykażemy warunek

!f H (2 ) = 0<=> f 2"°-H) ' \( p t tP2)

Wynikanie f — 0 => || f || , \ = 0  jest oczywiste.
H; x(p ifP2 J

Przypuśćmy, że ||f|| / p\ = 0. Wtedy V* y ustalonego
H/ \ a(plip2)

V  lf(xit-y  ̂ - 2f( ^ --.y) + f(xk.,'y)| = °-
Xk-1
xk

Stąd i z okresowości funkcji względem x oraz po uwzględnieniu czwartego 
składnika w normie mamy 0 = f(0,0) = i( 2tfl,o). Podstawiając teraz do po
wyższego wyrażenia z modułem za i odpowiednio wartości O i 27t̂ o-
trzymujemy f(5£,.0) = O. Dla wykazania, że f(x,0) = 0 dla dowolnego punktu 
x = x q i takiego, że 0 < 2 x q <231 wykorzystujemy równość z modułem dla 
ciągu O txof2xo>3xo •••» nxQ i dostajemy układ

f(0,0) - 2f(xo ,0) ♦ f(2xo ,0) = O

(*) f(x0 .°) " 2r(2*o ,0) ♦ f(3X0.o) = 0

f(2xo ,0) - 2r(3xo ,0) + f(l*xo ,0) = O 

f((n-2)xo ,0) - 2f((n-l)xo,0) + f(nxo>o) = 0.

Z układu tego mamy

nf(x^,0) = i(nxQ ,0).



O wariacjach mieszanych rzgdv drugiego (i) 95

Z ograniczoności funkcji wynika, że |ni(xo ,0)| = |f(nxo ,0)| stąd
|i(xo ,0)|^^, co woboc dowolności n dajo f(xQ ,o) = 0.
Ponieważ

f(-xo ,0) - 2f(0,o) ♦ i (x q ,O) = 0,

więc

1 (-xo>0) = 1 (251 - xo ,0) = 0 

jak wyżej dla 0 c -2xq<  2JC.

Stosujemy podobne rozumowanie przy wykazywaniu, że f(0,y) = 0 dla dowol
nego y. Aby wykazać, że f(x,y) s 0 dla dowolnego x i dla każdego ustalo
nego y=y lub dla dowolnego y i dla każdego ustalonego x=x budujemy układy
równań jak wyżej przyjmując za pierwsze składniki w pierwszych równaniach 
odpowiednio f(0,y) i f(x,o). Są one zerami z powyższego.

Niech teraz (x^,y^) będzie takim punktem przedziału [a,a+2líj x|b,b+2tfj, 
że i(x1,y1) i 0.
Vtedy z układu analogicznego do (#) postaci

i(0»yt) - 2 f(x1 ,y1) + f ( 2x t » y 1 ) = 0

f(xlfy t) - 2f(2x1,y1) + f(3X 1•y1) = 0

i [(n-2)x1 ,yj - 2f [(n-l)x1 ,ytJ + = 0

otrzymujemy = 0» co jest sprzeczne z założeniem, że f(x,y) ^ 0.
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0 MHKOüPÜiJAHHiü BTOPtJi BAPHAuMjiX (i)

P e 3 B M e

M paooTe bboahtch MHKCHpoBaHHue BTopue BapHauHH A J M CTeneHeS 1 jS p. :
2P2 •< »  h AeflciBHTeabHO#, H3MepH!ioa <iiyHKMHn, onpeAeAëHHoa Ha H , 2JÍ-nepHo- 

AHHeCKOa OTHOCHTejIbHO KaxAOB H3 nepeMÉHHbiX. Ü3yHaBT0fl HeKOTOpue CBoaCTBa
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H3 iJiyHKUHa o orpaHHHeHHHMM BapHauHaKH Toro xe inna.
3th x BapnamiH u onpeAejLaeica Hopxa b npocTpaHCTBe H Jp >p )> Kotopoe c o c i o h i

ON MIXED VARIATIONS OF THE SECOND ORDER (i)

S u m m a r y
In the paper there were defined mixed variations of the sot ond order 

in relation to the powers 1 P1,P2 <  for a real function, determined 
on R^f 2JT-periodical considering every variable and measurable. The basic 
properties of these variations were given and there was def ined the norm in 
the space \ composed of the functions with bounded mixed variations

1 2of the second order.
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