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O WARIACJACH MIESZANYCH RZ^DU DRUGIEGO (li)

Streszczenie. Praca .iest kontynuacją pracy (XI- Zostało tu wyka
zane, żo przestrzeń \X  ̂ jest nieośrodkową przestrzenią Ba-

»^2
nacha. Ponadto wprowadzona została druga norma w tej przestrzeni, 
równoważna z normą podaną w [2] i udowodnione twierdzenie o oszaco
waniu obu tych norm przy pomocy granicy norm ciągu f € n.* r v P^♦P %/
Będziemy używać nadal wszystkich oznaczeń i definicji wprowadzonych
w [a].

Twierdzenie 1

f*
Oznaczmy f - f

M(y) = sup f(x,y)
0=6*62*

i

ra(y) = inf f(x,y). 
06*62*

Niech f(0,y) <  M(y).
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Ustalmy £ >0. Wtedy dla dowolnego K istnieje x^ = x^(k) € (Of29£) takie, 
*e f(x1 ,y) >  M(y) -
Niech 2xt 6 (0,2*).
Wykorzystując teraz dla każdego ustalonego ye [O, 2*] następującą nierów
ność wynikającą z założenia (V^1 ^(i) < 6  )

l|f(xk ,y) - 2f(-!i-|lŁ-=-!-,y) * f(*k_ 1 .y) | < 6  

oraz uwzględniając własności kresu mamy

- t < | [ f ( 0 ,y) - 2f(x1 ty) + f(2x 1 ,y)]^

< [ 7  f(0 ,y) - M(y) + 1 + 1  i (2x 1 ,y)j .

Następnie, ponieważ f(2x^,y) ̂  M(y) dostajemy

-26 <f (0,y) - 2M(y) + ^| + M(y).

S tąd

-Ł(2 + §) <  r(0,y) - M(y),

fi(2 ♦ f) >  M(y) - r(0,y),

¿(Z * §) >  f(*.y) - f(0 ,y).

(Gdy f(0,y) s M, nierówność pozostanie bez zmian).
Prowadząc podobne rozumowanie dla kresu dolnego dostajemy

- £ ( 2  + |) <  f(x,y) - f(0 ,y),

a stąd

|i(*!y) - f(o.y)| < 6 ( 2  + §).

Nierówność ta zachodzi dla x dowolnego i dla każdego y ustalonego.
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Powtarzamy to rozumowanie dla z = f(x,y) przy ustalonym x. Niech teraz

M = sup f(0,y),
(Kytizn

m = inf f(0 ,y)
(Ky<23[

oraz f(0,0) <  M.
(Dla f(0,o) = M dalszy ciąg dowodu przebiegnie bez zmian). 
Korzystamy z nierówności

iy±) - 2f(x1 , 2 ■) ♦ £, (v(2 ^(r)< fi)

i z własności kresów - istnieje dla dowolnego K (fi ustalamy)

y, = y^s) e (o,2j(),

te

f(0,yi) >  M - |

i zakładamy, te 2y 1 € (Ot25f).
Otrzymujemy

f(0 ,0) + f(0 ,2yi) «  f(0 ,0 ) + M, t

-2 6 <f(0,0) - 2f(0,yi) + f (0,2y^ ) ^  f(0,0) - 2M + |& + M.

Stąd

+ 2fe > M  - f(0,0) >f(0,y) - f(0,0).

Wykorzystując kres dolny otrzymujemy

-(^f + 26) <  f(Ory) - f(0 ,0 ),

czyli

|f(0 ,y) - f(0 ,0 )| <26(1 + i).
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Ponieważ |f(0,0)|<6, czyli |f(0,y)|<f(3 + ¿) , więc

|f(x,y)| ag |f(x,y) - f(0,y)| + f(0,y)< 76.

Otrzymaliśmy jednostajną zbieżność f ̂ f* do pewnej funkcji f* wg normy 
sup|f(x,y)| . Przechodząc teraz do granicy przy s —  =» w warunku Cau-X,y . » —
chy’ego dostajemy v'1 '( f *)< £ dla i=1 ,2 ,3.
Stąd

II f  I
y « >  * < «  •(p1 ,p 2)

f*iH!pJ.P2)' b° fr-f#‘ Hip|,P2)*

Twierdzenie 2
-------------  (2 )Przestrzeń H) ' » nie jest ośrodkowa.

1 r 2

Podobnie jak w [3] budujemy funkcje okresowe

rx (x ,y)o ’ ■'o

0 , dla 2kJ(<x^xo + 2kif,
2k*«iy<yo ♦ 2k3f, 

k całkowitego, xo* [0 t2 Jf), yo e £0,23l)
1 , dla pozostałych punktów płaszczyzny

Wówczas dla x* j x^ i Y0 1 mamy

11 fxo ’yo " „ » =
(pi ¡JV

V v(i)(fx y - fx. v,) +1 rx v (o,o) - r (o,o)| = 3 .o»yn o»yo 1 Xo»yn X«»y« 1
3

Ii=1
Twierdzenie 3

Niech K P , .  P2 < » o  ora. i- ♦ J_ * , i i- + -L- = ,. 

Wyrażenie postaci

sup aup sup ^  - 2f (■ * y c~1 ,y) + f (̂ łt_1 ,y)]qrk

k k l ^ 1

lirr =
q, * ’y Jta k=j

k= 1
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n
sup sup sup ¿ [ f U . y ^  - 2f(x, IŁ^ŁlL) + f(i.y^

X l̂ q^ b,X
i=1

n m

n ra 2 a,b i f-t% > «■— i q., 7t&b isl k- 1

-.(y.ifikir 1^1

1 Sil

gdzie:

0Ta = (a = xo< x t<  • • < x m = a+2Jt).

= (b = yo<  yi< *-*< y n = b+2*)» 

ab a b

■ą podziałami przedziałów odpowiednio [a, a+2jtJ, [b , b+23ij i [a, a + 23iJ 
*[b, b+2 Jij jeat normą w przestrzeni ®(p^ p )•

Warunek f *  0=>Jf||° = 0 jest oczywisty.
Niech teraz Hf#° = 0* PoniewaZ WaZdy z trzech pierwszych składników Jeat 
nieuJenny, wobec dowolności znaków i wnosimy, t»

V  f(*k .y) - 2f ( k ^lt~ ' ty) + r(xk_1(y) = °( V  ),
y ustalonego xk- 1 ,Xk

V fU.y*) - 2f(x. ■ —  2--~-1) + i(x >y1_1) = O ( V )f
x ustalonego  ̂ yi-1 ,yi

“u- 1  ' V Ti-l 'ri> ■ 0 <
V

Z twierdzenia 3 zawartego w [2] many f S  0.
Warunek |0f| || f | 0 = ||ofi !!° otrzymuje się dla ujemnych oę przez zmianę znaku 
wszystkich Of̂ . fi ̂ i $ ik w ||t (J°-
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Nierówność j|f+g|°:£: ¡|i ||° + ¡¡g||° dostaje się z addytywności własno
ści supremum sumy i nierówności trójkąta dla modułu.
Normę ||.|| , \ oznaczać będziemy teraz ||.||.

H; %(P,.P2)

Twierdzenie 4

Jeśli 1 < p 1t p2 -<t~» oraz + ~  = 1 i £— + i— = 1 , to istnieją
takie dla k x i = 1 ,2 ,...,n i takie, te

m n n m q,

k=1 # i=1 i=1 k= 1

że zachodzi

IU ̂ ^
|r| = sup sup sup ^ j [ f(xk .y) - 2f( k y*-1 ,y) + f(xk .y)j \  +

^  a,y TCa k=1

Z .  i*kiqi«ik=1

sup sup sup (ł,yi) - 2f (x, 1 g1-1 ) + f(x,yi_1)J
V -,  ,q2 x,b * b  i»1

2 J M  =i
i=1

sup sup £
„ a ’b *ab i?i fel

K E i* d T -
♦ 8UP

q 2
Ł  —  q , \ ~

i=1 kxi

Dowód przebiega analogicznie jak dowód twierdzenia 1 w [iJ• 
Weźmy za i następujące wyrasfcenia

sgnA^Z\ r ; » k _ 1 .xk )(^U^2^(f ł^., ,xk )| )
k ” P l - 1
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«, _ ,gnAv2)(f»yj-1»yi)(il4 a)(f8yi-i'yi)l}
i “ P2-t

p,-i

< X < * l 4 a)<f'y±-i-y±>l)Pa }
i=1

fik.

P;-Pt
.«Pwłi*'(r|xk.1.xk,y1_1,y1 )(iU^)(rixk,1,,k,y1_1.y1)|) ' ^ ( ¿ U ' y )(f)|)Pl) P'

P2\
( ¿ ( ¿ (i!4£)(fiv.1,iv )ri-i'yi)l >P’)P/lal kał '

gdzie

Vtedy

“k-r**

¿ K u i ”  - <■ 2 ; i f t r a - '• £ < z : k w  r ’)"’ - <■
k=1 i=1 i=1 k=1

a ponadto

1 (łA x2 ^ rixk- 1 ,xk ^ 8i!n4x2^ f}xk- 1 ,xk)

a -y ila
k=1sup sup —

( X (ł l 4 2)(^ . , v l  )P1J P ’
vk=1 '

, - ^Lllm p^
aup •up(X(j|A^ 2 ^(f;*k, ,.xk)|) ’)
a ’y « a  fe?

sup sup 
a,y 71 a ̂ k= 1'kc 1 /

i
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Podobnie dla drugiego składnika. Dla trzeciego składnika będziemy mieli 
(oznaczając doda tkowo

P 2 - P 1

sup sup_=J_!S=J---------------------------------   ■ ■ ■■
a,b Ŝ ab , »  ł i j l-

i=1 k=1

i=1 k=1 = sup sup ----------
¿ ( t o t ó W ’)

1+ ic-i

a ’b Jiab ^  P2_1
P,\P 1 \ P2

1=1 k=1

■ :"S r » E ( Ż ( i i 4 ? v > i f ) 1
’ ab \ 1= 1 k= 1

ii J_
P.NPj

Wniosek

Nierówność ||f||0;̂ ||i || otrzymujemy z nierówności Holdera, ii f I ̂=|| f | ° zaś z 
tez twierdzeń 3 i 4.
Twierdzenie 5

Jeśli fr « j oraz fr(x,y)— - f(x,y) w |a, a+23tjxjb, b+23f| t to
(|l ||̂  lim Hf r II dla 1-ŝ P. ,P2 <~> i lim {) f ||° dla 1 < P 1,P2<«o.

r— w  j--
Dowód przeprowadzamy analogicznie jak w [3].
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Niech

«i - v(i)(fr ), i = 1 ,2,3

Wybieramy taki: podciągi f* , f**, f***ciągu fr> *e
i> s s

v0 ) ( f * ) —  g v<2)(f**)_ g2 i V(3)(f***)— s3.
r s S ®

Dla danego fi ^  O istnieje takie sQ , że jedli s > s Q, to (1 )

(1 ) V(l)(f* )<g  + £ , V(2)(f *̂ ) < g 2 + £ , v(3)(f***)<g3 + £
S 8 8

i przechodząc do granicy przy s— —<**> mamy

v(l)( r ^ g ,  + e , v (2 )(f)^g2 + e , v(3 )(r)<g3 + &.
i

Stąd

oraz r^f" |fr(0,o)| = |f(0,o)| z założenia. Biorąc teraz g = g^+gg+gj +
+ jf(0,0)| dostajemy azę.

Wyrażam serdeczne p: dziękowanie tanu prof.- Z Zahorskiemu za pomoc w do
wodzie tw. t
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MHKCKPOBAHHAłi BTOPAH BAFHA14HH (li)

P e 3 B m e

HacTOAnaa pa6oia «BjweTca npoAoaateHHeM paOOTU [2J. AoKaaaBaeioa, «to
npocipaKOTBo aBaaeioa aecenapaOejibHUM SaHaxoBUM npoo'ipaHoiBOM.

1 2
Kpołte t o t o ,  Sbiaa B Be^eaa s io p a a  Kopna b btom upocipaHCTBe.aKBHBajieHXHaa 00-

HOEHofl H o p n ef[2 ]^ a Cujia .aoK aaaaa x eo p en a  06 oubhx« o6 okx aopn npa actlo jib a o -

BaHHH n o eA ea a  aopn n o c a e x o B a ie a b H o o ia  f  h ( 2  ̂ \ .r s  ( P l ,P 2 r

ON MIXED SECOND VARIATIONS (il)

S u m m a r y

This is a continuation of [2]. It is proved that h|2  ̂ p is a non-
separable Banach space. A norm in this space which is equivalent to that 
of Q2J is defined. Finally, a theorem concerning the estimation of both 
these norms using the sequence f is introduced.

Recenzent: Prof. dr hab. Julian Muaialalc

Wpłynęło: 16.02.1982 r.

,p2) Sbuia oirpe.ne.neHa b [2]. 

Hip],P2) i» »efined in [2].


