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Anna LASKOWSKA

O WARIACJACH MIESZANYCH RZ~DU DRUGIEGO (1)

Streszczenie. Praca .iest kontynuacjg pracy ()(L Zostato tu wyka-

zane, zo przestrzen \X~ jest nieosrodkowg przestrzenig Ba-
»N2

nacha. Ponadto wprowadzona zostata druga norma w tej przestrzeni,

réwnowazna z normg podang w [2] i udowodnione twierdzenie o oszaco-

waniu obu tych norm przy pomocy granicy norm ciagu fr€ P repus"

Bedziemy uzywa¢ nadal wszystkich oznaczen i definicji wprowadzonych

w [al-

Twierdzenie 1

L
Oznaczmy F* - f

M(y) sup  F(x,y)

08*62*

rag) = inf f(x.y).

06*62%*

Niech F(0,y) < M(y).
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Ustalmy £ >0. Wtedy dla dowolnego K istnieje x* = x™(k) € (0fXE) takie,
*e F(x1,y) > M(y) -

Niech 2xte6 (0,2*%).
Wykorzystujac teraz dla kazdego ustalonego ye [0, 2*] nastepujaca nieréw-
nos¢ wynikajaca z zatozenia (VAN (i)<6 )

L F(xK,y) - 2f(-Yi-[l=1-3) * F(*k_1.y)|<6

oraz uwzgledniajgc wkasnosci kresu mamy

-t<|[f(0,y) - 2f(x1ty) + F(2x1,y)]"

<[7 FO.Y) - M(Y) +1+ 1 i@xL.yj .-

Nastepnie, poniewaz f(2x",y) ~ M(y) dostajemy

-26 <F (0,y) - 2M(y) + | + M(y)-

Stad

-£t2 + 8) < r(0,y) - M),

fiQ ¢ ) > M(y) -r(0,y),

¢(@Z > 8) > T(C-.y) - T(0.y).

(Gdy f(0,y) s M, nieréwnos¢ pozostanie bez zmian).
Prowadzac podobne rozumowanie dla kresu dolnego dostajemy

-£(2 + D < f(Xy) - F(0.Y),

a stad

liCly) - fo.y)] < 6(2 + §).

Nieréwnos¢ ta zachodzi dla x dowolnego i dla kazdego y ustalonego.
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Powtarzamy to rozumowanie dla z = f(x,y) przy ustalonym x. Niech teraz

M = sup F(.,y),
(Kytizn

inf  £(0.,y)
(Ky<23[

3
1

oraz f(0,0) < M.
(Dla f(0,0) = M dalszy cigg dowodu przebiegnie bez zmian).
Korzystamy z nieréwnosci

iyt) - 2f(x1, 2 D e £, (v@rMnH<m
i z wkasnosci kreséw - istnieje dla dowolnego K (fi ustalamy)

y, = y”s) e(0,2j0,

te
fO,yi)> M - |
i zaktadamy, te 2yl € (Ot25f).
Otrzymujemy
f(0,0) + f(0.,2yi)« F(0,0) + M, t

-2 6 <f(0,0) - 2F(0,yi) + F(0,2y*)~ F(0,0) - 2M + [& + M.

Stad

+ 2fe >M - f(0,0) >F(0,y) - £(0,0).

Wykorzystujac kres dolny otrzymujemy
-(*f + 26) < T(Ory) - £(0,0),
czyli

If0.y) - F(0.0) <26(1 + i).
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Poniewaz |F(0,0)]<6, czyli |F(O,y)|<F(3 + ¢) ., wiec
TG ag IF(x.y) - T(0.y)| + F(0,y)< 76.

Otrzymalismy jednostajng zbieznos¢ f* do pewnej funkcji f* wg normy

iuplf(x,y)| . Przechodzac teraz do granicy przy s— =» w warunku Cau-
5% » _

chy’ego dostajemy v"1*(C f *)< £ dla 1i=1,2,3.
Stad

If |
y <<(?)1 ,p2) <«

F*iHIpJ.P2)" b° Fr-f#Hip|.P2)*

Twierdzenie 2

Przestrzen H§2) » nie jest osrodkowa.
ir 2

Podobnie jak w [3] budujemy funkcje okresowe

0, dla 2kJ(<x~xo0 + 2kif,

2k*«iy<yo ¢ 23f,

rx x.,y)
o 'm0 k catkowitego, xo* [0t Jf), yoe £0,231)

1, dla pozostatych punktéw ptaszczyzny

Wowczas dla x* j x~ i YO1 mamy

1fxo’yo " » » =
Piijdv

3
\I_lv(i)(fxo»% - o0 "1 KoWnC? Moyl = 3

Twierdzenie 3

Niech KP,. P2<»0 ora. i- J_* , i i-+ --=

Wyrazenie postaci

lirr

sup aup sup " - 2f@* yc-1,y) + TN 1. y)]ark
q, *7y Jta k=]

KkiA~1

1
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sup sup sup JLFU-y™ - 2F(x, TEAEIL) + F(ioyn

X P g~ b.,X
i=1

n m

%n><£di
(y.if
Sil

q-, 2 a,b 7t8b isf- E"i
- ikir ™!

1
gdzie:
Ola = (a = X0O< XK e e<xm = a+2J0).

= (b = yo< yi< *-*<yn = b+2*)»

ab a b

mg podziatami przedziatédw odpowiednio [a, a+2jtd, [b, b+23ij i [a, a + 28I
*[b, b+2Jij jeat normg w przestrzeni Q®(P" p )=

Warunek f* 0=>Jf||° = 0 jest oczywisty.
Niech teraz Hf#° = 0* PoniewaZ Wazdy z trzech pierwszych skd#adnikéw Jeat

nieuJdenny, wobec dowolnosci znakoéw i wnosimy, ©
v fCk.y) - 2F(Ck "e"ty) + r(xk_1¢) = °C V),
y ustalonego xk-1 Xk
V fU.y*) - 2f(x. »= 2=—1) + i(Xx>y1_1) = 0 ( )f
x ustalonego n yi-1,yi

V

u-1 " VTi-lri> m 0 <

c,

Z twierdzenia 3 zawartego w [2] many ¥ S O.
Warunek |off If|0 = ||of ' otrzymuje sie dla ujemnych ocg przez zmiane znaku
wszystkich Of. i~ 1 $ik w |je@-
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Nieréwnos¢ jlfg|°:£: jli |I° + iig]]° dostaje sie z addytywnosci wkasno-
Sci supremum sumy i nieréwnosci trdjkata dla modutu.
Norme Il - \ oznaczac¢ bedziemy teraz ||-ll-
- [}
®..p2)
Twierdzenie 4
Jesli 1<plt p2 <t>» oraz +~ =1 i £~ +i-=1, to istnieja
takie dla k x i=1,2,...,n i takie, te
m n n m qa,
k=1 # i=1 i=1 k=1

ze zachodzi

ur N
Irl = sup sup sup N j [ Fxk.y) - 2FfC k y*-1,y) + F(xk.y)j \ +
N a,y TCa k=1
Z . i*kiqi«i
Ry A
sup sup sup (yi) - 2F(x, 1 gl-l) + f(x,yi_1)
V-, ,02 X,b *b i»t
23 M =i
i=1
. 8UP sup sup £

92 a*h *ab i?i fel

Dowdéd przebiega analogicznie jak dowéd twierdzenia 1w [iJe

Wezmy za i nastepujace wyrasfcenia

SONAAZ\ 1 j»k_1 xK) (AUA2ACEEA ., k)]
k PIl-1
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p,-i
& Lo AV2)Y(Fyj-DyD(il4 a)(fQ/i—i'%/g_)tl}

<_x1< *14a)<f yt-i-y+>1)Pa }
i=

P;-Pt
PO oK1 W) (UMK, 1,k 1yDD " AU T yXODPD  PT
fik.
P2\
Cé GG @ H4EX(TIV - Ly Yi-TTyDIPTP/
gdzie
“K-r**
Vtedy
¢ Ku i - <a2;iftra- " £<z kw r )" - <=
k=1 i=1 i=1 k=1
a ponadto
1 (FAX27™ rixk-1,xk ~ 8ilmx2”™ Fixk-1 ,xKk)
sup sup k=1
a-y ila
(X @142)(> . , v 1 )L P’
k=1 -

m ’_Ab'“

aup =up (X 1A%27(Fk, ,.xK)) ™)
a’y «a fe?

sup sup
a,y Tlakel /
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Podobnie dla drugiego sktadnika. Dla trzeciego sktadnika

bedziemy mieli
(oznaczajac dodatkowo

P2-P1

sup sup_=J 1S=J-—-———————— -

.
a,b Sab ,» riji-
i=1 k=1
, 1+ ic-1i
¢ (totoW)
= SuUp sup --=-------
a’b Jiab ~Aop2.1
P,\P1 \ P2
1=1 k=1
iiJ
P.NPJ

mISr»E(Z(iid4?2v>if)1l
> ab\=1k=1

Wniosek

Nieréwnos¢ |0 T | otrzymujemy z nieréwnosci Holdera, #®FIY]Jf|° zas$ z
tez twierdzen 3 i 4.

Twierdzenie 5

Jesli  fr« i oraz fr(x,y)- - f(x,y) w Ja, at23tjxjb, bt23f] t

@1~ lin HFr Bdla  1-sP. ,P2<~> i lim §F |I° dla 1<P1,P2<«o.
r-w

Dowdéd przeprowadzamy analogicznie jak w [3]-
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Niech

« - v()(Fr), i =1,23

Wybieramy taki: podciggi > , %, f***ciggu fr> *e
P S S

VO)(F*)— g v<2)(F**)_g2 i V@) s3.
S ®

rs

Dla danego fi » O istnieje takie sQ, ze jedli s>sQ, to (1)

@y VO H<g +£,V(@QE™)<g2 +£, v(3)(F**)<g3 +£
S 8 8

i przechodzgc do granicy przy s——<* mamy

v(D(r*g, +e,v(@)(F)"g2 +e, v(B)(r)<gs + &.
i

Stad

oraz r~f" |fr(0,0)] = |f(0,0)] z zatozenia. Biorac teraz g = g~+gg+gj +
+ jF(0,0)] dostajemy aze.

Wyrazam serdeczne p: dziekowanie tanu prof.- Z Zahorskiemu za pomoc w do-
wodzie tw. t
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MHKCKPOBAHHA4i1 BTOPAH BAFHAMHH (1)

P e3Bme

HacTOAnaa pa6oia «BjweTca npoAoaateHHeM paOOTU [2J. AoKaaaBaeioa, «to

npocipaKOTBo aBaaeioa aecenapaOejibHUM SaHaxoBUM npoo*ipaHoiBOM.
1 2
Kpottetoto, Shiaa BBe”~eaa siopaa Kopnab btom upocipaHCTBe.aKBHBajieHXHaa 00-

HOEHofl Hopnef[2]~aCujia .aoKaaaaa xeopena 06 oubhx« o6okx aopn npaactlojibao-
1 1 N
BaHHH noeAeaa aopnnocaexoBaieabHooia rs f(PIr,'ligr \.

ON MIXED SECOND VARIATIONS (il)

Summary
This is a continuation of [2]. It is proved that h|2”~ p is a non-

separable Banach space. A norm in this space which is equivalent to that
of @J is defined. Finally, a theorem concerning the estimation of both
these norms using the sequence f is introduced.

Recenzent: Prof. dr hab. Julian Muaialalc

Wptynedo: 16.02.1982 r.

,p2) Shuia oirpe.re.neHa b [2].

Hip],P2) i» »efined in [2].



