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APROKSYMACJA ŚREDNIMI FEJÉHA ¥ PRZESTRZENI Iii2' _ \
' 1 * 2

Streszczanie. W pracy obok twierdzenia aproksymacyjnego średnimi
Fejera w przestrzeni h !2'* zostały wprowadzone dwa lematy. Le-IP1.P2  ̂ •*
maty te dotyczą pewnych własności funkcji spełniających założenia
Y^(f..-f)-~ 0 dla h —  0+ i V ^ ( f  ,-f)— -0 dla t — 0+ (j=1,2,3),

i 1J 'gdzie V'J*(f) są wariacjami mieszanymi rzędu drugiego zdefiniowa
nymi w [2],
¥ pracy uogólniono pewne wyniki zawarte w |^j i podane tam dla fun
kcji jednej zmiennej•

2Będziemy zakładać, że funkcja f jest określona na R i przyjmująca 
wartości rzeczywiste, mierzalna, 2̂ i -okresowa ze względu na każdą zmienną. 
Oznaczenia i definicje zamieszczona w [2] będą tu nadal aktualne, a po
nadto będziemy oznaczać

f(x+h,y*t) = fht 

f(x+h,y) = fh . 

f(x.y+t) = f.t

Lemat 1
Jeśli V^J^(fh .-f)—  0 dla h — 0+ i V^JV . t-f)—  O dla t— 0+ , to 

sup V^1 (̂fht - f} a - 2JT, a + 2Jt),

sup V^2 (̂f. . - f; b - 2K, b + 2«)-, 
b

sup V ^ ( f  t - f} a - 2*, a+2*, b-2jC, b+21C)
a ,b

/ o )II) \ - przestrzeń funkcji o ograniczonych wariacjach rzędu drugiego
P1,p2' zdefiniowana została w [2].



I

są skończono dla h , - Jf <  t ̂  Jl 1 dążą do zera dla h i
t—- O.
Dowód przebiega analogicznie jak w w.
Przeprowadzimy tu tylko część dowodu dla j=3. Otrzymujemy oszacowania

sup V ^ ( f . a-2JE, a-*-23T, b-271, b+2Jf) <
a ,b

sup 3  ̂(.f (x+h,y+1) - f(x+h,y); a-2X, a+2JT, b-2Jt, b+2Jt) + 
a , b

+ sup V^3 (̂i (x+h,y) Vr f(x,y); a-23T, a+27, b-23t, b+27i), (i)
a ,b
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sup 
a ,b

v( 3^(f(x+h,y) - f (x , y) ; a-5%, 0+5JI, b-5Jl, b+5JC) =s£

«  81 v (3) ( r h, - r ) ,  (p.  [2])v (2)

jta to jest skończone dla 0 < h ^ —, i pewnego m naturalnego z założenia.
Weźrny teraz 0-<.h ̂  5i i podstawmy hy = jjy- i u = x+hv_̂  , wtedy

sup 3'(i(x+h,y) - f(x,y); a-33t> a+3Ji, b-JTi, b+33f)^ (3)
a , b

/m
i  sup 3  ̂(i (x+hv ,y) - f(x+hv ^y); a-371, a+3i(, b -yX , b+3J0 =

7 3  a ’b

= %  sup V^3^(f(u + jr,y) - r(u,y)j &-5JC, a+5Jt, b-5J(, b+5Jl) ,
771 a t b

a to jest skończono z (2 ) dla 0 <  ^7- ̂  i dąży do zera dla h —  0*.
Z (3) i własności 3 dla wariacji mieszanych z [2]

sup V^^(f'(x+h,y) - f (xfy); a-2$, a+23t, b-2$, b+27t) 
a ,b

jest skończone dla i dąży do zera dla h —  0*.



Dla h ujemnych mamy

sup V(3^(f(x+h,y) - f(x,y); a-2JI, a+2*, b-21C, b+25t) (M
a,b

^  sup 3^(f(u-h,y) - f(u,y); a-39l, a+3Ji, b-3K, b+3Jl), 
a ,b

/
a to jest skończone dla 0 < —h ̂  JT z (3) i dąży do zera dla —h —— 0 ,
Chcąc oszacować pierwszy składnik (i) podstawiamy x+h = u t = v*
Otrzymujemy wtedy
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sup 
a ,b

y( 3) (£> ̂ (u,y+t) - f(u,y); a-23i+hf a+23l+h, b~23if b+20l) ;

sup V^^(f(u,y+t) - f(u,y); a-37t, a+33C» b-3b+3$) 
a , b

n
y  sup V^3^(f(u,y+t^) - r(xx,yH.̂ l_10i a-3tf, a+3tf, » b+ 3 0 T + 1)
u  = 1 a , b

n'
L sup V^3^(f(u,v + JJ’7’) “* a-5#» a+5Jtf b-5^i» b+530

a ,b
^ = 1

t ?idla pewnego n' naturalnego i to jest skończone dla 0< —, ̂  p, czyli dla 
0< t i JI i dąży do zera dla t— 0+ z założenia i nierówności następują-
ce j

sup
a,b

y( 3^(f(x,y+t) - f(x,y)} a-5J[, a+5S, b-53I, b+5Jt) =£ 81 3  ̂(f. t~f ) .

Dla t ujemnych z przedziału[-jl ,0) postępujemy analogicznie jak w ( h ) . 
Dla O* i t=0 oraz t—  0* i h=0 dowód jest szczególnym przy
padkiem powyższego. Stąd teza dla J=3.
Lemat 2 

Niech

= ^|f(x+h,y+1) + f(x-h,y+t) + f(x+h,y-t) + f(x-h,y-t)J - f(xty).
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Jeśli spełnione są założenia lematu 1, wtedy odpowiednio jest
skończone i ciągłe dla j*1»2,3i 0<łi^3T i 0 <t .
Dowód przebiega analogicznie jak w [**] .
Wykażemy nierówność

|v(J)(f) - V(j (̂g)| « V (j)(f-s) dla j=1,2,3.

2V(j)(f) _ [(r-g) + (!>«)] «  v^J^(r-6) + v(J)(r) ♦ v*J^(g),

s tąd

v(j)(r) - T(j^(g) « v ^ J^(r-g).

2v ^ ( g )  = v^J^[(g-r) ♦ (g+r)]^ v ^ ( f - g )  + v^J^(r) + v(j)(g),

stąd

-v(j)(r-g) <  v(J^(r) - v(j'(g),

czyli

|y(j)(f) - T<J)(g)| < V ^ J^(f,g).

Dowód dla j=3 przebiega następująco

) <  sup V^3^(fht-r; a-JMl, a+2*, b-2*, b+2Ji) ♦ 
a,b

+ sup 3 (̂f (z-h.y+t) - f(x,y); a-2*, a+2Ji, b-2ift b+MC) +
a,b

♦ sup (f (JMitety-t) - f(x,y); a-23f, a+2fl, b-25t, b+2Ji) ♦
a ,b

♦ sup 
a,b

V^3^(f(x-h,y-t) - f(x,y); a-2*, a+2*, b-2*. b+2*),

a to jest skońcsone dla 0^ h ̂  31 i 0 ̂  t  ^  7i z lematu 1. 
V celu wykazania ciągłości v^ ( * ht) »Korzystamy z povy*s 
z modułem. Dla 0 ^ > (<  h <  * i O s 2 X, t otrzymamy

|v(,)<*ht) - v(3)($,ił2)| ^  v(3)($ht - 491.2)<

\



^ [f (x+h,y+t) - f (x+Sl ,y+*2 )J + £  V' 3^ f  ( x - h fy+t) - f (x-s 1 ,y+s2 )J +

+ ę 3 [̂i (x+h,y-t) - f (x+Sl ,y-a2)] + £ [f ( x-h ,y-1) - f (x-s 1 ,y-s2 )J .

Podstawiając tera* za

x+a1 s u, y + s 0 = v dla składnika I,

x-s. = u , y+s„ = v dla składnika II,
(5)

, x+Sj = u, y-s2 s v dla składnika III,

x-s ̂ = u, y-s2 = v dla składnika IV,

mamy
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|v(3)($ht) - V<3>(Ss s ^  12

*• i sup 
a , b

v(3) i (u-s^+h^-Bg+t) - f(u,v); a-2*, a+2il, b-23f, b+2«j +

♦ ł sup 
a ,b

v(3) f (u+sł-h,v-s.j + t) - f(u,v); a-2*, a+2jr, b-2Jl, b+2*j ♦

+ i sup 
a ,b

v(3) I(u-a^+h.y+Sg+t) - f(u.v); a-231, a+2JI, b-2Ji, b+23f| +

♦ ł sup
a,b

v(3) jl (u-S^hjY+Sg-t) - f(u,v)j a-2Ji, a+2*,b-23[, b+2Jt].

Prawa strona tej nierówr ¡ści dąży do zera z lematu 1 przy h-s ̂ —— O i 
t-»2 — - 0.
Niech 6 f( x, y )  oznacza ra,n-tą sumę Fejera funkcji f.
Twierdzenie 1

Jeśli i € L oraz

v ^J ^(fh .-f ) — -o - dla h  — 0 + i v < J > ( f . t- f )— 0 dla t — 0 + ,

gdzie j=1,2,3, to

vij)(óItmf - f ) — 0 dla m,n— - «o, j=1f2,3.
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Jeśli ponadto f jest funkcją ciągłą w (0,0), wtedy

l6n,nf - f L(2) —  0 dla >
H ( P 1 , P 2 )

Oznaczmy

Mamy wtedy

*mn(x’y) = Ó rani(x'y) " f<x -y)-

•^(£<łl,W (xk*y) - 2C ( " -2-k- 'y) + *mn<Xk-1'y)l )Pl) =

m Ä X"/ x  1

K 2 1.h »y .t) + *(*k-1’h 'y,tM
a >y k=1 o o [ J

P ^ 1
' Fra(h)Fn(t)dhdt ) ,

gdzie:

F J X >

[ein 1 kxf
= kK U «  i x j *

Całka podwójna pod ostatnią sumą istnieje, bo z lematu 2 
j = 1,2,3 funkcjami ciągłymi i skończonymi dla 0 ̂  h, t ^  71.

(6)

dla

Zastosujemy teraz do wyrażenia (6) dwa razy uogólnioną nierówność Minkow
ski ego
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gdzie f(x,y) jest funkcją mierzalną w przedziale [a .b] * [c.d]. 1 *£ P i
prawa strona nierówności jest skończona.
Otrzymujemy następujące oszacowanie (6) przez

J  J  V(l^(łht)Fm(h)Fn(t)dhdt. (7)dhdt. (7)
o o

Całka ta istnieje, bo v'1^£$htj z lenatu 2 Jost ciągłe dla OsShsŁjt i
0=£ t iS Ti.
W celu wykazania pierwszej części tezy twierdzenia dla j=1 przeprowadzimy 
analogiczne rozumowanie jak w dowodzie lematu o zbieżności całki z jądrem 
dodatnim (patrz fi] s. 5 0 8).
Z ciągłości (®ht) w = (0,0) możemy do danej liczby £ > 0 dobrać
takie 0<«51<it i 0<<?2<3t, że

Całkę podwójną w (7 ) zapiszemy teraz jako sumę całek I^Ig+I^+Ią > gdzie 
coJtkować będziemy w I.. dla i=1 ,2 f3 »̂  odpowiednio po przedziałach
[o, <?2]» [°- [<M] * l/a’31] ' x t0’ ^2]*
Uwzględniając (8) oraz następującą nierówność dla jądra Fejera

otrzymujemy oszacowania

|v ^ ( $ ht/|< £ przy O-śhsS (S, i 0^t*<52. £8 )

o o

<5, * i

I u f  fv<d(#ht)FB(h)Fn(t)
2 ó2 0 tf2

/  | v(l)^ht)Fm(h)dhdt <  |

dla n dostatecznie dużych,
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X X
113 | = f  ^ V (,)($ht)Fm(h)Fn (t)dhdt^

JL_  _L —  JL----- 1— -- /' f V ̂ 1 ̂ (f ) dhd tra3f sin2 1  6 , n i»in2 I* , J i ?ht

dla m, n dostateczni© dużych,

KI = / / v(,)(łht)rin(h)Fn(t)dhdt <

1
taX sin

ł * 1

$ <̂2

/ /  
5, 0

ht )Fn(t)dhdt <  |

dla n dostatecznie dużych.
Stąd mamy oszacowanie (7) przez £.
Wykazaliśmy więc pierwszą część twierdzenia dla j*1.
Analogicznie o trzystu je się tezę dla j=2.
V dowodzie dla j=3 wykorzystamy uogólnioną nierówność Minkowskiego dla po
tęg mieszanych (patrz ¡Vj)

& r /V d b p, \P2

i /(/̂ /̂ (X,y,t’Ŝ 1<3X̂ ^
2 L,

p, \pi,
dz, gdzie f(z,y,t,s)

jest funkcją raiearzalną w przedziale [a,bjx£c,d jx j 1 ̂  ^
dla 1=1,2 i prawa strona nierówności Jest skończona.
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Otrzymujemy

supi

__2 \ J_
p \pi r 2

Ö 0

/ n m ** ^
Uf E ( X (̂ / / A*y^ht! xk_1,xk ,yi_1,y.)Fm(h)Fn(t)dhdt|)Pl 
’ '1=1 k=1 O 0

31 31
/ / v (3)(łht)Fm (h)Fn(t)dhdt. (9)
O 0

Następnie szacujenv odpowiednie 1^ dla isl,2,3,4 jak wyżej przyjmując 
za ^ht^f 21 lematu 2 jest również ciągle dla 0^ h^$
i 0^ t < k
Aby wykazać drugą część tezy należy pokazać, że

I L r(0'o) - f(°-°)l =
% Jt ,

= J J (ę[i(h,t) ♦ f(-h,t) + f(h,-t) + i(-h,-t)]- f (0,0))Fm(h)Fn(t)dhdt
I O o

dąży do zera dla in . i n — — •
Postępujemy analogicznie jak w dowodzie pierwszej części twierdzenia dla 
j = 1 biorąc teraz za ^  1 ̂ * korzystając z założenia ciągło
ści lunkcji l(x,y) w (0,0), czyli z założenia analogicznego jak (8) dla 
$^(0,0) (dla danego 6 i dobranych 0< , 6^ ^  $ takich, że ( X  h i
o<t*«?2 |$ht(of0;| <  ¿). .
Następnie szacujemy odpowiednie , Ig» 1^» jak dla V'
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AIUIPOKCHidACilJi CP&iHHMH fcEnJiPA b ilPOCi'PAHCInE \
1 * 2

P e 3 »  m e

B HaoToaisefi paOoie OAHoapeneHHO c xeopeuoS annpoKCHMauHH cp©ahhmh !tenepa 
b npooxpaHCTBe H ^p p 2) 6hjih BBeAemt abb aeuun. 3th jieuiu othochtcs k
HGKOTOPbiM CBOSCTBaM <SyHKUH>i BUIIOAHfUHlHX yCJIOBHHI V ^ J (fh-f) - 0  AAH h —  O
H V ^ ' ( f t-f)— - 0 a a h  t —  0+ (j=1,2,3) W  V*J '(f) h b j m d t c « m h k c h p o -
BaHHUHH BTOpaMH BapHaUHHMH 01lpeA3XeHHUMH B [2j.

APPROXIMATION BY FEJfcR MEANS IN THE SPACE

S u m m a r y

■fiU>
In this paper there is proved an approximation theorem by Fejer means

in the space iii2 ̂ \ and two lemmas dealing with functions for whichI » P 2 / \
V^J'(f -f)— -0, h — 0+ and VJ(ft-f)-~0, t— -0+ ¿=1,2,3“  .

Racenzent: Prof. d r  hab. Julian Musielak

¥plyn?lo: 16,02.1982 r.

0 h (2) " _ npOCTpanCTBO (JyHKUHH C orpaHHieHHRMH BapHaUHHMH BToporo no-
(?1 #p2 paAKa 6ujio onpeAejieHO b [2].

 ̂̂ •> and is defined in [2].IP, » Po/


