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Anna LASKOWSKA

APROKSYMACJA SREDNIMI FEJEHA ¥ PRZESTRZENI Hi2* _ \

1*2

Streszczanie. W pracy obok twierdzenia aproksymacyjnego Srednimi

Fejera w przestrzeni hl12%* zostaty wprowadzone dwa lematy. Le-
IP1.P2~ &

maty te dotyczg pewnych whkasnosci funkcji spedniajacych zatozenia
yr(f..-f)-~0dlah—- 0+ i VM(Ff ,-H- -0 dlat- 0+ (=1,2,3),

gdzie V'j”l(f) sg wariacjami mieszanymi rzedu drugiego zdefiniowa-
nymi w [2],

¥ pracy uogolniono pewne wyniki zawarte w |%j i podane tam dla fun-
kcji jednej zmienneje

Bedziemy zaktadac¢, ze funkcja f jest okreslona na R2 i przyjmujaca
wartosci rzeczywiste, mierzalna, 2% -okresowa ze wzgledu na kazda zmienna.
Oznaczenia i definicje zamieszczona w [2] beda tu nadal aktualne, a po-
nadto bedziemy oznaczac

f(x+h,y*t) = fht
f(x+h,y) = fh.
f(x.y+tt) = F.t

Lemat 1
Jesli VN INFh .-F)- 0 dla h- O+ i VIV.t&f)- 0 dla t- 0O+, to

sup VAIN(Fht - F} a - 20, a + 2Jt),

sup VA2 (F. - - F; b - 2K, b + ),
b

sup VA(F t - f} a - 2% at2*, b-2JC, b+210
a,b

IISO) \ - przestrzen funkcji o ograniczonych wariacjach rzedu drugiego
P1,p2" zdefiniowana zostata w [2].
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sa skonczono dla h , -Jf< ¢/ Jl 1 dgzga do =zera dla h i
t— O.

Dowéd przebiega analogicznie jak w W-
Przeprowadzimy tu tylko czes¢ dowodu dla j=3. Otrzymujemy oszacowania

sup VA (F. a-2JE, a*Zl, b-271, b+2If) <
a,b

sup 3NCEF(x+h,y+1) - f(x+h,y); a-2X, at2JT, b-23t, b+2Jt) +
a,b

+ sup VAN (x+h,y) W f(X,y); a-23T, a+27, b-23t, b+27i), (O]
a,

sup v(3N(F(x+h,y) - F(X.,y); a-5%, 0+5J, b-5J1, bt5)C) =
a,b

« 8L v(3)(rh,-r), (p. [2DvV @

jt
a tojest skonczone dla 0O<h” J— i pewnego m
Wezmyteraz 0O-<.h”™ 5i i podstawmy hy = jiy i u = x+thv_~ ,wtedy

naturalnego z zatozenia.

sup 3"(i(x+h,y) - f(Xx,y); a33t> at3Ji, b-JTi, b+33H)» Q)
a,b
m/
i sup 3N (xthv L,y) - f(x+hv y); a-37, at3i(, b-yX, b+3J0 =
73 ad

=% sup VA3SN(F(u + jr,y) - r(u,y)jJ &5IC, athit, b-53 bt5JD),
771 avto

a to jest skonczono z (2) dla 0< ~7-~ i dagzy do zera dla h- O0O*.

Z (3) i whkasnosci 3 dla wariacji mieszanych z [2]

sup VM(FT(x+h,y) - F(xTy); a-2$, a#23t, b-2$, b27t)
b

jest skonczone dla i dgzy do zera dla h- O*.
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Dla h ujemnych mamy

sup V(@EAFx+h,y) - f(x,y); a2Jl, at+t2*, b2C, b+250) (@
a,b

n sup 3N(F(u-h,y) - f(u,y); a39l, at3Ji, b-3K, b+3Jl),
a.,b

/
a to jest skonczone dla O0<-h~ J z (3) i dazy do zera dla -h— 0 ,

Chcac oszacowac¢ pierwszy skdadnik (i) podstawiamy x+h = ut = v*
Otrzymujemy wtedy
sup Y(3) &, y+t) - T(u,y); a-23i+hf a23l+h, b-23if b+200) ;
a,b
sup VM (F(u,y+t) - f(u,y); a3rt, afB3» b-3b+33%)
a.b
n
y sup VA3NF(U,y+t™) - reoGWHAN_101 a-3tfF, at3tf, »b+t30T+1)
u=1 a,b
o
L sup VA3N(F(Qu,v + I7) = a-5#» atsitf b-5"Ni»b+530
a,b
/\:1

dla pewnego n" naturalnego i to jest skonczone dla 0< —t,’\ 3‘ czyli dla
O< ti A i dazy do zera dla t-— O+ =z zalozenia i nieréwnosci nastepuja-

cej

sup YO3M(FQGy+t) - F(x,y)} a5J[, at+5S, b-53l, bsip<£8l  3M(F.t-F).
a,b

Dla t ujemnych z przedziatu[-jl ,0) postepujemy analogicznie jak w (h).
Dla O* i t0 oraz t— 0* i h=0 dowdd jest szczegdélnym przy-
padkiem powyzszego. Stad teza dla J=3.
Lemat 2

Niech

= N FX+h,y+1) + f(x-h,y+t) + f(x+h,y-t) + f(x-h,y-t)J - f(xty).
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Jesli speinione sa zatozenia lematu 1, wtedy odpowiednio jest
skoriczone i ciggte dla j*1»2,3i O<+i™3T i O<t

Dowdd przebiega analogicznie jak w [*] .

Wykazemy nieréwnosé

Iv@® - VvA™"@DI «V ()(f-s) dla j=1,2,3.

2VvaH(F) _ [(r-@) + (I>QQ] « vAIN(r-6) + v(I)(r) ¢ v*I™ND),
stad
vadm - TAMNE) «vNIN(r-9).
AN (g) = VNN ¢ (@I vA(T-g) + VAN + v @,
stad
-v@)(@r-9) < v - vgr@.
czyli

Iy - 7<H@I1 <V INF.9)-

Dowéd dla j=3 przebiega nastepujaco

) < sup VA3N(Fht-r; a-dMl, a+2*, b-2*, b+2Ji) ¢

a,b
+ sup 3N(F(z-h.y+t) - F(Xx,y); a-2*, at2di, b-2ift b+MC) +
a,b
¢ sup (Fitety-t) - F(x,y); a23f, a2fl, b-25t, b+2Ji)
a,b

¢ sup VA3N(F(x-h,y-t) - F(X,y); a-2*, a+2*, b-2*. b+2*),
a,b

a to jest skoncsone dla O0OM"h” 3 i 0~t~7 z lematu 1.

V celu wykazania ciagtosci v~ (* ht) »Korzystamy z povy*s
z modutem. Dla O~>( h<* i1 0 s2Xt otrzymamy

IV(,)<*ht) - v(3) (S, 1#2)] & v(3)($ht - 491.2)<
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A[f(x+h,y+t) - F(x+Sl ,y+*2)J+ £ V* 3"f (x-hfy+t) - f(x-s1l,y+s2)J +

+ e 31 (xth,y-t) - Fx+S1 ,y-a2)]+ £ [F(x-h,y-1) - f(x-s1,y-s2)J .
Podstawiajac tera* za

x+al su, y+s0 =v dla skkadnika l,
X-s. =u, y+s, =v dla sktadnika Il,
i i o
, X+SJ] =u, y-s2 s v dla skkadnika Ill,

X-s™N =u, Yy-s2 =v dla sktadnika IV,
mamy

Iv(3®) ($ht) - v<3>(Ss N
12

* i sup V) j(u-sr+hh-Bg+t) - F(u,v); a-2*, ar2il, b-23Ff, b+2«j +
a,

4 SUP VA feutskh,v-s_jt) - F(u,v); a-2*, a2jr, b2, b+2*j
* a,b

+i swp V) (u-at+h.oy+Sg+t) - F(u.v); a-23L, a2dl, b2Ji, b3 +

. ¥ sug V() fi(u-S*hjY+Sg-t)

f(u,v)j a2i, a2*,b-23[, br2Jt].

Prawa strona tej nieréwr j&i dazy do zera z lematu 1 przy h-s~— O i
t-»2—-0.
Niech 6 f(x,y) oznacza ra,n-ta sume Fejera funkcji f.

Twierdzenie 1
Jesli i €L oraz

vAIA(Fh .-F)- -0 - dla nh- o+ I v<JI>(fF.t-f)- 0 dla t- o+,
gdzie j=1,2,3, to

vij)@imf -f)— 0 dla m,n- <o, j=112,3.
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Jesli ponadto f jest funkcjg ciagta w (0,0), wtedy

Iennf - FL(2) - O dla >
H(P1,P2)

Oznaczmy

*mn(xYy) =0rmni(x%y) " fxy)-

Mamy wtedy

SACE<EIW (KY) - 2C (" 2 V) +*mn<Xk-1%)DPI) =

m A X" X 1
K2 1hwy.t) +*(*k-1"h"y, tM
axy k=1 ool[ J
N
* Frath)Fn (t)dhdt ) , ®)
gdzie:
[ein 1 kxF
l:JX>ZKKU«in*
Catka podwéjna pod ostatnig sumg istnieje, bo z lematu 2 dla
Jj = 1,2,3 funkcjami ciaggbymi i skonczonymi dla 0™ h, t~ 7L

Zastosujemy teraz do wyrazenia (6) dwa razy uogélniong nieréwnos¢ Minkow-
ski ego
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gdzie T(X,y) Jjest funkcja mierzalng w przedziale [a b] *[c.d]- 1*P i
prawa strona nieréwnosci jest skonczona.
Otrzymujemy nastepujace oszacowanie (6) przez

J J va~r@ht)Fm(h)Fn (t)dhdt. ()
oo

Catka ta istnieje, bo VvT"17£$htj z lenatu 2 Jost ciagle dla OsShstjt i
O£t iISTi.

W celu wykazania pierwszej czesci tezy twierdzenia dla j=1 przeprowadzimy
analogiczne rozumowanie jak w dowodzie lematu o zbieznosSci calki z jadrem
dodatnim (patrz fi] s. 508).

Z ciagtosci Ght) w = (0,0) mozemy do danej liczby £ > 0 dobrac¢
takie O0O<«51<it 1 0<<?2<3t, ze

|[vr($Sht/]< £ przy 0-$hsS § i 0Mt*<52. £8)
Catke podwéjng w (7) zapiszemy teraz jako sume calek I171g+1”+13> gdzie

coJtkowa¢ bedziemy w L. dla 1i=1,2f3» odpowiednio po przedziatach
[o, P [°- [<M] = 1/a3] * X t0” ~2]*

Uwzgledniajac (8) oraz nastepujaca nieréwnos¢ dla jadra Fejera

otrzymujemy oszacowania

§ > i

I uf fv<dEht)Bh)Fn(D / IV(I)’\ht)Fm(h)dhdt< |
2 620 ®

dla n dostatecznie duzych,
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X X
13]= f ~V()Ght)Fn(h)Fn(t)dhdtr

L - X—- iE Fvrin Jdhd t
bsinZl 6, n i»in2 *_, f| (ﬁ’t

dla m, n dostateczni© duzych,

KI =7 7/ v(,)@Eht)rinh)Fn (t)dhdt <

$ <2
1
YFn (t)dnhdt < |
X // ht
+r*1 5 0

dla n dostatecznie duzych.

Stad mamy oszacowanie (7) przez £.

Wykazalismy wiec pierwsza czes¢ twierdzenia dla j*1.

Analogicznie otrzystuje sie teze dla j=2.

V dowodzie dla j=3 wykorzystamy uog6lniona nieréwnos¢ Minkowskiego dla po-

teg mieszanych (patrz jVj)

/Nd b

1SR e st s

jest funkcjag raiearzalng w przedziale [a,bjx£fc,d jx
dla 1=1,2 i prawa strona nieréwnosci Jest skonhczona.
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Otrzymujemy
AN
/n m oA _
_ : B \pir2
S E (X 7 /7 A*y?™ht! xk_1,xk,yi_1,y.)Fm(h)Fn (t)dhdt])PI
7 "1A1 k=1 0o

a3
/ /7 v (3)(@Ent)Fm (h)Fn (t)dhdt. (©)
0o

Nastepnie szacujenv odpowiednie 1 dla isl,2,3,4 jak wyzej przyjmujac
za ~htnf 2 lematu 2 jest réwniez ciggle dla 0™ h"$
i 0N t<k

Aby wykaza¢ druga czes¢ tezy nalezy pokazaé, ze

IL r(0%) - FC-)1 =
% Jt

=J \] Ce[i(h,t) ¢ f(-h,t) + f(h,-t) + i(-h,-t)]- £(0,0))Fm(h)Fn (t)dhdt
10 o

dazy do zera dla n.i n—- -
Postepujemy analogicznie jak w dowodzie pierwszej czesci twierdzenia dla
j=1 biorac teraz za ™ 1" * korzystajac z zatozenia ciggto-

Sci lunkcji  I(x,y) w (0,0), czyli z zatozenia analogicznego jak (8) dla
$7(0,0) (dla danego 6 i dobranych 0< , 60" % takich, ze (X h i
o<t*«?2 |$ht(of0;] < ¢)-

Nastepnie szacujemy odpowiednie , 1g» 1™ jak dla V'
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AIUIPOKCHIdACIilJi CP&IHHMH fcEnJiPA b iIPOCI'PAHCINE \

Pe3» me

B HaoToaisefi paOoie OAHoapeneHHO c¢ xeopeuoS annpoKCHMauHH cp©ahhmh kenepa
b npooxpaHCTBe H”p p2) 6hjih BBeAemt abb aeuun. 3th jieuiu othochtcs k
HGKOTOPbiM CBOSCTBaM <SyHKUH>i BUIIOAHFUHIHX yCJI0BHHI V~J (fh-f) -0 AAH h—- O
H vA®"(ft-f)- -0 aah t— 0+ (=1,2,3) w V*J*(f) hbjmdtc« mhkchpo-
BaHHUHH BTOpaMH BapHaUHHMH OllpeA3XeHHUMH B [2j -

APPROXIMATION BY FEJfcR MEANS IN THE SPACE ‘.b

Summary

In this paper there is proved an approximation theorem by Fejer means
in the space ii|i2’\P2>and two lemmas dealing with functions\ for which
»

VAJ'(F -F)--0, h— 0+ and VI(Ft-F)-~0, t— -0+ ¢=1,2,3"

Racenzent: Prof. dr hab. Julian Musielak

¥plyn?lo: 16,02.1982 r.

0 h(2) " _ npOCTpanCTBO (JyHKUHH C orpaHHieHHRMH BapHaUHHMH BToporo no-
(?1 #p2 paAKa 6ujio onpeAejieHO b [2].-

NN 1 M 1
™ >>Po7 and is defined in [2].



