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APROKSYMACJA FUNKCJAMI 5TIEKŁ0WA
I CAŁKAMI OSOBLIWYMI W PRZESTRZENI %(P1>P2)

Streszczanie. ¥ pracy zamieszczone są dwa twierdzenia aproksyma
cyjne funkcjami Stiekłowa i całkami osobliwymi w przestrzeni
jj(2) \X,‘ • Twierdzenia te są przeniesieniem twierdzeń aproksyma-
iPl*p2

cyjnych podanych w pracy £3 J w przestrzeni funkcji zespolonych jed
nej zmiennej o ograniczonych wariacjach VM# Użyto tu definicji i o- 
znaczeń występujących w pracach Ql] i [2].

Niech f(x,y) nadal jak w [ij i [2j będzie funkcją rzeczywistą, okreś- 
ą na Ii 

Oznaczmy

2loną na R , 27i-okresową ze względu na każdą zmienną i mierzalną

f(x + h, y + t) = iht, 
f(x + h, y) = fh>  ̂
f(x, y + t) = f,t.

Twierdzenie 1
Jeśli f e L oraz

v (j)(f _ f)— -0 i - f)— 0 dla j=1,2,3,
h— 0+ * —  0+

to dla funkcji Stiekłowa

x+ i y+ 1 r  0

fp B(x,y) = rs /  /  f(u,v)dudv,
x y

gdzie r i s naturalne
zachodzi - f)— O dla r,s-— <» dla j=1,2,3.

x; / o\H/ \ - przestrzeń 1 unkcji o ograniczonych wariacjach mieszanych rzf-
'p 1’p2 du drugiego zdefiniowano w [ij.
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Jeśli ponadto f jest funkcją ciągłą w (0,0), to

'-s"£V >  ,(p,,p2)
Hfr *-rll — 0 dla r 1

Dowód

V ^ ( f  -f) =' r « '

= auP SuP(Y](I|rr (*k ,y) - 2f ( k ^ t~1.y) + " fK - y) +
a,y * a'£^ ^

+ 2 f ( ^ - ^ i , y )  - r(xk_1 ,y)| )P ’̂  ,

1 1 x+ - y+ -

frs(*,y) - r(x,y) =: rs /  /  f(u,v)dudv - f(x,y) =
X  y

1 1  1 1r s r s
= rs J J  f (w+x (z+y)dwdz-f(x f y) = rs JJ[f( w+ x, z+ y) - f(*.y)J dwdz, 

0 0 0 0

gdzie

u = w+x, v s z-fy; du = dw, dv = dz.

Będziemy mieli po zastosowaniu uogólnionej nierówności Minkowskiego

v^1^(f -f) =

= sup sup 
a,y W ?E (ł |rs JJ[fwz(*k’y) - fK ’y) - 2fwz( k-'2k~1’y)

i k=1 0 0

+ 2f(X)t~g ^ .y) + .y) ” r(*|c_ , ,y)jdw<3z|)

^Definicja V^^(f) oraz ||f| , \ zamieszczone są w pracy [i] .
H> ' i (P1.P2 )

1_
P,

(w’
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1 1

a"y "*a ” / { ( L  ( f wz-f * " k - l f') 'dwdz =

1 ±
8 S

= rs r -f +f -f)dwdzJ J wz w. w.
0 0

1 1 
r s
J  J[v(,)(f.z-f) ♦ V(l)fw--f)]dwdz.^  rs
0 O

Prawa strona ostatniej nierówności w (i) dąży do zera przy r i s —1- , bo
z założenia twierdzenia wynika, że pkt (w,z) = (0,0) jest punktem Lebes- 
gue’a.
Dowód dla j = 2 przebiegnie analogicznie.
V dowodzie dla j=3 wykorzystujemy również uogólnioną nierównośó Minkows
ki ego otrzymując

V^3^(f -f)i£r,s

1 1 P2vP7r s , n m .. 4 ~ Y  2
sup sup rs 
a,b 3tab 0 0 i=1 k=1

± ± 
r s

«  rs f f l Y  3^(fł z-f) + 3^(fw -f.)] dwdz— - 0 dla r,s —  «—
0 0

z założenia twierdzenia,
W celu wykazania drugiej części tezy twierdzenia korzystamy z założenia 
ciągłości funkcji f w (0,0) i mamy
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Lemat. Niech f 6 
Oznaczmy przez HipU)*

2* 2$C
Ir a = / f Kr(u)Rs(v)f(x+u,y+v)dudv

O o

®r = f Kr<u)du
O

f
J  H<

Jeśli

i

to

Dowód

Ks(v ) >  °t O dla h — 0+

dla t— - 0+ ,

v(j^ Ir , s ^  ®-1?a v 0 ) (f) dla J=1>2 *3*

sup 
a“y 8̂ ( X (̂ lIr.s{Xlt’y) ‘ 2Ir,s(JS !Ł:;i*y) + ) ’)

sa 2V zS r x +x.

= *sQL&lf / Lr(x̂ u>y+v) - 2f(_^ ii+ u,y+v) +

i
♦ f (*k-1+upy4‘v )J Kr(u)Rs(v)dudv |) 1j ł<

27C 2% / m iP1
^  aup sup j J (Y ) ’I Kr(u)Rs(v)dudv =

o n '1 ,-1a.y *a o 0 k=1 
231 2 #

O O



Dla j=2 szacowanie to przebiega analogicznie.
Dla j=3 będzie ono miało postać

m 271 27t

f l»lAx y ^ fuv' *k-1 ,xk ,yi-1 ’

Aproksymacja funkcjami Stiokłowa...

p \p \P2 . Kr(u)lts(v)dudv) 1) j

^  /  /  v(3)(f>Kr M R.<v >dudv = vi3^ f5®r?»*
2% 271

O 0

Zastosowaliśmy tu uogólnioną nierówność Minkowskiego.
Twierdzenie 2

Jeśli spełnione są założenia lematu i ponadto

271 2%J K^(\l)óu —  ̂ dla r— *oo i J  Rs(v)dv -— 1 dla s

oraz

2J- i, 2»-A
I Kr(u)du— 0 dla r—  i I Rg(v)dv—— 0

^2

gdzie 0 <  ̂  , ¿2 < 3C, wtedy

V ^ ( I  -f) —  0 dla r , s - «  i j=1,2,3. r , s

dla

Dowód

i s(xty) - f(x .y) = 1 » s

231 2X
Kr(u)Ra(v)[f(x+u,y+v) - r(x,y)

= - T k K . . M  * ̂ ^ ------------:

121

■i>l

oo

(2)

dudv
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Z lematu namy

a to zmierza do zera dla r — lub s —— z założenia, czyli

l®r'?s 1i <  lOV(ji(f )

dla danego 6^ >  O i dobranych r0 i sq (r>rQ , s > s Q).
Oszacowanie drugiego składnika (2 ) będzie miało postać dla j=1

1
m 2 71 231 p » P ̂

Ml :"y S®Ua(2 (̂ | l Kr(u)RS(v)Ai2)(,UV“i !Xk-1 ’Xk̂dudvI > ') <
1

271 23t m p \ P 1

*  T T "  3UP 9̂ P /  / Kr(u>Ks(v > ( Z (̂ K 2)(ruv-fiXk-1’V |  > 7 dudv "®r?s a,y Xa g 'tal

= J  [ o , 2 J l ]x  [ o ,23l] .

Weźmy teraz 0 < 5 ' 1< X i i podzielmy przedział £0 , 23lJ x |o,2]j
na dziewięć podprzedziałów wg opisu

1 = II =

III = [o.iJzfo.ijjj, IV = [0 , <?,],< [i52 > 25E"<?2] 1

v = [0 , (5t] x [2*- <52, <52] , VI = , 29C— «5J * j2*-d2«2it].

VII = [̂ 23f- Ą  , 23l] X [201- , 27l] , VIII = [2®- <J, , 23!] x [j2 .2JE- ¿2]

IX = Ĵ 20[- «*! , 2J[j X JO, ¿2] .

Szacu.jomy J kolejno na przedziałach od I do IX.r t 8
251- Ą

J I «  2 f

r,s i

231- <5u
r> K (u)R (v) / %
/ _£---- 5--- dudv V' (f) .
L  M »“2
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Z założenia istnieje takie rQ , że jeśli r;»ro, to 

ZX-S
Ef 1 M"> 

ff1 ®r Y 20 ]fv^(7 7
du <^~ —

dla danego 8^^>0 oraz dla s > a o 

ZK-J.

12 r.(v> d v <   1j, yźo Vv<̂ ( f )

stąd

ei
Jr taI<: i i

25T-i. J.
-**>>«.<->   (0,

/ i
J XI« 2 ----------Z----=  dudv Vl w (f).

* M «

Z założenia dla danego 6̂  istnieje takie r ̂ , że dla r>r^

i.
1 K (u) i
-4  du <  - '

20 v^1 ̂ (r)

stąd

<S, <51 I
1 K ( u ) R ( v )  * / » \ p. ^1

J I I K . u p  supj J  "r e ?]--- ̂ ( ? l 4  (fuv-f*-Łk-1’Xk)l) dudv *
a ’y * O 0 r/s k=1

o S V (')<rm'r > C  ™ < 4 ^ ' )(r"’‘r> * v<° tr-'-r>J <  &0<v^ ¿2 0<v ct?2

dla (fj , cT2 dobranych do
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J I V «  2 r,s

dj 2»-A,
P f k_(u)h„(v) .

Z założenia dla 6̂  istnieje takie slf ±e

251-6 0fi- Ka(vj 6l
J! ?Î t dv< ^ 7̂ 7,)’

s tąd

C 1J IV <  — k  r , s 10

Jr flV szacujemy podobnie jak ^III, a mianowicie

cT, 2 ii
%

®r?s

0 23t
fi fi K (u)R (v) / x £

J V = / / -E----5---  VU '(f - f)dudv< -i.r,s ,/ J ® 7  uv 10
O 2Jt-<r2

Z okresowości funkcji f many tu sup V ^ ^ ( f  -f) = sup V ^ ^ ( f  -f)
0<u ś«!j uv 0<u«^ uv

2JT-t5'2<v<2jiv 0<v^tf2

dla j = 1,2,3.
Okresowość 1unkcji f wykorzystujemy jeszcze przy dalszych szacowaniach. 
Jr aVI szacujemy podobnie jak Jr s^ t  czyli

271- <? 2li?' r Kr(u>Rs(v) m, v «iJ VI <  2 / /----E— --2  dudv V (i )< -ri.i, J-»t
Następnie

2fl 2%

Jr
7  r  K (u)R (v) ( J

.»V I I <  J  /  ~ v ; ^ ; -  v(1)(ruv-f)dudv< -j ,
231- ̂  23f- (J2

(szacowanie przebiega tu jak dla Jr8IIl).
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J VIII^ r,s /  /  ' «Va''' --1 (l)< ~1
To

251“ £, C?

(szacujemy tu analogicznie jak dla J^iv), 
¥ końcu

f 1 «2 K (u)R (v) ( )  £
J IX« / /  2---  VU '(i -f)dudv<~,r .s J J ®r«s 10

(analogicznie do J III).r 18
Stąd teza dla j = 1.
Dowód dla j = 2 przebiega analogicznie. 
Dla j a 3

Jr ,s[0’2Ji] * [°<251] =

. .u„.„p|7 (l| f
a . b f f a b ^ l ^ - ' ^  { ®r?s

a.b Jtab £ «/„ ®r?s £■; ^

Prawą stronę powyższej nierówności szacujemy jak dla j = 1 po przedzia
łach od I do IX korzystając z założeń twierdzenia i uwzględniając podsta
wienie

A xyl51(fuv-f) = ¿ i y )(fuv-rí *k-i **1̂ 1 - 1  ̂ i 5-
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AHIIPOKCiffldAUHH $yHKLMAMH CTEKJIOBA H CHHmiHPHUMH HHTEPBAJIAMH 

b npocTPAHCiafc h ^ ^ x ,p 2 ) 

P e 3 e) m e
B- naoToaniea paCoie nasH ąbo annpoKCHMaqHOHHiie Teopeim fljis ^ynxunft Ciex- 

jioBa h CHHryjiapHHx HHTapBaxoB b npooipaHCTBe H (P^Pg)* • ^th Taopeuu sb- 
jiararca oSoCnemieu annpOKCHMaiptoMHiix TeopeM npeflcTaBjieHHux b pafioie [3j j m  
npocTpaHcxaa KOMnjieKOJutx (JyHxipiit ô Hoft nepeMeHHofl o orpanaaeh h h m i i  Bapicatota- 
MH Vm.

*H^2 ' ( ^ l*^2) “  nP001? ^ 0180 4>jrHxipni 0 orpaHHaeHHbora MHKOHpoBaHHUMH btopuitH 
Bapuaxpuwx 6n io  onpefleaeno b [lj,

APPROXIMATION BY STEXLOV FUNCTIONS AND SINGULAR INTEGRALS IN H^2  ̂ \(P,,P2)

S u m m a r y
In this paper there are proved two approximation theorems by Steclov

i2)' \. These theorems
P 1»P2 '

are generalizations of the results obtained in ^3j for the space of com
plex - valued functions of one variable and of bounded variation.

' ^  > is defined In fll.(P^PgJ L J
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