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FUNKCJE ABSOLUTNIE CIĄGŁE WZGLĘDEM POTĘG 1 < p, , P2 <  ̂  
I WARIACJI MIESZANYCH RZĘDU DRUGIEGO

Streszczenie. W niniejszej pracy wprowadzono dwie równoważne de
finicje funkcji absolutnie ciągłych względem potęg IjSP,. P2
i wariacji mieszanych rzędu drugiego* . Wykazano pewne własności 
tych funkcji oraz udowodniono, że ich klasa jest przestrzenią Ba
nacha. Praca Jest kontynuacją prac [1] i [2J.

Definicja 1
OFunkcje rzeczywiste, określone na R , 2jT-okresowe ze względu na każ

dą zmienną, mierzalne nazywamy absolutnie ciągłymi względem potęg 1^P^, 
p^ <  i wariacji mieszanych rzędu drugiego, jeśli dla każdych 6j, fig* 

> 0 istnieją <5̂ , 6 ,̂ 6y <5̂  >  O takie, że dla każdych skończonych 
ciągów nie zachodzących na siebie podprzedziałów |(a+q^f a+^ ) J , gdzie 
1 = 1 , 2 , • • • ,ra, i (b-f , b+flj)}» ffdzie j = 1f2,...,n oraz

|(a+cf£f a-f /^) x (b+^, b+Aj)j » gdzie 1 = l,2,...,m, j = 1,2,...,n

zawartych odpowiednio w Ja, a+2Jlj , £b, b+2tfj i [a,a+23l] x £b,b+23l] zacho
dzą następujące implikacje

01 P p— to ^ ♦’
• 1 1 <  ¿1=̂ - Sup(^(^|f (a+ofĵ  ,y) - 2f(a +   ,y) +

1=1 a,y 1=1

♦ f (« + /5X,y)| ) 1) 1 <  C1 (i)

Wariacje mieszane rzędu drugiego zdefiniowane zostały w W -
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2
(T/ft,-?,) 2 <  $ 2 => »up(^(||t (x,b+?J) - 2f(x,b + — —̂ 2~"-̂ )K  * Tf.

J =1 b’x >,

( 2 )

( Z ( ^ ) P , ) P 1 < < J 3 1 ( Z ( ^ J - i j ) P 2 ) P 2 < ^
J =1

.Po.P,

1=1

2 , 1

-« u p ( Z ^ Z ^ I ^ f y ^ r *  a+ofi ’ a" A ’ b+a,j)p 1) ') 2 < f"
a,b j=1 1=1

(3)

Zbiór funkcji spełniających definicję 1 omnaczać będziemy AC(p,.p2)’

Definicja 2
2Funkcje rzeczywiste, określone na R , 2JC-okresowe ze względu na każdą

zmienną, mierzalne spełniają warunek I Jeśli dla każdych £ ̂ , 6^, ( ^ > 0
istnieją , dj, d ̂ >  0 1 takie, że dla każdych podziałów TC a s
= (a=a+x <  a+x, <  ... < a+x = a+2Jl) , j£.=(b=b+y <  b+y .<...< b+y =b+2Jf), o i  m d o i  n
*ab = (a=a+xo <  a+j^ <. . . <a+x'nj=a+2Jt) x (b=b+yQ<  b+y1 <  . . .< b+yn = b+23i) 
oraz 1 ^  P^.Pj^ spełnione są implikacje

xk“xk _^ ^  ^  dla k — 1 ,2 , • • . ,o

SU]
a.yp ^ Z ^ I 1 (a+xk>y)-2f(R + ** 2k~ 1 .y) ♦ >y)| ) 1) 1 <  i,

k=1
. ( h )

y^-y^t < ®2 dla 1 = 1,2 n

« u p ( ^ ( ' j k ( * , b + y i )-2 r(x,b ♦ -1, y —  ♦ f(x,b+yl_ 1 )| ) 2 ) 2 <  6 ,
b,x i=i

(5)



<  ^3 1 yi~yi-1-<  dla k = 1,2,...,»; i = 1 ,2,... ,n =>
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n m p —  —
=> sup(y^(V^(ę|A^y\f} a+x^ 1 ,a+x^,b+y^ t *b*y^) | ) 1) 1) 2<  £  ̂i. (6)

a ’b fei fei J

Twierdzenie 1
Definicja 1 i definicja 2 są równoważne przy założeniu P1 »P2 1 » Pr*y

czym def. 2 1 również dla p^,p̂  a 1.
Dowód przebiega analogicznie jak w £5] • Przytoczymy tu tylko jego fragmen
ty ((3)««*(6)).
Załóżmy, że f spełnia definicję 1*
Wtedy dla i 6 ̂ >  0 dobranych do £ ̂ > 0 wybieramy takle i »
dla których spełnione jest

upi (<uPl
a) O <  u < Ój =£> —  <  "■ I f

' VP2 (ty 2b) o <  v <  (tk = >  — <  — ^ —

Mając dowolny podział Jia = (a=a+x^ <  a+x f < ... <. a+x* - a+2jt) przedzia
łu [a,a+23ij i taki, że xk”Xk-1 <  g dla k = 1,2,... ,m oraz podział 
iCb = (b=b+y^ <  b+y’ <  ... < b+y^ = b+23i) przedziału £b,b+2iij , że speł
nione jest y^ - dla i s 1,2,...,n i uwzględniaJąc a) i b)
mamy

< Z k  - - < £  3 h Ą ; > < *  - A ? - » * 7  -
k=1 k=1 (2ji)P 1

n J  J_
i ( X (y,i-yi-i)P2)P2< - ^ T ^ T i f 2 . <j2. 

i=1 (2*)P2 
Stąd i z założenia wynika, że

.uptt 1 ( y f ; a+*^_1 *a+xit>b+yi_ 1 »b+yi)i) ’) ’ ) 2 <  €3*
a>b i»i k-i

Załóżmy teraz, że r spełnia definicję 2.
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Wybierzmy cT̂  i $^ > O i takie, żeby dla wszystkich przedziałów

JJa = (a+a+i1 <a+x'v<♦ • .<a+x' =a+23Ć) o l  m

i

Jib = (b=b+yo<b+y '<, . ,<b+y^=b+2i()

spełniających warunki

<  ¿j i y^ - y^_1 <  <5ą dla k = 1 ,2,... ,m, i = 1,2,... ,n

zachodziła implikacja (6) warunku I.
Szukamy dowolnego skończonego zbioru nie zachodzących podprzedziałów 
|(a+<*̂ , a+̂ ' )j przedziału [a,a+23t] oraz podprzedziałów ”|(b+<5j, b+ftj) 
przedziału [b.b+łJtJ, aby

±- J-
( £ < & - * >  1 >P 1 <  * 3  1  ( £ ( A J - ^ ) P 2 ) P 2 <

1=1 < J=i

Stąd otrzymuje się, że f>'̂ - of̂  6^ i 9v'j - Jfj “̂ 1̂* dla l=1t2,...,m,
j = 1 12,•#•,n.
Rozbijmy teraz "luki” między podprzedziałami (a+of̂ , ) oraz między pod-
przedziałami (b+^j, b+Aj) na mniejsze podprzedzialy spełniające warunki 
zawarte definicji 1 w sposób następujący

i. = a+Ii1 • •<a+xp1  ̂ = a+c*i+i>

gdzie “+l%° = a> a +C*'m+1 = a+2*> *1 < < * W

< Ój i k = 1,2,...,P1, 1 = 1,2,

b + ^  = b+y£J*<a+y{ J^< .. ,<b+y | . = b + f l ^ ,

b+*'o = b> b+*',„łl= bł2ji- *'j <  ti+i
gdzie

y£j) - i s = *-2 rj> J = 1*2-



(6) warunku I dla podziałów

Xa = (a=ax£°'< a+xj°^< .. . <  a+x^°^< a+<^ a+ <  . . • < a+x^ 1 ̂ <  .. • <
o

<  a+Xp1̂  j< *+QF̂  <•.. < a+23Ć)

i dtb a (b*b+y£°^< b+y^°^< , , ,< b+yj,0^  < b+^ <  b + ^ <  b+y j ̂  <  , , , <
o

<  b + y ^ ^ C  b+f2 <...< b+2j0 daje

n ■ ~ \ ~
* **^i.a+ > *>+ fj i b+ ̂Tj ) | ) 1) 1y 2 =i

a,t>\ j = 1  1=1
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<  aup
’ \j=1 «=1 1=1 k=1 '

Twierdzenie 2
Jeśli f I AC(pitp2)* to f J«*t ciągła.

Dowód
Weliny jeden składnik następnika implikacji (i) definicji 1, wtedy

y ̂ t a l j  f(a+ < V 3r) " 2f(a + -L T ^ Ł ’y) + i(a+/̂ i»y)| <

Podstawmy teraz za H. Na podstawie twierdzenia * [6 ] (rozdz, I,
§ 2) można obliozyć granicę wyratenia pod modułem przy h —  O4 .

O = lim [f(a+c^,y)-2f(a+cy1 + |,y) + f (a+c^+h.y)] s 
h - 0 *

= f (a+cf̂  , y) - łffa+o^+O.y) + f (a+^+O.y) = f(a+cy1(y) - f (a+^+O.y). 

Przy h — - 0~ mamy ffa+o^.y) = f (a+i^-O.y).
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Wykorzystując teraz składniki następnika implikacji (2) definicji 1 do
stajemy ciągłość funkcji f dla x ustalonego i y dowolnego. Weźmy je
den składnik następnika implikacji (3) i obliczmy jego granicę przy h— 0+ 
i t — 0 gdzie h = i t s A j  • Korzystając z twierdze
nia 2 z £1] i powyższej części dowodu

O = lim Ha+o^.b+y»') - 2f(a+o^ + |,b+^)
h*0+L
t-0+

21 (a+qr{,b+^ + |) + 4f(a+qr̂  + t>b+ftj
t

+ f(a+q^,b+yj+t) - 2f(a+aę[ + |,b+<yj+t)

= -2f(a+<yjL,b+ Jj+o) + '*r(a+0f^+O,b+ ‘jj+o) - 2f (a+cf +̂0,b+yj-rO) =

= -2f (a+of̂  |b+^j ) 2f (a+o^+O.b+ij^ + o) , 

a stąd f(a+pf|,b+^) = f (a-Ky^+O.b+^+O). Podobnie zajdzie przy h-C>7 t— 0“. 

Twierdzenie 3

AC/ » C C  n*(P,.P2) (p^iPg)

Dowód przebiega analogicznie jak w £5]• Przytoczymy tu tylko część dowodu 
(dla (3) definicji 1).
Dla dowolnych a' i b'>0 dobierzmy odpowiednio takie L(a) i Ł(b#)# aby 
P^ P
u ^  L(^)u dla O <  u ^  a' i v  ̂̂  Ł(b)v dla 0 <C v ̂  b*. Oznaczmy przez
(L)1, L(2ii) i przez (L)'t Ł( 23i). Wybierzmy teraz 6̂  ^0 i >  0 i ta
kie, aby dla każdych skończonych ciągów nie zachodzących na siebie pod- 
przedziałów |(a+<*[, a+/^)j dla 1 = 1,2,...,m i i(b+ftj* b+^j)j . dla 
j = 1,2,...,n zawartych odpowiednio w przedziałach £a,a+2ttj i Jb,b+23lJ 
zachodziło

( 2 < ^ )P , ) < i 3  1 ( P ^ ' / 2) P 2 <  * k  = *

*) (2 )H> p ) “ Przestrzeń funkcji o ograniozonych wariacjach mieszanych r«ę- 
1 2 du drugiego postaci \ (t) dla i s 1 ,2 , 2 została zdefi

niowana w [i], a (h(2  ̂ \ oznacza zbiór funkcji ciągłych
1 * 2

w niej zawartych.

+ f (a+cfj+h.b+y^ ) -

+ j) - 2f(a+qfJ+h,b+yJ + j) + 

+ f(a+a^+h,b+<yj+t)l =
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1z n m __£\_J_
a+< > a+/^-b + Tj'-b+a'j)l )Pl) P ’J z <  <•

Us

a , b » ———* 'j=i x=i

taimy teraz podział jf a = (a=a+x' < a+x' < . . . <  ałx'=a+2łC) przedziału° i n
r _.i ,^a,a+23(J i taki, by <  —JfTJT—  dia k = 1,2,...,m oraz podział
3Jb = (b=b+y^ <  b+y^ <  ... < b+y^=b+2Jf) przedziału £b,b+27lj, aby y' -

, e5/ 2
~ yi-i ̂  — fry~ dla 1 = i,2t...,n.
Veźmy dowolny podział (a+x^_1=a+ł;o< ...< a+^p=a+x|t) przedziału [ a+j^ ,
a+xk ] 1 dowolny podział (b+y^_ 1=b+ro <. . . < b+rs=b+y^ ) przedziału

,b+yi]* otrzymany implikację

•• ( £ < v v . » Pf - = '* -

p i\p i r 2
^  ®“ P ( £ ( X ( £ l 4 y > ( r * a ł < d » - 1 ’ a +  V b + r ł i - , , b + > ) l ] T V ‘ < ł .

/ <l\
czyli sup VVJ/(f, ,a+xłć,b+yjL<i-1 »b-fŷ ) < i .

Z własności (z flj ) dla wariacji mieszanych i twierdzenie 2 otrzymujemy 

n m
V(3)(f)*s sup V<3)(f; a+I|_1,.+i',l»y^1,b+y p

— i a ,bi=1 k= 1

<ran ♦ k M(mn-l), gdzie M = sup f(x,y)
*,y

a to jest skończone, ponieważ jak określono wyZej m i n  są ustalone.
( 2) •/Oznaczmy przez C H> ' \ przestrzeń wszystkich funkcji ciągłych zawar-
' W

tych w j, v|p^(f) = V(i^(f), gdy w d.finicja.h V ^ ( f )  występują

potęgi p (i = 1,2) oraz V^3^(f) = V^3,l(f), gdy w definicji V^3^(f)
(P,.P2)

występują pt i p2-
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Twierdzenie k
q2 qiJeśli 1 <  P1 <  qt<  , 1 <  P2 <  q2<  ®« oraz —  >  — # to

CH) n c AC42)(p,.Ä \ C AC / \ .Pg' (q ̂ *^2

Dowód przebiega analogicznie jak w [5]. Przytoczymy tu tylko część do
wodu (dla (3) definicji 1 i dla 1 ^  p. <  q. <  ).
Niech

f c c h|2) ..IP, .P2>

Ustalmy >  0 i dobierzmy takie >  O, Ze

q,-?, (£-) 1u 1 '< -r- 7-,-r *---r—  dla 0 <  u <  <J' .
B w 7? 7

Weźmy teraz tj^>0 i >  O takie, Ze dla |h| <  Sj i 11 | <

l|r(x+h, y+t) - r(x,y)| <  -g.

Wtedy dla każdego zbioru nie zachodzących na siebie podprzedziałów 
jfa+oî , a+ ̂  )j oraz |(b+ ̂ , b+Äj)i przedziałów odpowiednio [a, a+23f] 1
jb, b+20i J i takich, Ze

mamy ^  - 0(1< 1 ^j " $j <  dla 1 = ’i2'"''“ '
J * 1121•••fn.

Stąd
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/ n .ra
= ( X E (£l^y)(fi ał(V  a+/V b+tij' b+M
\ j = 1 '1=1

¡ Ł ( Ł r . 7 ó '( ?) . >i p / y l A i y ) ( f ; ł * <̂ * , * < * i ' b * » j , b * * j ) l )

P, JTT\ p a «2 q,p2

vj=Ai=,|v((3)i<p2)(f)]F

«  a , B l v £ L . t

j v < 3 )<p1 .pa ><rf ’

p, 3

uwzględniając, że —  . —  ^ 1 z założenia.
2 q 1

Wniosek
q2 qlJerfli~ 1 ^  P1 <  qj<*° i 1 ̂  P2 <  q2 <  ̂  oraz —  >  , to

AC/~ «  ̂c  A C / V(P^Pg) 'q 1 ,q2

Twierdzenie 5
Jeśli . dla Funkcji f i , fig* £3 > ® istnieje taka funkcja 

* C .c że, spełnione są nierówności V^^(f-$)< 6 dla i = 1 ,2 , 3
(p ,.p2)

to f 6 AC / w(P,fP2)
Dowód przebiega analogiczni e jak w [VJ.
Przytoczymy tu jego fragment. / \ / i
Oznaczając = f- $ mamy dla j(a+o^, a + ^ ) | oraz j(b+<Jj, b+&'j ) | jak
w definicji 1 l J  (. )

„ . ‘ „ iąi_

A i y ) ( f ł  * * < ’ b + » r  b * » i , l ) ^ P ' ^ P 2
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p X * -  m p i K
-s 3up f y  a+ofi> a+/̂ i> b+^j’ b+>j)D

a,b'j=i 1=1

/ n m ^1 p^\p~
+ a+ofi ’ a + / ł i ’ b + i J ’ b + * j ^   ̂ ) P / 2 ; Ś

<  £3 + V(3V<!j)) <  2 £3.

Twierdzenie 6
Przestrzeń AC(p p ) Jest przestrzenią zupełną z normą

3
iif ii = ii*i /2 ) = V  yii ( O  ♦ if(o,o)i.H/ s "(P1»P2) 1=1

( 2 )Wykażemy, że AC(p p ) Jest podzbiorem domkniętym H(p p )•

Warunek V  3  V  II rr “ f II<  £ V  ma pociągać, te funkcjai>0 N(6)X> r>N ,y
f eAC(P1»P2)’ ®dzio cite rr e AC(p ,p )’ a f Jest .lego granicą. Po
nieważ fp e ACj^ ^ j dla r naturalnego, więc dla każdego r i
6Z, £j > 0  można dobrać takie d± = d^g^r), d^ = d^fig r), gdzie i i
= 1,2,3 to spełniona jest definicja 1.
Weźmy teraz dla dowolnego >0, rQ = [n ^ ) ]  + 1. Wtedy korzystając i
definicji 1 dla funkcji fp i d± = «^(fi^r ), = óAf.-,r ) gdzie

O ^
i = 1,2,3 mamy

ni P —
s u p f y C l l K a ^  ,y) - 2f(a + — —  ,y) + fia+Ą.y)! ) \ 1 ^
a,y\l=1 >

=S i, + V^1 \cT - f) <  2^.

Podobnie

(
 t ^  ̂ 2̂\ p 
y(l|f(x,b+^) - 2f (x ,b +  ¿) + f(x,b+iVj)|) j 2 <  2 «
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oraz

8Uf : i Ż ( Ż ( £ l A x y ) ( f - a+qrń  b + ? j >  b + a j ) h  )  1 )  2 < 2 £ 3 -
a ’°vj=1'l=1 f

Twierdzenie 7
Jeśli (̂fh-f )-— 0 przy h — 0+ oraz

gdzie fh> = f (x+h,y), f,t = f(*>y+t) oraz
f “ AC(P1,P2) dla P1’P2 < ~ .

Dowód
Na podstawie twierdzenia 1 z £3] z założeń naszego twierdzenia mamy

V ^ ( 6  (r)-f)— - 0 prży ra i n — <* oraz i = 1,2,3* Ponieważ 6 m n(f)
•ą wielomianami trygonometrycznymi, więc są funkcjami z AC * \ dla

1 2
1 ̂  p,. p2 <  —  •
Z twierdzenia 5 otrzymujemy tezę twierdzenia.
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i = 1 , 2 , 3 i ft-L to
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AECOJIHIHO-HEIIPEPHBHHE 3>yHKIJJiH OIHOCHTEJIbHO CTEIXEH3M 1 <  P p .P g  <  ~

H BTOPHX MHiiCHPOBAHHUX BAPMALftii

P e  3 10 m e

3  H aoToam eit p a f io ie  B B o a a ic a  ^ b e  BKBmajieHTHHX o n p e^ eJieH aa  a(5eox»TH o-H e- 
npepHBHnx (JiyHKujia oiH O cm ejibH O  c ie n e H e f l  1 ^ P 1 , P g < t>0 a  B io p u x  MHKoapoBaH- 

hldc B a p n a u jia * . i,OKa3HBa!OToa H e K o io p a e  C B oiicTaa s t h x  ¡SyHHipia. ycTaHaBJiHBaeT- 
o a ,  a i o  K a a c c  3 t h x  $ yn K u ftft b c t b  SaH axoB o n p o o T p a H c iB o , P afio T a  a B x a e T o a  np o - 
floasceHaeM [1] H [2].

* Cm . [l],

ABSOLUTE CONTINUITY FUNCTIONS VITO POWERS 1 ^  P1 ,P2 <  <>»
AND MIXED VARIATIONS OF THE SECOND ORDER

S u m m a r y
In this paper there are introduced two equivalent definitions of abso

lute continuity of functions with powers 1 ^  ,p̂ C«oand mixed variations 
of the second order*

Some properties of these functions are studied and it is proved, that 
the class of functions of this type is a Banach space.

x^These variations are defined in [lj*
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