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Jan POCHCIAL

O TOPOLOGIACH LINIOWYCH W PRZESTRZENIACH ZE ZBIEZNOSCIA

Streszczenie. W pracy podane sg warunki dostateczne na to, &>y
zbieznos¢ G ‘W przestrzeni liniowej X bydta generowana przez to-
pologie, w ktdrej operacje dodawania i mnozenia przez liczby rze-
czywiste sa ciagle, tzn. aby przestrzeh ze zbieznosciag X, G; moz-
na byto utozsamia¢ z przestrzenig liniowo-lopelagiczatag. W szczegol-
nosci rozpatruje sie topologie TG.

1. Pojecie zbieznosci ciagu zwigzane jest zasadniczo z pojeciem topo-
logii, tzn. jesli (X, i") jest przestrzenig topolegiesmg to ciag {Xn]
elementdow przestrzeni X jest zbiezny do x £ X, jezeli dla kazdego U €X
takiego, ze x € U, xr « U dlaprawie wsaystkieH n. Istnieje jednak
szereg zagadnien, w ktérych topologizowanie wystepujacych tam i zadanych
bezposrednio "zbieznosci” jest nienaturalne lub w ogéle niemozliwe jaknp.
dla zbieznosci ciggu funkcji “prawie wszedzie"™ czy zbieznosci ciggu ope-
ratoréw Mikusinskiego. Ponadto podejscie zbieznosciowe jest czesto znacz-
nie dogodniejsze ze wzgledu zaréwno na specyfike metody jak i wiekszg na-
turalnos¢ i intuicyjnos¢ rozwazanych poje¢. Dlatego tez celowe jest roz-
patrywanie aksJoniatycznej teorii zbieznosSci zapoczatkowanej juz przez Fre-
cheta i Urysohna.

2. Niech dany bedzie dowolny abiér X. Przez oznaczymy rodzine
wszystkich ciggéw o elementach % X. Zbieznoscig G nazywa¢ bedziemy do-
wolny podzbidér iloczynu kar tezjanskiego * X

Jezeli < |xnjt x> €G, to bedaiemy méwili, ze cigg |xn] J*st zbiezny
do co zapisywa¢ bedziemy xr-x(g) lub xn~—x* Zauwazmy, ze kazda
zbieznos¢ G generuje pewng topologie TG w X w nastepujacy sposoéb:
U € TG wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego x € U i kazdego eiggu |xn]
Xxn < X istnieje N, ze dla n >N x» € U. Jednakia zbiezno$¢ generowana
przez topologie TG (LTG) nie musi by¢ réwna wyjsSciowej zbieznosci G
(patrz tez [2]).-

Niech, np. X =R1 a zbieznos¢ G okreslona bedzie nastepujaco

——x(@)<£=>= x dla kazdego a. tatwo wida¢, ze topologia TG jest
topologig najmocniejszg i ——x(L T G =x dla n > N.
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V dalszym ciagu rozpatrywa¢ bedziemy nastepujace whkasnosci zbieznosci:

r Nov (X)) o= *

u”™ *r3(x)vKlJ X
S X, = Xx vn=> )ﬁ—*—x

H Xq— X i X~ > %=> X sy

Zauwazmy, ze zbieznos¢ w przestrzeni topologicznej Hausdorffa spednia
warunki FUSH.

Znane jest nastepujgce twierdzenie Kisynskiego (patrz Jezeli zbiez-
nos¢ G spednia warunek H, to G s LTG (zbieznos¢ G jest topologicz-
na) wtedy i tylko wtedy, gdy zbieznos¢ G spe#nia warunki FUS.

Z twierdzenia tego wynika, ze jezeli (X, G) jest przestrzeniag ze
zbieznoscig oraz G spednia warunki FUSH, to w Xistnieje topologia
(TG) taka, ze zbieznos¢ generowana przez te topologie (LTG) réowna jest
wyjsciowej zbieznosci G.

Niniejsza praca jest proba odpowiedzi na pytanie,kiedy dla danej zbiez-
nosci w przestrzeni liniowej istnieje topologia liniowa generujaca zada-
ng zbieznos¢. V szczegdlnosci bada sie przy jakich warunkach topologia TG
jest topologig liniowg, tzn. kiedy przestrzen topologiczna (X, TG)zada-
jaca wyjsciowg zbieznos¢ G jest przestrzeniag liniowo-topologiczng.

3. Niech (X, G) bedzie przestrzenig liniowg ze zbieznoscig spetnia-
jaca warunki  FUSH.
Zato6zmy ponadto, ze zbieznos¢ G spednia nastepujacy warunek:

L @ xn — X i yn- y => Xxn +yn— X +Yy
b)) xn-*x =>V&SR *xn- %X
() &n —-a=>Vx i X Xnx — £X

gdzie “"™n~"o0oznacza zwyklg zbieznos¢ liczb rzeczywistych.

V dalszej czeSci pracy przez zbidér otwarty rozumie¢ bedziemy zbidr ot-
warty w topologii TG, a przez otoczenie punktu x (U(X)) zbidér otwarty
zawierajacy X.

Lemat 1

Jesli U jest zbiorem otwartym, to dla kazdego & ™ O i kazdegoxq 6X
&U i xq + U sa zbiorami otwartymi.
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Dowéd

Niech x e AU oraz x — X, Wtedy istnieje y € U, Ze x =%y. Stad

z L(b) wynika, XZe ~=vy, czyli 3(j~ t O0dla n > N. Zatem xn«AU
dla n > N co oznacza, Ze tbiér AU Jest otwarty. Niech teraz x €xq + U
ora*—— x. Wtedy istnieje x ® U taki, Ze X=xQ+ x. Stad z L(a,b)
wynika,. Zﬁ xo -X — x—xo c,x, czyli x_n— (yj €U dla n > N, zatem

xn €Ox + U dlan> Noooznacza, Ze x0 + U jest otwarty,

Dla kazdego A c X wprowadzimy nastepujace oznaczenie

ag* =stX: z =oex m (1-af)y, 0" 1 x,y e al

Uwaga
Oczywidoie sgA c convA, gdzie eonuA oznacza powloke wypukdg zbioru A.
Lemat 2

Jedli zbiér U jest otwarty, to sgU jest otwarty.

Dowéd

Nieoh 2z e sgU oraz *n— *e Czyli istniejag x,y * U
Ze z seax + (I-qo)y. Nieoh Xy S X +2Z, -2 Y, =Y +2z -

Of 0 "<y<1>
dla kazdego
n. Z L(a,b) wynika, Ze X—— X yn—-*-y, czyli Istnieje , Ze dla n>M
xn * U y~ e U. PoniewaZ *fxD * (I-<?)ynr wiec dlan> N *n ¢ sgu,
czyli sgU jest otwarty.

Zbioér A < X nazywac¢ bedziemy ograniczonym, JeZeli dla kaZdego ciagu

Z N =

jx I, xa *A dla n * 1,2,... i kaZdego ciggu liczb 1A n j takiego, Ze
¥y oi- 0 Aan - 0. 1 !
Lemat 3

Jedli A Jest zbiorem ograniczonym, to sgA Jest zbiorem ograniczo-

nym.
Dowo6d

Nieoh *n « sgA dla ns 1,2,... i &n-—0. Wtedy dla kaZdego n ist-
nieja *n.yn « A oraz cn, O iggh ~ 1 takie, Ze *n=GRQxn + (-gh)ynr
ozyli An*n * *An(T'@i’yn* 2 ograniczonodci zbioru A wynika, Ze

Ananxn— O i An({-gM)yn— 0. Wlpo a L(a) #n«n — °, czyli sgA Jest
ogranictonye

Lemat k

Dla dowolnego zbioru A i dowolnej ltc«by A A eg-A m sFREA.
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Lemat 5

Zbi6ér A je*t ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego oto-

czenia zera U istnieje liczba A taka, ze dla kazdego APU.
Dowod

=> Ni« wprost. Zatézmy, ae dla kazdego A istnieje JCI™ ® u A ta~
kie, ze iA ™~ U tam. istniejg ciagi |¢énj ~n-“0 1 {Xn/” xn 6 A dla
n = 1,2,... taki«, te dla kazdego fin £nxn / U o0 jest sprzeczne z ogra-
niczonoscig zbioru U.

<= Niecli x» sA dla n = 1,2,... i crJ--0. Wtedy dla kazdego oto-
czenia zera Uﬁnxe € U dla tﬁnjf\ ﬁu’,a" Zatem fn)ﬁ O(LTC), czyli

enxn— °(G)*
W ponizszych lematach 6

nie: w przestrzeni (X,Tg)

i 7 przyjmijmy dodatkowo nastepujacezatoze-
istnieje zbidér otwarty i ograniczony U*.

Lemat 6

Dodawanie w przestrzeni (X,TG) jest ciggte.

Dowod

Niech z = x +y. Z lematu 1 wynika, te wystarczy ograniczy¢ sie do
przypadku x - y - 0. Niech O bedzie dowolnym otoczeniem punktu z u O.

Przyjmijmy U(x) = U(y) = f El,sgV*i*" 6 u,sgu* “* tafcl® tnaczenie
Jak w lemacie 5. Wtedy z lematéw 4 i 5 wynika, te

2fU,sgu*U* * 2fJ,sgu*U* ¢ fcu,sgu**sU* C U

Lemat 7

Mnozenie elementéw przestrzeni (X,TG) przez liczby rzeczywiste jest
operacja ciagla.

Dowod

Niech yo - Xqgxqg. Nalezy pokaza¢, te dla kazdego otoczenia zera U(0)
istniejg XQ > 0O i otoczenie zera V(o) takie, ze dla kazdego |& =< Q
(*o +X)(xo0 + V(0)) c yo + U(0), tzn. Xov(0) +Xxgq +*Y(o)e U(0).

Z lometu 6 wynika, ze wystarczy pokaza¢, ze dla kazdego otoezenia zera
U(o) istniejag X0> 0 1 otoczenie sera V(o) takie, ze dla kazdego
1X1 <X 0 zaohodaag inkluzje:

XovV(0) c u(o)

™ X X0 i u(o)
XV(o) < U(o)



0 topologiach k*iniowyoh » przestrzeniach..

Nieoh
»0 =£ U(0),jxo0j
1;0 b -i-,
Mozna #tatwo sprawdzi¢, ze dla tak skonstruowanych i V() zachodzag

inkluzje ", co konczy dowdd.
Boniewa! dla kazdej zbieznosci G spe#niajacej warunki FUSH topologia
TG spednia warunek T(, wiec z lematow 5, 6 i 7 wynika bezposSrednio.

Twierdzenie 1

<Jeshi  (X,G) jest przestrzenig liniowg ze zbieZnoscig G spedniajaca
warunki FL.USH oraz w (X,TG) istnieje zbidr otwarty, ograniczony, to prze-
strzen (X,TG) Jest przestrzenig liniowo-topologiczng Hausdorffa lokal-
nie ograniczong.

Twierdzenie 2

Jesli  (X,C) Jest przestrzenig liniowg ze zbieznoscig G spedniajaca
warunki FLUSH oraz dla kaidego otoczenia zera U istnieje wypukke oto-
czenie sera zawarte w U, to przestrzen (X,TG) Jest przestrzenia linio-
wo-topologiczng Hausdorffa lokalnie wypukda.

Dowéd

Nieoh U bedzie wypukdym, gwiazdzistym otoczeniem zera. Dla wykazania
ciggtosci dodawania wystarczy przyja¢ (patrz lemat 6) U(X) = 0(y) =" U.

Aby wykaza¢ ciggtosS¢ mnozenia wyatarczy przyja¢ (patrz inkluzje &) w
lemasie 7)

U(®),fxoj

v(0) 212)——— .
naxUo. UOI)

Uwaga

JeZeli spelnione sg zatozenia Twierdzen 1 i 2 lub w Twierdzeniu 1 za-
miast zatozenia, ze istnieje zbidér otwarty, ograniczony zatozymy, ze ist-
nieje zbidr otwarty, ogrsniozony i wypukty, to przestrzen (X,L.TG) Jest
przestrsania liniowo-topologiczng Hausdorffa lokalnie ograniczong i lo-
kalnie wypukdta, czyli jsst przestrzenia normowalng (patrz [3]).-
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V dalszej czesci pracy zatézmy zamiast warunku L nieco mocniejszy wa-

runek
L @ xn ™ X i yn— y => xn + yn— *+y
) xn"N X i =»A.nxn— AX.
Lemat 8

Jesli U jest otoczeniem zera, to zbidér

W = jx « UiV |*| <1 « ulf

jest réwniez: otoczeniem zera.

Dowdd
Przypusémy, Ze U nie jest otwarty tzn. istnieje x e i %5, X x
taki, Ze xn 7 dla kaZzdego n, ozyli istnieje 1&n] > | ™ 11
&n*n 4 C dla kaZzdego n. Poniewaz istnieje (\) k,.,— i — &, wieo
°k

z I"® & x ——X* e U, czyli otrzymalismy sprzecznos¢ z otwartoscig U
k

k
cowraz z 0 6 konczy dowdd.

Twierdzenie 3

Jesli (X9 ) jest przestrzenig liniowa ze zbieznosciag G speiniajaca

warunkiFL"USH oraz przestrzen (X,TG) speknia pierwszy aksjomat prze-
liczalnosci, to przestrzen (XfIG) Jest przestrzenig liniowo-topologicz-
na.

Dowod

Ciggtos¢ dodawania.
o

Niech ° thdzie *>**3 otoczen zera i dla kazdego n On+~ € "n* Po-
kazemy podobnie jalk w lemacie 6r ze dla kazdego otoczenia sera U istnie-
je N, ze i #°k\C u* Praypuscmy, ze tak nie jest, tzn. istniejg ciagi
00)'{yn} *nyn <V ze xn +yn j U dla kazdego n. Poniewaz 0
i Yo~ -0, wiec z L" (@) otrzymujemy sprzecznoscé.

Ciggtos¢ mnozenia.

Podobnie Jak w lemacie 7 wystarczy wykaza¢ inkluzje (*). Przyjmujac

>(») -~ T«;Vi»jT V»>

otrzymamy teze twierdzenia.
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tatwo wida¢, ze zbieznos¢ w przestrzeni liniowo-topologicznej spoi-
4a warunki FL’USH. Jednakie w przestrzeni liniowej X ze zbieznoscig G
pedniajaca warunki FL’USH moze nie istnie¢ topologia zadajgca wyjscio-
a zbieznos¢ i1 zgodna z operacjami dodawania i mnozenia (w szczegélnosci
otyczy J topologii TG), tzn. przestrzeni (X,G) nie mozna utozsamiac
przestrzenia liniowo-topologiczng. Ponizszy przyktad takiej przestrzeni
est modyfikacja przykktadu podanego przez P. Antosika.

rzyktad

Miech X bedzie przestrzeniag liniowga funkcji ciagtych naodcinku [o,ij -
oelu zdefiniowania zbieznosci G uzupednijmy baze podprzestrzeni wie—

omianéV do bazy przestrzeni X i oznaczmy to uzupednienie przez B, Wte-
n

y dla kazdego x e X x =" ™" + w, gdzie w jest wielomianem, a
i-1 i

Zbieznos¢ G zdefiniujemy nastepujaco:
X"— x(@) wtedy i tylko wtedy, gdy

1° istniejg Xx ,X X « B, ze dla kazdego n X - X =tx +

+ wn Oraz

2° |pn - x| — O, gdzie |Mloznacza norme w C(O,I).

Mozna #tatwo sprawdzi¢, zs tak zdefiniowana zbieznos¢ spednia warunki
L*USH.

Przypusémy, ze zbieznos¢ G Jest generowana przez pewng topologie 11-
iowa. Rozpatrzmy dowolnyliniowo niezalezny ciag |xn J}taki t *G Xn
+a kazdego n, np. nieoh 7T 5‘\in nt. Oczywiscie X A= 0. Dlakazdego

okreslmy ciagg wielomianéw jw.4 taki, ze wnk*t *n 1 Wnk“*n B ~ k*
auwazmy, ze dla kazdego oiagu | kVj , kM- WnkA~*_ Poniewaz zbiez-
08¢ w kazdej przestrzeni liniowo-topologiczned mozemy zada¢ przy pomocy
odziny quasi-norm oiagtyoh (patrz [i]), wiec istnieje quasi-norma p ta-
a, ze pxn)”™- 0, czyli bez zmniejszania og6lnosci mozemy przyja¢, ze
stnieje £ ™ 0, ze |p(xn)] > 6 dla kazdego n.

Ale poniewaz wnk~k xn» wie® dla kazdego n istnieje kJI> n, ze
p(*n) - P(wnk )|« Zate* wnlc 0 co jest sprzeczne

okresleniem macierzy W

Mozna udowodnié¢, ze rozwazana przestrzen nie jest liniowo-topologiczna
ez stosowania pojecia quasi-normy. Zauwazmy mianowicie, ze zbieznos¢ w
azdej przestrzeni topologicznej regularnej spednia nastepujaoy warunek:
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Jesli dla kazdego n Xnim T Xn i zsinieje k.., ze dla kazdego m, > k

i’ a n
xnmn—— X-q to X = xX*
Oczywiscie zbieznos¢ zdefiniowana w przyktadzie warunku tego nie speknia.

¥ Twierdzeniach 1-3 sfemulowanych w pracy oprécz zatozehn dotyczacych

zbieznosci G podaje sie zatozenia dotyczace generowanej przez niag topo-
logii TG. Badat otwarty pozostaje wiec problem pekdnej zbieznosciowejcha-
rakteryzacji przestrzeni liniowo-topologicznych. Problem tan mozna by roz-
wigza¢ rozpatrujac zamiast warunkéw FLUSH dla ciggéw odpowiedniki tych wa-
runkéw dla olagéw uogélnionych, cc stanowi jednak catkowita zmiane zagad-

nienia.
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0 JIHHEftHUX TOnOJIOniHX B UPOCTPAHCTBAX CO CXO/UBIiOCIblO

Pe3bme

B patoie «aioTCH. flociaiogHHe yclJioBKH jura Toro, hto6h cxoahmootl G b jih-
HetaoM npooipaHoiBe X nopox#ajiach Tononoraeii» b KOTopoit onepaijHH cjiosce-

kmh h yMHoaceHKH Ha BemeMTBeHHHe HHOxa HenpepHBHH, T .e. htoSh npocTpaaoiBo
CO CXOfIKMOCTbB (X,G) MO03CHO GKkJIO OTOkreciBJIHTE "C  JIHHeftHO-TONOJI10rHKkeCKHM

npocipaHCTBOM. B gaoiHocTH, paccMaipHBaeTca tonojioriw TO.

ON LINEAR TOPOLOGIES FOR CONVERGENCE SPACES

Summary

The paper Is concerned with sufficient conditions under which a linear
convergence is generated by a linear topology. In particular TG topology
is studied.
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