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O TOPOLOGIACH LINIOWYCH W PRZESTRZENIACH ZE ZBIEŻNOŚCIĄ

Streszczenie. W pracy podane są warunki dostateczne na to , &*>y 
zbieżność G "w przestrzeni liniowej X była generowana przez to
pologię, w której operacje dodawania i mnożenia przez liczby rze
czywiste są ciągle, tzn. aby przestrzeń ze zbieżnością (X, G; moż
na było utożsamiać z przestrzenią liniowo-1 opel agi czatą. W szczegól
ności rozpatruje się topologię TG.

1. Pojęcie zbieżności ciągu związane jest zasadniczo z pojęciem topo
logii, tzn. jeśli (X, i' ) jest przestrzenią topolegiesmą to ciąg {Xn| 
elementów przestrzeni X jest zbieżny do x £ X, jeżeli dla każdego U €X 
takiego, że x € U, xr  « U dla prawie wsaystkieH n. Istnieje jednak 
szereg zagadnień, w których topologizowanie występujących tam i zadanych 
bezpośrednio "zbieżności” jest nienaturalne lub w ogóle niemożliwe jaknp. 
dla zbieżności ciągu funkcji "prawie wszędzie" czy zbieżności ciągu ope
ratorów Mikusińskiego. Ponadto podejście zbieżnościowe jest często znacz
nie dogodniejsze ze względu zarówno na specyfikę metody jak i większą na
turalność i intuicyjność rozważanych pojęć. Dlatego też celowe jest roz
patrywanie aks Jonia tyczne j teorii zbieżności zapoczątkowanej już przez Fre- 
cheta i Urysohna.

2. Niech dany będzie dowolny abiór X. Przez oznaczymy rodzinę
wszystkich ciągów o elementach % X. Zbieżnością G nazywać będziemy do
wolny podzbiór iloczynu kar tez jańskiego * X.

Jeżeli < |xnj t x > € G, to będaiemy mówili, że ciąg |xn| J*st zbieżny 
do co zapisywać będziemy xn~ — x(g) lub xn ~~~~x* Zauważmy, że każda
zbieżność G generuje pewną topologię TG w X w następujący sposób: 
U € TG wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego x € U i każdego eiągu |xn| 
xn__<— x istnieje N, że dla n > N x^ € U. Jednaki a zbieżność generowana 
przez topologię TG (LTG) nie musi być równa wyjściowej zbieżności G 
(patrz też [2]).

Niech, np. X = R1 a zbieżność G określona będzie następująco 
— — x (g ) < £ = > =  x dla każdego a. Łatwo widać, że topologia TG jest 

topologią najmocniejszą i — — x(L T G = x dla n >  N.
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V dalszym ciągu rozpatrywać będziemy następujące własności zbieżności:

r ^ v ( x )  % - *  

u ^  * ^ 3  ( x ) v  K J  x
S x = x v n = >  x — *- xn n
H x —  x i x — ► y = >  x s y n n 3 3

Zauważmy, że zbieżność w przestrzeni topologicznej Hausdorffa spełnia 
warunki FUSH.

Znane jest następujące twierdzenie Kisyńskiego (patrz Jeżeli zbież
ność G spełnia warunek H, to G s LTG (zbieżność G jest topologicz
na) wtedy i tylko wtedy, gdy zbieżność G spełnia warunki FUS.

Z twierdzenia tego wynika, że jeżeli (X, G) jest przestrzenią ze 
zbieżnością oraz G spełnia warunki FUSH, to w X istnieje topologia
(TG) taka, że zbieżność generowana przez tę topologię (LTG) równa jest
wyjściowej zbieżności G.

Niniejsza praca jest próbą odpowiedzi na pytanie, kiedy dla danej zbież
ności w przestrzeni liniowej istnieje topologia liniowa generująca zada
ną zbieżność. V szczególności bada się przy jakich warunkach topologia TG 
jest topologią liniową, tzn. kiedy przestrzeń topologiczna (X, TG) zada
jąca wyjściową zbieżność G jest przestrzenią liniowo-topologiczną.

3. Niech (X, G) będzie przestrzenią liniową ze zbieżnością spełnia
jącą warunki FUSH.

Załóżmy ponadto, że zbieżność G spełnia następujący warunek:
L (a) xn — x i yn—  y = >  xn + yn—  x + y

(b) xn —*-x = > V & S R  *xn—  %x

(c) &n —- a = > V x  i X X nx —  £x

gdzie t̂n ~ ' o z n a c z a  zwykłą zbieżność liczb rzeczywistych.
V dalszej części pracy przez zbiór otwarty rozumieć będziemy zbiór ot

warty w topologii TG, a przez otoczenie punktu x (u(x)) zbiór otwarty 
zawierający x.

Lema t 1

Jeśli U jest zbiorem otwartym, to dla każdego & ^ 0 i każdego x q 6 X
&U i xq + U są zbiorami otwartymi.
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Dowód
Niech x e A U  oraz x — x, Wtedy istnieje y € U, Ze x = % y. Stąd

x x
z L(b) wynika, Ze ~ = y, czyli -j~ t 0 dla n > N. Zatem xn « AU
dla n > N co oznacza, Ze tbiór A U Jest otwarty. Niech teraz x € x q + U
ora* —— x. Wtedy i s tnie je x ® U taki, Ze x = xQ + x. Stąd z L(a ,b)
wynika, Ze x - x —  x - x„ c x, czyli x_ - x € U dla n > N, zatem' n o  o *  n o
x € x + U dla n >  N oo oznacza, Ze x + U jest otwarty,n o  o

Dla kaZdego A c X wprowadzimy następujące oznaczenie

ag* = j z s X: z = oęx +■ (1-af)y, O ̂  oę 1 x,y e a|

Uwaga
Oczywidoie sgA c: convA, gdzie eon u A oznacza powlokę wypukłą zbioru A. 

Lemat 2
Jedli zbiór U jest otwarty, to sgU jest otwarty.

Dowód
Nieoh z e sgU oraz *n——  *• Czyli istnieją x,y * U i Of 0 ^<y<1>

Ze z s er x + (l-qr)y. Nieoh x s x + z - z y_ = y + z_ - Z dla kaZdego ' n n n n
n. Z L(a,b) wynika, Ze x ——  x yn —*-y, czyli Istnieje N, Ze dla n > M
xn * U y^ e U. PoniewaZ * °fxD * (l-<?)yn r więc dla n >  N *n c sgU,
czyli sgU jest otwarty.

Zbiór A <= X nazywać będziemy ograniczonym, JeZeli dla kaZdego ciągu
j x l, xa * A dla n * 1,2,... i kaZdego ciągu liczb I A n j takiego, Ze
v -i- O A x —  0. 1 '* 11 n n

Lemat 3
Jedli A Jest zbiorem ograniczonym, to sgA Jest zbiorem ograniczo

nym.

Dowód
Nieoh *n « sgA dla n s 1,2,... i &n -— O. Wtedy dla kaZdego n ist

nieją *n .yn « A oraz qen, O igqFn ^  1 takie, Ze *n = GfQxn + (l-qfn )yn r
ożyli A n*n * * ̂ n( 1"q4î yn* 2 ograniczonodci zbioru A wynika, Ze
Ancrnxn — O i A n (l-q^)yn — 0. Wlpo a L(a) # n«n — °, czyli sgA Jest 
o grani c tony •

Lemat k
Dla dowolnego zbioru A i dowolnej l±c«by A A eg-A m sff&A.
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Lemat 5
Zbiór A je*t ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego oto

czenia zera U istnieje liczba A taka, że dla każdego APU.

Dowód
= >  Ni« wprost. Załóżmy, ase dla każdego A istnieje JC I ^  ® u A ta~

kie, że fi A ^ U tam. istnieją ciągi |ćnj ^ n -“ 0 1 {Xn/’ xn 6 A dla
n = 1,2,... taki«, te dla każdego fin £nxn / U oo jest sprzeczne z ogra
niczonością zbioru U.
< =  Niecli x^ s A dla n = 1,2,... i c rJ— -0. Wtedy dla każdego oto

czenia zera U fi x_ € U dla Ifi | ^  fi „ .. Zatem f x O(LTC), czyli n e  n • u ,a n n
enxn — °(G)*

W poniższych lematach 6 i 7 przyjmijmy dodatkowo następujące założe
nie: w przestrzeni (X,Tg ) istnieje zbiór otwarty i ograniczony U*.

Lemat 6
Dodawanie w przestrzeni (X ,TG) jest ciągłe.

Dowód
Niech z = x + y. Z lematu 1 wynika, te wystarczy ograniczyć się do 

przypadku x - y - 0. Niech O będzie dowolnym otoczeniem punktu z u 0. 
Przyjmijmy Ü(x) = U(y) = f Éü,sgV*ü*' 6 u,sgU* “* tafcL® tnąc zenie
Jak w lemacie 5. Wtedy z lematów 4 i 5 wynika, te

2fU,sgU*U* * 2fiU,sgU*U * c fcu,sgU**sU* C U

Lemat 7
Mnożenie elementów przestrzeni (X,TG) przez liczby rzeczywiste jest 

operacją ciągłą.

Dowód
Niech yo - Xqxq. Należy pokazać, te dla każdego otoczenia zera U(o) 

istnieją XQ >  0 i otoczenie zera V(o) takie, że dla każdego |&| •< Q 
(*o +X)(xo + V(0)) c yo + U(0), tzn. X oV(0) + X xq + *Y(o)e U(o).

Z lome tu 6 wynika, że wystarczy pokazać, że dla każdego otoezenia zera 
U(o) istnieją X 0 > 0 1 otoczenie sera V(o) takie, że dla każdego
1X1 < X 0 zaohodaą inkluzje:

(*)

X oV(0) c u(o)

X xo i u( o) 
XV(o) <= U(o)
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Nieoh

»o = £ U(0),jxoj

,,o> • .i.,

Można łatwo sprawdzić, że dla tak skonstruowanych i V(o) zachodzą
inkluzje (#)', co kończy dowód.

Boniewa! dla każdej zbieżności G spełniającej warunki FUSH topologia 
TG spełnia warunek T(, więc z lematów 5, 6 i 7 wynika bezpośrednio.

Twierdzenie 1
<Jeśłi (X,G) jest przestrzenią liniową ze zbieZnością G spełniającą 

warunki FL.USH oraz w (X,TG) istnieje zbiór otwarty, ograniczony, to prze
strzeń (X,TG) Jest przestrzenią liniowo-topologiczną Hausdorffa lokal
nie ograniczoną.

Twierdzenie 2
Jeśli (X,C) Jest przestrzenią liniową ze zbieżnością G spełniającą 

warunki FLUSH oraz dla kaidego otoczenia zera U istnieje wypukłe oto
czenie sera zawarte w U, to przestrzeń (X,TG) Jest przestrzenią linio
wo- topologiczną Hausdorffa lokalnie wypukłą.

Dowód
Nieoh U będzie wypukłym, gwiaździstym otoczeniem zera. Dla wykazania 

ciągłości dodawania wystarczy przyjąć (patrz lemat 6) U(x) = O(y) = ^ U.
Aby wykazać ciągłość mnożenia wyatarczy przyjąć (patrz inkluzje (#) w 

lemasie 7)

U(°),fxoj

v ( o )  2Í2)---- .
naxUo. U 0 I )

Uwaga
JeZeli spełnione są założenia Twierdzeń 1 i 2 lub w Twierdzeniu 1 za

miast założenia, że istnieje zbiór otwarty, ograniczony założymy, że ist
nieje zbiór otwarty, ogrsniozony i wypukły, to przestrzeń (X,L.TG) Jest 
przestrsanią liniowo-topologiczną Hausdorffa lokalnie ograniczoną i lo
kalnie wypukłą, czyli jsst przestrzenią normowaIną (patrz [3]).
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V dalszej części pracy załóżmy zamiast warunku L nieco mocniejszy wa
runek

L' (a) xn ^ x  i yn— y = >  xn + yn— * + y

(b) xn ^ x  i = » A . nxn— Ax.

Lemat 8
Jeśli U jest otoczeniem zera, to zbiór

Ux  = j x  « U iV  | * |  < 1  « u |

jest również: otoczeniem zera. 

Dowód

Przypuśćmy, Ze U nie jest otwarty tzn. istnieje x e i | *j,|» x^ x 
taki, Ze xn  ̂ dla kaZdego n, ożyli istnieje |&n ] > | I ̂  11 *®
&n*n 4 C dla kaZdego n. Ponieważ istnieje {&„ } k,,— i — ■ x, więo(\) °k
z L' (b) & x — — X * e U, czyli otrzymaliśmy sprzeczność z otwartością U

k k
co wraz z 0 6 kończy dowód.

Twierdzenie 3
Jeśli (X9g ) jest przestrzenią liniową ze zbieżnością G spełniającą

warunki FL'USH oraz przestrzeń (X,TG) spełnia pierwszy aksjomat prze-
liczalności, to przestrzeń (XfTG) Jest przestrzenią liniowo-topologicz
ną.

Dowód
Ciągłość dodawania.
Niech {°nl t>̂ dzie *>**3 otoczeń zera i dla każdego n 0n+  ̂ € n̂ * Po

każemy podobnie jak w lemacie 6 r że dla każdego otoczenia sera U istnie
je N, że °n  + °k  c u* Praypuśćmy, że tak nie jest, tzn. istnieją ciągi

że xn + yn j U dla każdego n. Ponieważ 0

{°nj
dobnie jal 
°N + °N

{Xn ) '{ yn } '  *n’yn ‘ V
i y — — 0, więc z L' (a) otrzymujemy sprzeczność.n

Ciągłość mnożenia.
Podobnie Jak w lemacie 7 wystarczy wykazać inkluzje (*). Przyjmując

>(») - ~ T«;Vi»jT V » >

otrzymamy tezę twierdzenia.
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Łatwo widać, że zbieżność w przestrzeni liniowo-topologicznej spoi
ła warunki FL’USH. Jednakie w przestrzeni liniowej X ze zbieżnością G 
pełniającą warunki FL’USH może nie istnieć topologia zadająca wyjścio- 
ą zbieżność i zgodna z operacjami dodawania i mnożenia (w szczególności 
otyczy t<J topologii TG), tzn. przestrzeni (X,G) nie można utożsamiać 
przestrzenią liniowo-topologiczną. Poniższy przykład takiej przestrzeni 
est modyfikacją przykładu podanego przez P. Antosika.

rzykład
Miech X będzie przestrzenią liniową funkcji ciągłych na odcinku [o, ij . 
oelu zdefiniowania zbieżności G uzupełnijmy bazę podprzestrzeni wie—

om i an ó V do bazy przestrzeni X i oznaczmy to uzupełnienie przez B, Wte-
n

y dla każdego x e X x = ^  t^x^ + w, gdzie w jest wielomianem, a
i—1 i

Zbieżność G zdefiniujemy następująco: 
x^— x (g ) wtedy i tylko wtedy, gdy
1° istnieją x ,x x « B, że dla każdego n x -  x = t x  +n ni Op̂

+ wn 0raz
2° ||xn - x || — O, gdzie ||*|| oznacza normę w C(0,l).
Można łatwo sprawdzić, żs tak zdefiniowana zbieżność spełnia warunki 

L'USH.
Przypuśćmy, że zbieżność G Jest generowana przez pewną topologię 11- 

iową. Rozpatrzmy dowolny liniowo niezależny ciąg |xn } taki t *G || Xn
ła każdego n, np. nieoh x = — sin nt. Oczywiście x_-A- O. Dla każdegon / n \ n ' °

określmy ciąg wielomianów jw.ł taki, że wnk*t *n 1 llWnk“*n II ^  k* 
auważmy, że dla każdego oiągu | k^j , k^ —  Wnk^~*_ Ponieważ zbież-
ość w każdej przestrzeni liniowo-topologiczneJ możemy zadać przy pomocy 
odziny quasi-norm oiągłyoh (patrz [i]), więc istnieje quasi-norma p ta- 
a, że p(xn )^- O, czyli bez zmniejszania ogólności możemy przyjąć, że 
stnieje £ ^  O, że |p(xn )| >  6 dla każdego n.

Ale ponieważ wnk~k xn » wię° dla każdego n istnieje kJl> n, że 
p(*n ) - P(wnk ) | «c Zate“ wnłc O co jest sprzeczne
określeniem macierzy W -

Można udowodnić, że rozważana przestrzeń nie jest liniowo-topologiczna 
ez stosowania pojęcia quasi-normy. Zauważmy mianowicie, że zbieżność w 
ażdej przestrzeni topologicznej regularnej spełnia następująoy warunek:
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Jeśli dla każdego n x — —  x i zsinieje k , że dla każdego m >  k nm n* n ii a n
x ——  x. to x — —  x*nm 9 nn
Oczywiście zbieżność zdefiniowana w przykładzie warunku tego nie spełnia.

¥ Twierdzeniach 1-3 sfemulowanych w pracy oprócz założeń dotyczących 
zbieżności G podaje się założenia dotyczące generowanej przez nią topo
logii TG. Badał otwarty pozostaje więc problem pełnej zbieżnościowejcha
rakteryzacji przestrzeni liniowo-topologicznych. Problem tan można by roz
wiązać rozpatrując zamiast warunków FŁUSH dla ciągów odpowiedniki tych wa
runków dla olągów uogólnionych, cc stanowi jednak całkowitą zmianę zagad
nienia.
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P  e  3 b  m e

B p a ó o i e  «aioTCH. f lo c ia io ą H H e  ycJioB K H  ju ra  T o r o ,  h t o 6 h  c x o a h m o o t l  G b  jih-  

H e tao M  n p o o ip a H o iB e  X n o p o x # a j i a c b  T o n o n o r a e i i»  b  K O Topoił on ep aijH H  cjiosce- 

kmh  h  yMHoaceHKH Ha BemeMTBeHHHe HHOxa H enpepH B H H , T . e .  h t o Sh  n p o c T p a a o iB o  

CO CXOflKMOCTbB (X,G) M03CH0 GkJIO OT O k rę c iB J IH TI- ' C JIHHeftHO-TOnOJIOrHkeCKHM 
n p o c ip aH C T B O M . B ą a o iH o c T H ,  p a c c M a ip H B a e T c a  t o n o j io r iw  T O .

ON LINEAR TOPOLOGIES FOR CONVERGENCE SPACES 

S u m m a r y
The paper Is concerned with sufficient conditions under which a linear 

convergence is generated by a linear topology. In particular TG topology 
is studied.
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