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Grazyna TWARUZEK

OBSZAItY STATECZNOSCI ROWNANIA MATHIEU 1 HILIA

Streszczenie. ¥ pracy przedstawiono obszary statecznosci drgan
parametrycznych opisanych przez liniore réwnania rézniczkowe o zmien-
nych wspodczynnikach typu Mathieu i Hilla. Dla réwnania Mathieu
przedstawiono je w oparciu o prace (@, 3J> natomiast dla réwnania
Hilla - analitycznie przez wybranie skonczonych sum parametréw i
odrzucenie wielkosci matego rzedu. Powstaty btad oszacowano, a tak-
ze uwzgledniono jego wpdyw na zmiane obszaréw niestatecznosci. Ob-
szar:’y niestatecznolci roéwnania Mathieu i Hilla pokazano na wykre-
sachn. «

Drgania wywotane zmiang parametréw charakteryzujacych wkasciwosci u-
k¥adu nazywamy drganiami parametrycznymi. Parametrami tymi moga by¢ wspot-
czynniki bezwkadnosci, sstywnosoi i inne, ktére sa funkcjami czasu lub po-
tozenia. Drgania takie wystepuja w przektadniach zebatych, wirujacych wa-
+ach o niesymetrycznym przekroju, silnikach t#okowych, uk#adach korbowych
napedu elektrowozu 1 innych [2, 3,5, ¢ -

Ruoh tych uk#adéw opisywany jest réwnaniami roézniczkowymi o zmiennych
wspotczynnikach.

W niniejszej pracy przedstawiono analize rézniczkowych réwnan linio-
wych o periodycznie zmiennych wspédczynnikach typu Mathieu i Hilla. Tan,
wyznaczono obszary niestabilnosci dla tego typu réwnan. Réwnanie typu Ha-
thieu, ktore Jest szczegolny™ przypadkiem réwnania typu Hilla, zostato
do$¢ dobrze i szczegétowo opracowane w wielu pracach np, [2, 3] -¥niniej-
szej pracy skorzystano z wynikéw tych opracowan dla pokazania obszaréw
stabillnosci rownania Mathieu.

Réwnanie ruchu wirujacego watu o niesymetrycznym przekroju por.
przyjmuje posta¢ réwnania Mathieu:

q+ @t’\oost) q =0, (O

gdzie:
s4 - parametry okreslajace ukdad.

Obszary statecznosci (zakreskowane) wykreslono w ukkadzie 1~ (rys.
i) por. [2]-
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Réwnania krzywych okreslajace ob*»ary stateczne 1 niestateczne dI»
rownania (1)>

v  * - - - 1HhG ¢

*« * - * - Jji - ef#2 ¢ 5J(13 - 333" 4 o
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e3” *m | +isi*2 - 3213 + 512?2"~ +

3" *~ 1eTJP2+ 35y3* +

przy ¢1=0 rezonans parametryczny wystepuje dla warto6oi & ae, 1, £...

Przyktadem rownania prowadzacego do roéwnania Hilla Jest réwnanie drgan
skretnych Jednocylindrowego silnika z kotem zamsushowym zredukowanym do
prostego watu z dwoma dyskami por. [5] :

W2
5+7—i¢oo.iitql°* (@)

gdziel
®,fi,-i - parametry ekredlajgoe uktad (@< 0,5 ).
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Aby réwnanie (2) przyjeto posta¢ réwnania Hilla por. [3]:
00
q+ (Qe + 2~ 0™ cosint) qa 0 3)

n=1

roztozono wspédczynniki stojgce przy q w réwnaniu () w szereg parzys-
tych katow.

Ze wzgledu na to, te |xoost ™t |< 1, wyrazenie T _ oos2i>t roa,FilliPto w
szereg Taylora postaoi:

1__—_Zj£|-60_sfiq* 1e p 00S2*St + U_200522<it pscos;s}’\t +

Aby zamieni¢ potegi cosinuséw na sume cosinuséw, skorzystano ze wzoru
por. £1] .

cosnz a m fcosm & ncos(n-2)x + oos(n-4)x +., .J,

przy ozym ostatni wyraz w tym wzorze ma postac:

1 2k. @k1)...(k+1) . . @-k+)mk. .. (k+2)
2 * 1.2...k 1.2...K

zaleZnie od tego czy n a 2k, ozy 2k+1.

Po zamianie poteg cosinuséw na sume cosinuséw parzystych katéw, réwna-
nie drgan skretnych jednocylindrowego silnika (2) przyjete postaé¢ réwna-
nia Hilla. Kolejne parametry w tym réwnaniu przyjmuja postac:

90 B (1 * +i*2 * * 38P6 + + 5i8 F1° + eee* o3)2
Q1B 2~ = e Bp7 *7Hex0 + ») _u2

92 b 47472 + 5F4 + 3216 ¢ (BPB*  Pro g eeey =2

o3 b ZWP3* lipb- + 5.Fi9 eeee)ec 2

g4 b ~ffra + HIPB* 3242 o TIFANL0 * -uj2

S B ¢ sif*7 * -w2
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96 3 +@5~b" MPB* 512 R0+ eee> w2
N + 257 WO ¢ eee> oy 2
g8 3 2(T5178 + 25AF1° + =*%) w2

Q 0 + eee> —y2

Linie graniczne n-tego obszaru nieatateczno$oi dla réwnania HU la okre-
Slone zostaty réwnaniem por. [3]:

«0 3“2 1 «n

Przy okreslaniu obszaréw niestatecznych dla waléw, gdzie Qn wg (k) od-
rzuoono ¢1* dla 1 = 7» 8, 9... Jako wielkosci matego rzedu. Wybrana
skonczone sumy parametréw potrzebne do badania obszaréw niestatecznych zo-
staty oznaczone nastepujaco:

03 1+5F24 + JS6
1 - |(Fi+ Fu3 ¢ FAi5)

& _\\ * HEk *

*3 3

Bs * 150

"5 H 3575

Na podstawie (5) kolejne linie obszaréw niestateoznosci dla watéw okre-
Slono nastepujacymi réwnaniami:

a@©O w1-B.u? (k = 1-6)

Tzn. kolejne k-te obszary nlestatecznosci zostaty opisane nieréwnosciami:
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Dla wielkosci fli (0; 0,5) obliczono 0)2 i U2 (symboliczne oznacze-
nie dolnej i gornej wartosci kolejnego obszaru niestatecznosci) i nakres-
lono linig ciggla krzywe ograniczajace obszary niestateczne (rys. 2).

Na skutek odrzucenia parametréow * dla 1 s 7,8... powstat blad ma-
jacy wptyw na zasieg kolejnych obszaréw niestateczncsci. Przy szacowaniu
btedu skorzystano z poréwnania sum J

2n 2n-1
(k= 0-6) z sumami n fil lub ftk”
k=0,2,4,6 k=1,3,5

wartos¢ zostata wyznaczona jako suma ciggu geometrycznego, ktdrego iloraz
jest <1.

Przez <Jk (k = 0-6) zostaly oznaczone odrzucone nieskonczone sumy pa-
rametru fil (@ =7,8,.,.) we wzorach (<b.

60 = rii ~ * 5ii 10+
o= +TFiN9 +

+17M8N10 - 7 .
é5 = + + e**
A 1 8 65 10

=757 45127 + " e

Dla poszczegélnych k-tych obszaréw nlestateomosci bledy oszacowano na-
stepujaco :
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TS 7% TS T &

k k
=0 - - <sk + *fc*>< So - sk
Akc MSD =~k

Agr < So = Sk~ S~ %K),

gdzie:
2n-1
Sc- oz x « MO gy A
kc2,4,6 k=1,3,5
Przez A (k = 1-6) oznaczony zostat btad wptywajacy na dolng wartosc

kolejnego k-tego obszaru niestabilnosoi, a przez ilk+ (k = 1-6) blad wphy-
wajacy na goérng wartos¢ kolejnego k-tego obszaru niestabilnosci.

Na rys. 2 zostaty wykreslone dwa rodzaje krzywych przedstawiajacych ko-
lejne obszary niestateczne: linie ciagla biorgo pod uwage Jedynie skon-
czone sumy (6) oraz linie przerywanag uwzgledniajac biad powstaty przez po-
zostawienie skonczonych sum.
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Krzywe uwzgledniajgoe btad sa przesuniete w lewo w stosunku do krzy-
wych uwzgledniajacych skonczone sumy. Vynik rzeczywisty bedzie zawierat
sie w granicach wyznaozonych przez te dwie krzywe,

Aby zaobrazowa¢ wpdyw odrzucenia w (k) nieskonczonej sumy parametréw
jako wielkosci matego rzedu do okreslenia obszaréw niestatecznych w
réwnaniach (5) pozostawiono nastepujace sumy:

N

12
0142
*] * 2F

2mY¥F

Tym razem odrzucono Jako wielkosci matego rzedu fi = dla i1 = 3 k .....
Analogicznie Jak poprzednio wyznaczono linie kolejnych obszaréw niasta
bilnosoi. Wykresy tych linii przedstawiono na rys. 3. Sa one bardziej
przesuniete w prawo w stosunku do krzywych przedstawionych na rys. 2.
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Wnioski

Z przeprowadzonej analizy obszaréw niestabilnosci dla réwnan typu Ma—
ti«u i1 nilla wynika, Ze obszary niestabilnosci w réwnaniu Hilla maja inny
ksztatt nia w réwnaniu Mathieu, Obszary niestabilnosci w réwnaniu Hilla
nawet z uwzglednieniem bdedu obliczeh sa bardziej zaweZone. Kolejne krzy-
we okreslajace obszary stabilne sg grefioznie réZn*. Katda nastepna krzy-
wa Jest bardziej pochylona 1 zawezona w stosunku do poprzedniej.

\Y
LITERATURA

Fil G.M. Fichtenholz; Rachunek rézniczkowy i catkowy t. Il PWN, War*ssawa
1976.

[2) Z. Osinski! Teoria drgan PWN, Warszawa 1978.
[3] K. Piszczek, J. Walczak: Drgania w budowie maszyn, PWN Warszawa 1972.

m B. Skalmierski! Mechanika z wytrzymatosSciag materiatéw dla automatyki
PWN, Warszawa 1978.

W. SsemplinskaaStupnicka: Zastosowanie parametrycznych réwnan réznicz-
kowych w mechanice i technice. IPPT. PAN, Warszawa 197S.

[e1 T. napawezpHNeckHe KoaeOaHaa, JteflaTe-nbcTBo "Map', Mockba 1978.

OEJIACTH yOTOaWBOCTH yPABHEHHH MATKE H XHWUIA

Pe3»ue

B pafioie npescTaBlieHH oOjiaclH ycToftaaBocTH napaweipakecKai jtoAeOaHHi!
onHcaHHfooe jihhb\ihkmh  AHifiJiepeHHajiBHWJIH ypaBHehkhmk o nepeneHHHX KO3<jxi)HnleH-
iax T«na Maibe a ia-uia. Jinn ypaBsemuc Matte ohk 6ubk npe~ctasjieHu sa ocnoBe
paOoi [z, 3], a Ajia ypaBHeaaa XalMia - aHajiaTHaecicHM o(Epasom nyieu BuSopa
KOHegHNnx cyuN napaMetpoB a oi6poca BeaaNHK KH3xoro nopKf£Ka. Bo3HHMafi csa6-
aa Shuia onenena, a ts.Kxe 6uno yaieno Bjuuume siofi ohhCkh na naueneme o6xa-
CTeit HeyCTOftNBBOCTH.

OOliaoia HeycToSaHBOcTa ypaBHeHas Maibe a Xnjijia noka3aKH aa rpati>aicax.
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THE AREAS OF STABILITY CONCERNING MATHIEU AND HILL EQUATIONS

Summary

The papex- presents the areas of stability Concerning parametric vibra-
tions described by linear differential equations with variable coeffi-
cients of Mathieu and Hill type. For Mathieu equation they were presented
in virtue of the paper [2, 3] whereas for Hill equation - analytically by
selecting finite sums of parameters and rejecting the values of small or-
der. The obtained error was evaluated and its influence en the change of
the areas of instability concerning Mathieu and Hill equation were shown
in diagx ams.
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