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Streszczenie. ¥ pracy przedstawiono obszary stateczności drgań 
parametrycznych opisanych przez liniowe równania różniczkowe o zmien
nych współczynnikach typu Mathieu i Hilla. Dla równania Mathieu 
przedstawiono je w oparciu o prace (2, 3J > natomiast dla równania 
Hilla - analitycznie przez wybranie skończonych sum parametrów i 
odrzucenie wielkości małego rzędu. Powstały błąd oszacowano, a tak
że uwzględniono jego wpływ na zmianę obszarów niestateczności. Ob
szary niestatecznolci równania Mathieu i Hilla pokazano na wykre
sach. «

Drgania wywołane zmianą parametrów charakteryzujących właściwości u- 
kładu nazywamy drganiami parametrycznymi. Parametrami tymi mogą być współ
czynniki bezwładności, sstywnośoi i inne, które są funkcjami czasu lub po
łożenia. Drgania takie występują w przekładniach zębatych, wirujących wa
łach o niesymetrycznym przekroju, silnikach tłokowych, układach korbowych 
napędu elektrowozu 1 innych [2 , 3, 5 , ój .

Ruoh tych układów opisywany jest równaniami różniczkowymi o zmiennych 
współczynnikach.

W niniejszej pracy przedstawiono analizę różniczkowych równań linio
wych o periodycznie zmiennych współczynnikach typu Mathieu i Hilla. Tan, 
wyznaczono obszary niestabilności dla tego typu równań. Równanie typu Ha- 
thieu, które Jest szczególny™ przypadkiem równania typu Hilla, zostało 
dość dobrze i szczegółowo opracowane w wielu pracach np, [2, 3] .¥ niniej
szej pracy skorzystano z wyników tych opracowań dla pokazania obszarów 
stabilności równania Mathieu.

Równanie ruchu wirującego wału o niesymetrycznym przekroju por. jj>J 
przyjmuje postać równania Mathieu:

q + (fa t^oost) q = 0, (O
gdzie:

, ł - parametry określające układ.
Obszary stateczności (zakreskowane) wykreślono w układzie ¿1“^ (rys. 

i) por. [2].
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Równania krzywych określające ob*»ary stateczne 1 niestateczne dl» 
równania (1)>
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*1« * - * - Jji - ęfł2 ♦ 5J(13 - 333^  4 ♦

1 1  1 2  1 * 1  1 ii
Fi! » B ir + i ̂  “ arfr1 3 2 ^ ~ 351* i1 +

e2' > = 1 ♦ Ta;»2 - 3 ^ p 4 ♦

e3’ * ■ I + isi*2 - 3 2 113 + 5 1 2 ? ^  +

f3' * - I ♦ TJP2 + 35y 3 * +

przy ¿ 1 = 0  rezonans parametryczny występuje dla wartoóoi & a ę, 1, £...
Przykładem równania prowadzącego do równania Hilla Jest równanie drgań 

skrętnych Jednocylindrowego silnika z kołem zamsushowym zredukowanym do 
prostego wału z dwoma dyskami por. [5] :

W 2
5 + 7  - ¡ ¿ o o . i i t  q ■ °* (*)

gdzie1
(1) , f i  , -i -  parametry ekreólająoe układ ( (1 <  0,5 ).



Aby równanie (2) przyjęło postać równania Hilla por. [3]:

OO
q + (Qe + 2 ^  0^ cosłnt) q a 0 (3)

n= 1

rozłożono współczynniki stojące przy q w równaniu (2 ) w szereg parzys
tych kątów.

Ze względu na to, te | ¿t. oosł^t | < 1 , wyrażenie 'i _ ̂ oos2i>t roa,f:iIliPto w 
szereg Taylora postaoi:

1 2 2 3 3 -------r-rr * 1 ♦ U oos2*St + LL oos 2<it u cos^ł^t + ...1 - ¿jcos2<t r “ r

Aby zamienić potęgi cosinusów na sumę cosinusów, skorzystano ze wzoru 
por. £1] .

cosnz a ■ fcosm ♦ ncos(n—2 )x + oos(n-4)x + ., .J ,

przy ozym ostatni wyraz w tym wzorze ma postać:

1 2k. (2k- 1 ) . . . (k+1 ) . . (2 .k+1 ) ■ 2k.. . (k+2)
2 * 1.2. ..k 1 .2 .. .k

zaleZnie od tego czy n a 2k, ozy 2k+1.
Po zamianie potęg cosinusów na sumę cosinusów parzystych kątów, równa

nie drgań skrętnych jednocylindrowego silnika (2) przyjęłe postać równa
nia Hilla. Kolejne parametry w tym równaniu przyjmują postać:

9o B (1 * łi*2 * * 3 § P 6 + + 5i§ f*1° + •••* •a)2

Q1 B 2^  * ♦ B p7 * 7H f * 9 + ***) - w 2

92 b ł^ł^2 + 5 F 4 + 3 2 ^ 6 ♦ 7&P8 * P *° ♦ •••) *“ 2 

Q3 b Ẑił*3 * lip5 + + 5¿fi9 ♦ • • • ) • «  2

q4 b ^ff^4 + lip6 * 3 2 ^° ♦ TlffM10 * •uj2

S  B ♦ sif*7 * - w 2
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q6 3 ł(3 5 ^ b * 75 PB * 5T2 (P10 + •••> • w 2

^7 * + 257 w9 ♦ •••> • w 2

q8 3 2(T5I^8 + 25^F1° + •**) *w2

Q9 0 + •••> - w 2

Linie graniczne n-tego obszaru nieatatecznośoi dla równania HU la okre
ślone zostały równaniem por. [3]:

«0 3 “ 2 i «n

Przy określaniu obszarów niestatecznych dla walów, gdzie Qn wg (k) od- 
rzuoono ¿1 * dla 1 = 7» 8, 9... Jako wielkości małego rzędu. Wybrana 
skończone sumy parametrów potrzebne do badania obszarów niestatecznych zo
stały oznaczone następująco:

•o 3 1 + 5 F 2 ♦ ♦ jsp6

•1 - |(fi+ f u 3 ♦ f^i5) 

•* - W  * 1tPk *

*3 3

Bk 3 * i$V6)

"5 H 3 5 ^ 5

Na podstawie (5) kolejne linie obszarów niestateozności dla wałów okre
ślono następującymi równaniami:

a (O w 1 — B.u? (k = 1-6)

Tzn. kolejne k-te obszary nlestateczności zostały opisane nierównościami:
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Dla wielkości fl i (0; 0,5) obliczono o)2 i u) 2 (symboliczne oznacze
nie dolnej i górnej wartości kolejnego obszaru niestateczności) i nakreś
lono linią ciągłą krzywe ograniczające obszary niestateczne (rys. 2).

Na skutek odrzucenia parametrów * dla 1 s 7,8... powstał błąd ma
jący wpływ na zasięg kolejnych obszarów niestateczncści. Przy szacowaniu 
błędu skorzystano z porównania sum J

2n 2n-1
(k = 0-6) z sumami ^  fi11 lub ft K’

k=0,2,4,6 k= 1 ,3,5

wartość została wyznaczona jako suma ciągu geometrycznego, którego iloraz 
jest <1.

Przez <J k (k = O-ó) zostały oznaczone odrzucone nieskończone sumy pa
rametru fi1 (i = 7 ,8,.,.) we wzorach (<ł).

6o = rii ̂ * 5 ii t*10+

^1 = + T f i ^ 9 +

+ 1^ § ^ 10 - ” •

ć 5 = + + •**

1 8 65 10Ó6 = 75^ + 512 ̂  + ” •

Dla poszczególnych k-tych obszarów nlestateomości błędy oszacowano na
stępująco :
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— <  S — S — s — & k o k o k

■o - - <sk + *fc*><  So - sk

A k* m So - ̂ k*

A, <  S _ S. - (s - o. k+ o k ' o k ),

gdzie:

S c -  Z * “kc 2 ,4,6
lub

2 n -1

Ck *  X  ^
k=1,3,5

Przez A (k = 1-6) oznaczony został błąd wpływający na dolną wartość 
kolejnego k-tego obszaru niestabilnośoi, a przez il k+ (k = 1-6) błąd wpły
wający na górną wartość kolejnego k-tego obszaru niestabilności.

Na rys. 2 zostały wykreślone dwa rodzaje krzywych przedstawiających ko
lejne obszary niestateczne: linię ciągłą biorąo pod uwagę Jedynie skoń
czone sumy (6) oraz linię przerywaną uwzględniając błąd powstały przez po
zostawienie skończonych sum.
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Krzywe uwzględniająoe błąd są przesunięte w lewo w stosunku do krzy
wych uwzględniających skończone sumy. Vynik rzeczywisty będzie zawierał 
się w granicach wyznaozonych przez te dwie krzywe,

Aby zaobrazować wpływ odrzucenia w (k) nieskończonej sumy parametrów 
^ jako wielkości małego rzędu do określenia obszarów niestatecznych w 

równaniach (5) pozostawiono następujące sumy:

1 2
'O ' 1 ł 2Î1

*1 * 2 F

1 2 
•2 ■ ¥ F •

Tym razem odrzucono Jako wielkości małego rzędu fi ' dla i = 3« k .....
Analogicznie Jak poprzednio wyznaczono linie kolejnych obszarów niasta 
bilnośoi. Wykresy tych linii przedstawiono na rys. 3. Są one bardziej 
przesunięte w prawo w stosunku do krzywych przedstawionych na rys. 2.
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Wnioski

Z przeprowadzonej analizy obszarów niestabilności dla równań typu Ma- 
ti«u i nilla wynika, Ze obszary niestabilności w równaniu Hilla mają inny 
kształt nia w równaniu Mathieu, Obszary niestabilności w równaniu Hilla 
nawet z uwzględnieniem błędu obliczeń są bardziej zawęZone. Kolejne krzy
we określające obszary stabilne są grefioznie róZn*. Katda następna krzy
wa Jest bardziej pochylona i zawężona w stosunku do poprzedniej.
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0EJ1ACTH yOTOaWBOCTH yPABHEHHH MATKĘ H XHJUIA

P e 3 » u e

B pafioie npescTaBJieHH oOjiaclH ycToftaaBocTH napaw eipakecKai jtoAeOaHHi! 
onHcaHHfccc jihhb\1hkmh AHifiJiepeHUHajiBHUJiH ypaBHehkhmk o nepeneHHHX K03<jxi)HmłeH- 
i a x  T«na Maibe a ia -u ia . Jinn ypaBsemuc Mat te  ohk 6ubk  npe^ctasjieH u sa  ocnoBe 
paOoi [ z ,  3]  , a  Ąjia ypaBHeaaa XaJMia -  aHajiaTHaecicHM o(5pas om nyieu  BuSopa 
KOHeqHnx cyuN napaMetpoB a o ióp oca BeaaNHK KH3xoro nopK£Ka. Bo3HHMafi c sa 6 - 
a a  Sbuia onenena, a  ts.Kxe óuno  y a ien o  Bjuuume s io fi ohhCkh na n a u e n e m e  o6xa- 
C T e i ł  H e y C T O f t N B B O C T H .

OOJiaoia HeycToSaHBOcTa ypaBHeHas Maibe a Xnjijia noka3aKH aa rpati>aicax.
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THE AREAS OF STABILITY CONCERNING MATH I EU AND HILL EQUATIONS 

S u m m a r y
The papex- presents the areas of stability Concerning parametric vibra

tions described by linear differential equations with variable coeffi
cients of Mathieu and Hill type. For Mathieu equation they were presented 
in virtue of the paper [2, 3] whereas for Hill equation - analytically by 
selecting finite sums of parameters and rejecting the values of small or
der. The obtained error was evaluated and its influence en the change of 
the areas of instability concerning Mathieu and Hill equation were shown 
in diagx'ams.
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