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TWIERDZENIE TYPU JACIfeONA

Streszczenie: W pracy sformułowano i udowodniono twierdzenie typu 
Jacksona dotyczące oszacowania najlepszego przybfLiżenia Emr|(f ,X)
funkcji f dwóch zmiennych z przestrzeni L^P-j.Pg) w wielomianami alge
braicznymi. Jako wnioski z tego twierdzenia uzyskano twierdzenia doty
czące przypadku, gdy funkcje mają pochodne cząstkowe Czebyszewa rzędu 
i >0 i rząd modułów ciągłości jest niecałkowity. Wyniki te stanowią 
uogólnienie wyników uzyskanych przez P.L. Butzera i R.L. Stensa na 
funkcje dwóch zmiennych całkowalnydh w kwadracie z wagą
i mieszanymi potęgami.

Niech X oznacza przestrzeń funkcji mierzalnych, określonych w kwadracie 
E = [-1,1* -1»l]# gdzie jako normę przyjmujemy:

1

9 1 ̂  P-j »P2<0°

Funkcje wagowe w (x̂ ) są określone następująco:

wCxj.) = (l-x.,2) i » 1,2.

Różnicą Czybeszewa rzędu oC >  O dla funkcji f « X nazywamy

gdzie:
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a operator translacji określony Jest następująco:

” 5" |f[x1h1 + (w(*i)*w(h1))”1ł *2h2 + (w(x2).w(h2))”1] +

+ i [ x ^  + (w(x1).w(h1))_1ł x2h2 - (w(x2).w(h2))-1] +

+ f[x1h1 - (w(x1).w(h1))-1ł x2h2 + (w(x2).w(h2))~1] +

+ f^h., - (w^J.wih.,))-1; kjhg - (w(x2).w(h2))-1], Ihjć 1.

Własności operatora h f, Jego zjtożehia thljh2f oraz różnicy Czyby-
szewa rzędu oC > 0 zostały wykazane w pracy {6j. W pracy [ć] zdefiniowano po
chodne cząstkowe Czebyszewa funkcji f rzędU oc >  O następująco:
Definicja 1. Niech f € X. Jeżeli istnieją funkcje g1f g2 € X, takie, że

u .  II - gj - O. lim I  ^  
^ - 1 1  (1- ^ r  II x h2~*11(1-h.( « ¡ F ' 82

to funkcje g^,g2 nazywamy pochodnymi cząstkowymi, rzędu oC , względem x^,x2 
funkcji f 1 oznaczamy

«1  -  D x 1 «2  “  D x 2  f

Przez W będziemy oznaczać ogół tych funkcji f € X, dla których istnieją 
1pochodne D* f, i = 1,2.

iSzereg własności pochodnych cząstkowych Czebyszewa rzędu oc wykazano w 
pracy [ó]. Będziemy z nich korzystać w dalszej części pracy.
Definicja 2. Cząstkowymi modułami ciągłości Czebyszewa, rzędu aC >0, funk
cji f € X nazywamy

sup ]| A “?
« “ v  fil X-

, K h 2 ' I I  x
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gdzie

v  \  G [-1 .1 ).

Lemat 1. Niech f e X, oC, jó>0, e [-1,1), i = 1,2. Wtedy:

(Dwjfi.^.l), a)^(f,1 ,T22) są funkcjami malejącymi zmiennych Ti|, ^  i

- ll«_«2(f.1,V “ °>

(ii) «£(f,ł,,1)< M ^ w ^ f . ^ . D  dla će>j&,

(iii) «^(f+g.^.lJ^^if.^.l) +o£(g,1&,.1), g 6 X,

(iv) (l)2̂  • cot.(1-1?i)C C d l a  f 6

»¡(f.1.V «  (f)^. ^ ( l - ^ . K / l k  dla f 6 WX2,

(V) a£+(ł (f.^,1) ̂  (jT • Cat(1-12l)'*.a^(D̂ f,i21,1) dla f 6 WV  

(vi) a>£ (f.7-,,1) = cd2k1 (focos» arccos ^,0), gdzie k1 e N,

u2k1 (focos> arcaos arlto?*^(focos}^X?Tt*

2k 1 _ję 2k ̂ 2jj
( A v o  F)(01(02) = 2 1 2  (-DJ ( 1)F(»1+(k1-j)i>1, 02),

r 1° 1 Ł J=0 J

„ arccos tę.
(Vii) "^(f.T,,1* <  (1 + arccos ,“ k1T(i,^,1).l k1 6N,f,£ [-1,1).

Dowód: Własności (i)/11  ̂wynikają bezpośrednio z definicji odpowiednich 
modułów ciągłości CzebyszeW|a oraz własności różnicy A 1̂  h  f  wykazanych w 

lemacie 2.1 z pracy [fi].
(iii) Własności (lii) wynika z addytywności operatora A ^ h f.
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(iv) Jeżeli feij , to zgodnie z własnością (iii) z lematu 2.6 [6] mamy:

¡ * “ , 1*1 X  «  " 0 0 0 3 %  f. I D *  f |  x  ,

Stąd

“«(f.^,,1) s?M.sup^ arccos2^)“*. ¡D^fj %

m . o -nf. I ^ f l  x .

e£ TAnalogicznie dowodzimy w przypadku f 6 W* iui(f,1,^).

(v) Na podstawie lematów 2.1, 2.5 i 2.6 z pracy [ć] mamy:

llA h1fi'll arccos2̂ ) .M. || | ^ f a atąd

"J+|ł ( f . T ł . O «  f,i?1f1).

(vi) Wykazując równość skończonych transformat Fouriera funkcji po obu 
stronach równości, otrzymamy równość funkcji

[( A cosP1P,1f)o oos] 0 cos)]

prawie wszędzie w RxR i dla ^  € R.

Mamy więc, że

A cos ^ , 1  f | X  -  l A * ; 0  (focos)||

‘’k., = u2k1 ((focos) ,arccos ^,0), gdzie

ft . 5t „ -.fi

2It ^  d92
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(vli) Ponieważ dla (F, ,0) zachodzi [i]

2k.
&

( f , & , , 0 )  «  (1 + ^ - )  'OJ2k1 ( f »^ 1 '0  ̂ d la  >  ° *

więc zachodzi nierówność (vii) dla w k T̂(f , 1) .

Wprowadzimy teraz pewne oznaczenia.

ze
Pkl = |pk l(x1,x2), Pk l(x1,x2) - wielomian algebraiczny stopnia

ze względu na x^, stopnia 1 
względu na } *

Enm(f’X) “ i^ p lif - pnmlx*
pnm n,m

Wielkość tę nazywa się najlepszym przybliżeniem funkcji f wielomianami 
algebraicznymi należącymi do pn>m*

TWIERDZENIE TYPU JACKSONA 

Twierdzenie. Niech f € X, k1,k2 (6 N, wtedy

ńTT’ 1) & > ]

Dowód: Ponieważ En>m(f,X) = inf J f - Pn<J x
pn,mfc n,m

a I! f l x " I f  0 cosl!x » oraz2Tt»

pn,m(cos ®1> cos S2} “ (pn,m° cos) (®1* ®2) “

- Cklk2 cos<ki «^.oosCk^g) = tnfjn(e1 e2)

więc

En,m(f'X) - t i n f e T  i f  0 008 - *«!.»”n,m e n,m
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Wielomian t . jest wielomianem trygonometrycznym parzystym, a T oznacza “ f W ' n,mzbiór wielomianów trygonometrycznych stopnia ^ n  ze względu na ® ̂ , stopnia
^m ze względu na ©2, parzystych .
Obecnie wykażemy, że

J| focos - i(2K1+2)(xi1-1).(2K2-ł-2)(ll2-1) I X2%

« M2k1t2k2 [“ 2k/focos« n^+T* °> + “2kl(focos,0, pJ^)].

Dla przejrzystości zapisu przyjmiemy dalej, że (focos) (0., ,©2) = F(01t02).
Za wielomian t(2kl+2)(ni_i),(2k2+2)(n2-1)(91' ®2} Przyjmiemy następujący 
wielomian:

t(2k1+2)(n1-1),(2k2+2)(n2-1)(91' ®2' =

«  ^ ac, 2k0 2k
j2) Xf f £  £

V, n2 ^ %  iik-i

x f'[01^1-J)^.e2-(k2-J^2]-V(2k1+2)(n1-1)(¥>l)'\2k2+2)(n2-1)(?,2)d¥,ldP2-

gdzie n^,n2 6 N,

T v .r'-l J S i l i  ” 5T-----/(2k1+2)(n1-1) 1 = ( H^L)
^sin —2

v (V2) sin
V(2k2+2)(nfe-1) =-(---- 2_)

n2sin

4k2+A
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k.,-1 2ki
(2k^ i’1) 1 < -) *
n1  i J V(2k1+2)(ni-1) 1 ,

k0-1 2k,
(2k~) ("1> < ł) *

f  2; = ___________2_ f V/ w  ,(f>2)d<*2
«2 %  J (2k?+2)(n?-1)  ̂ ^

—TŁ. < * >  v „ .  _ „ « % >
v**2

Ponieważ (̂2k-,+2)(n V( 2k2+2) (n2-1) s3 wielomianami parzystymi

stopni odpowiednio (2k1+l2) (n1-1), (2k2+2) (n2-1), więc

(2k1+2)(ni-1) 
V(2k1+2)(n1-1)(’’l) = ^  a^cos^-,,

(v } (2k2+2)(n2-1)
V(!2k2+2)(n2-l) 2 = X  cos ̂  .

•̂ 2=0 2

Wykażemy, że wielomian t(2kl+2) ( „ ^  ) , (2k2+2) (n2-1) (®1 *®2) Jest wiel°n>ia- 
nem parzystym (złożonym z samych cosinusów).

t(2k1+2)(nir1)f(2k2+2)(n2-1)(®1'®2) ‘

21S,1 ¿^2 . . 2k. 2k-
t2k' ł '?Sk J ^  ^  ( 11)*( j2) x_2 1=0 J=0 1 J
* ni * J n2 * u i/k1j^k2

(2k1+2)(n1-1 ) (2k2+2)4l2-1) f  5 - ,
S  J J F[e1+(k1-Ji)'p1,e2+(k2-j)¥>2j

T °  v2=0 -W-TD

X  c o s ^ ^  ^ . c o s C ^ ^ ^ I  d ^  “

.̂1 ^ 2  . . , 2k-, 2k- x
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(nn 2k,,) l(n2^ k 2) ©^(k.,-!)» e2+(k2-j)tt
x

"Ar
1^,1/ ,VIl2̂ . 2/ *1 fi ”1 D2T'i2
2 —  ^  J J F(u1 ,u-) x

* ,- 0  P ^ C k ^ i J U  9 2 - ( k 2- j ) «  1 2

x [cos(i^r ui>*cos(iqpr ®i) - slnfcpr ®i)]-

[ 'fe v2 v? -i du1 du_
cos(Ep3 u2,*coa(Sp j  ®2)-sln<Ep3 u2)*sin(Ep3®2) J- ITpi • P p j  “

1 -Al 1+1 2k1 2k2 (nl^i) (n2^ 2 )p ?

Tn1 2 l^k1 J A 2 1° 2 -*'*

1̂ V2 V2x cos(k^r ui)>cos(kpj u2)*cos(irpr ®i)*co% p j  02)du1du2.

Przyjęliśmy tutaj następujące oznaczenie: (2k1+2) (n^—1) = (n1,ac1), 
(2k2+2)(n2-1) = (n2,2k2).
Ost(atnią równość mogliśmy zapisać gdyż funkcja F jest funkcją parzystą i 
talki w których występują sinusy będą równe zero.
Widzimy, że t(2ki+2)(nr1)( (2k2+2)(n2-1) 6 T(2k1+2)(n.,-1), (2k2+2)(n2-1). 
Oszacujmy teraz różnicę

*(2k1+2)(n1-1),(2k2+2)(n2-1)^®1'e2) “ F(«1»©2).

Mamy

?(2k1+2)(n1-1),(2k2+2)(n2-1)(01'92) " F(®1»®2) =

■ I  U :  I :  ‘-” 1"  * “ ’> < >  **n., ł n 2 '% -I* i/kl j^c2

x ̂ [©^(ki-ij^, e2+(k2-j)<p2] - (-i)kl"1(-i)k2‘1(2^ K 2^)F(91,02)Jx

x V(2k1+2)(n1-1)(̂ ’l) * VC2k2+2)(n2-l/ł2)d^1d^  “
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?  . 2k. 2k2/ / ] Z  Z  ( - D 1 + J  (  i 1 )  (  / )
-u -n Rio j-o 0i*,) i2k2r - .........

*n., n2 i#k1 j^k2

Fje^Ck^i) V,, e2+(k2-j)^] +

k1-1 2k. . 2k- r -,
+ (-1) 1 ( k ) Z  (-1)J ( j) f[®v  ®2+(k2-j) V2J -

1 S a 2

ki-1 2k- v—i2 * 2kp r -i
(-1) 1 ( kj)2^ i“1) ( j > FL91» V (k2-J> +

tfr2

k —1 k 2k 2k }
(-1) 1 (-1) 2( k )̂( k2) • F(®i »®2̂ j *V(2k^+2) (n1 -1) ̂ 1  ̂

X  V(2 k 2+2) (n 2~1) ' 2 ' “ 1 r 2 -

?  ?' ív5,1 V^2 i+1  2k1 2k2J J  { Z  Z  (-Di+J( i1)( ,2) *
-U-Tt [1=0 j=0 J

k —1 2k _ 2k * )
XI F[o1+(k1-i)V,,e2+(k2-j)y2]+(-1) 1 ( k^ . ( A 0^  F)(01,e2)|:

(2k>j+2) (n^—1 ) > (2k2+2) (n2—1 ) ™ ^ Il X2TC

TC % 2k- 2k„
<£ - p r - r W —  / / E 2 (“ 2)| £  f-D1 “ ^  

T I T? % J=°5*2

O J
2TCx V(2k1+2)(nr 1) •V(2k2+2)(n2-1)

(^)dP,dł»2
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C > / / |  4* T 7 f ’T 7 f ? k  - i i  °'f,2 1lx2ii

x V(2k1+ 2)(n 1- l ) (?>1) ' V(2k2+2 )(n 2- 1 ) (?Jb )d<f’l dip2 ^

<  2 2k2 1 %
| ^ 2lV  | p k 2) «  J ’ &,2k1(F ' <if,1 '0 ) * V(2 k 1+ 2 )(n 1- l ) ( ? 1)d ^  + 

Jt
+ | (2k2)| / tl,2k2 F̂'°'(i’2^*V(2k2+2)(n2-1)^2^d<i:>2 ̂

U n ,  I1** -Tt

 ̂ J1»
i / (1 + a,2k1^F,n^7T ,0  ̂*V(2k1+2) (n1-1) (̂ )d̂

k*5 • n-, * 0

% 2kp
o if* Tf (

+ | ^ ^ i > 2k2(F'°'HpT)-(1+ - V " i) •V(2k2+2)(n2-1)(̂ )̂ 2^
2

2k2
<  2

<k > 2

2k, Jt
>ihl?) / 2kl n  2ki ni+1
"|’̂ ’i},|yt{2 (iV T) /  V(2ki+2)(ni-1)(Cp',)d'Pl

ft
2k

+ 2 1 ^  *1 1 V(2k1+2)(n1-1)(<Pl)di>i| “ 2^ (F> nij+T » 0)

v 7

2k2 W
2.(^1) | 2k2 % 2k2 ^

* ■jja2y ^ | 2 (H p r ) J V(2k2+2)(n2-1)(<!%>d 2̂

2k f 2k 1
+ 2 2 J  V» 2 V(2k2+2)(n2-1)(i ,2̂ d'i% j  ^ 2^*°' ^
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2k2+1 2 k1

(̂ a?7- + “ak* a,2k1(F’ 0) +
(k22) < 0

2k2+1 ^

♦ ( S r r  + ®2k > w 2k, <F’0-_A2 «̂.2 «̂.2 2
'k '2

2k„ 2k- 2k, ^

M2k ^
2 <n1+1) V ,  > /  2k1

I ^ ź k ^ j - ^ a r - -  1 V(2k,+2 ) ( n ^ ) W dK  •

2k ̂ 2kp 2kP «y
2 (n2+1) 2 (k 2) f a

M2k2>  i J2 k ’2Tl 2k2 2 J  2̂ 2 V(2k2+2)(n2-1)^2^dlp2 *
2 ' *  HpT

Nierówności powyższe można znaleźć w [5] na stronie 291 i wynikają one z 
określenia wielomianów V(2k2+2)dn2-1) (fy).
Niech (2k1+2)(n1-1) ^  n j£ (2k1+2)n1 , (2k2+2) (n2-1) $  m ;g (2k2+2)n2 , 
wtedy

1^f_ i F-tnfmlx21tSllF " i(2k1+2)(n1-1),(2k2+2)(m2-1)|| X2 
n,m nfm

^ « 2 k 1.2k2 [C,,2kil(F. H^TT • O) + U>2k2 <F’0’

r (2 k 1+2im  (2k-+2)%  ]
^ M2k1,2k2 [“>2k1(F* ń^+T-' °> +t°2k2(F*°* mT!--->J ^

^ ”2kv 2k2 max |(1+2k1+2)2k\  [l + (2k2+2)] 2j,

x [W 2k1(F> n+T’ 0) +t°2k2(F’0' 57!0]*
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Zgodnie z tym co poprzednio udowodniliśmy i z własnościami modułów cią

głości Czebyszewa (lemat 26 [6] oraz z lematu (vi) mamy

E m(f,X) = inf II F - t m |L ^
V 1».- 2

^ ^ ^ k g  [t̂ k1(F* sn>0) +oł2k2(F*0' sn0] - 

- ck1,k2 [“ k1(f'C0S^ r  * 1> +“ k2<f’1* eo* iSr>] -

Tym samym twierdzenie zostało udowodnione.
Wniosek 1. Niech f€ X, oC>0, ¡ł >0, wtedy

En,m(f’X> C0S^ T * 1) +«p(f.1,cos Jj^)] .

Dowód: Niech k̂  = {cCj= inf {k€N, k>oc}, k2 ={^}.

Zgodnie z twierdzeniem 1, mamy

En,m^f'X) ^  Ck1fk2 [“ k1(f*cos ńTT'1) + “k2(:f •1' cos *

Na podstawie własności (iv) z lematu 1, mamy (jialej

En,a(f,X) ^ ^ . k j f ^ - a t ^ ’008 » 1> + \ 2-p, 1 .cos SJt)]

cos > 1) +<h>p(f,1, COS jj-py) ,

co kończy dowód.
Wniosek' 2. Niech feX, c£>0, ji >0 i niech istnieją pochodne cząstkowe 

Cz)ebyszewa f, Dv

wtedy

En.m(f'X) <  **,p + i > -
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Dowód: Na podstawie poprzedniego^ wniosku mamy:

Korzystając, ż własności. (iv) z lematu 1, otrzymamy tezę.
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TEOPHH TURA ffiSEKCOHA

P  e  3 io u  e

B paSoie c^opuyjiHpoBana h flOKaaaaa TeopeMa Tana Aacexcoaa, Kaca»masea
oneHKH Haaayvmero npaóaaxceHaa e (f,X) djyKKnaS jByx nepeueHHux a3 npo- (p d ) inncTpaHCTBa ,v2 ajxrefipaavecKHMB iiHorovJieHaMB. Kax peayasiaiu aa 3To8
Teopeiiu nojiyaeHU TeopeMu, Kacammaeca cayaaa, Koraa $yHKgaa auen aaciHae
npoa3BOAHue HeShiDieBa nopa^Ka oC > o a pan MojurjieB HenpepKBHOCia HBaaeTca
HeijeauM. 3tb peayabiam hbjehbtch ododmeHaeu peayjibTaroB, nojiyaeHHux n.JI.
EyTuepoM a P.JI. CTeHcoM Ha $yHKiiaa flayx nepeMeHHUX, BHTerpapyeiHtx b kbs-
apaie [-1, 1| -1, l] c BecoM a co cuemaHHUua cieneHHMH.
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S u m m & r y

In the paper there is formulated and proved a theorem of Jackson type 
cor-lperning the evaluation of the best approximation (f,X) erf the func-

(p-,,p2)tions f of two variables from the space L w by means of algebraic poly
nomials. The conclusions from this theorem are the theorems concerning the 
case when functions have Chebyshev partiel derivatives of the order oC >0, 
and the order of moduli of continuity is a non-integral number. These re
sults are the generalization of the results obtained by.P.L. Butzer and 
R.L. Sltens for the functions of two variables integrable in the square 

with weight and mixed powers.
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