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TRANSFORMATA LEGENDRE’A I POCHODNE CZĄSTKOWE LEGENDRE’A

Streszczenie. W pracy zdefiniowano transformatę L|egendre’a, opera- 
tor translacji Legendre’a, pochodne cząstkowe Legendre'a, splot funk­
cji i moduły ciągłości Legendre’a dla funkcji dwóch zmiennych z prze­
strzeni z mieszanymi potęgami. Zbadane zostały własności zdefiniowa­
nych operatorów oraz funkcji i wzajemne związki między jnimi i między 
znanymi pojęciami z klasycznej teorii aproksymacji. Wyniki tutaj uzy­
skane są przeniesieniem wyników uzyskanych przez R.L. Stensa i M. Weh- 
rensa na funkcje dwóch zmiennych całkoweflne z potęgami mieszanymi, 
większymi lub równymi 1|.

1. TRANSFORMATA LEGEfJDRE’A, OPERATOR TRANSLACJI LEGENDRE’A I ICH WŁASNOŚCI

Niech Y « Lp, p = (p1 ffl2), 1 P1,P2 < c °, oznacza przestrzeń funkcji
mierzalnych, określonych na kwadracie E = Ê  x E2, E1 = E2 = [-1,1], gdzie 
norma określona jest następująco:

Wielomianem) Legendre'a dwóch zmiennych nazwiemy wielomian Wn m(x-| ,x2) = 
“ Wn^x1^*Wn/x2^’ Sdzie Nn(x1), Wm(x2) są znanymi wielomianami Lagendre’a 
jednej zmiennej.
Dla X S(-1,1) definiuje się je następująco:

II ̂ Hy = i 1 J  i f  lf(x1,x2>l [ -1 -1

p2 1

Podamy kilka podstawowych własności tych wielomianów Wn(x):

a) Wn(1) = 1, Wn(-1) = (-1)n ,

b) | Wn(x)| <  Wn(1) = 1,
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c) (1 - x2)Wn"(x) - 2x W¿ (x) + n(n+1) Wn(x) - 0

d) T¿ (1) - »i§±2l .

Te i inne własności wielomianów Legendre’a można znaleźć w odpowiednich 
rozdziałach książek N.N. Lefciediewa [2] oraz I.P. Natansona ̂ Aj.

Wprowadzimy teraz transformatę Legendre’a dla funkcji dwóch zmiennych 
należących do Y.
Definicja 1.1. Niech f$Y, k.j,k2t£N0. Transformatą Legendre’a funkcji f 

nazwiemy

1 1

^[f](k1 »k2  ̂= ïï J  f f x̂1 tx2^*\.,k,^x1 *x2 d̂x1 dx2 •
- 1 - 1  1 2

Analogicznie jak w przypadku transformaty Legendre’a dla funkcji jednej 
zmiennej W .  można wykazać własność transformaty Legendre’a X  [f] (k-| ,k2).
Lemat 1.1. Niech f,geY, c 6 R, wtedy

a)| jÇ[f](k1fk2)|^|f|lY ,

b) X[f+g] (k-j t̂ 2) = X [f J (k-j ,k2) + X[g] (B̂  ,k2),

-Jt[cf](k1fk2) = cJC[f](k1(k2),

¿[Wn,m](k1 ’k2> - I T̂ T)'(2m+i) ’
gdy k1 = n, k2 = m 
gdy k1 4 n lub k2 4 m

d) = ® d̂ a k 1 *̂ 2® No<t=̂ 'f = 0 Prawie wszędzie w E.
Dowód: Własności (a) i (b) wynikają z definicji transformaty Legendre’a.

Własność (c) wynika z ortogonalności wielomianów Legendre’a jednej zmien­
nej Wn(x1), Wm(*2) na przedziale (-1,1) oraz z faktu, że

1 1

/ Vn(xi:>dxl = 2n+T ’ J V x2)dx2 = 2IÏT ’ [2]
- 1  - 1

Własność (d) nazywa się własnością jednoznaczności transformaty Legen­
dre ’a. Wynika ona z analogicznej własności dla funkcji jednej zmiennej, 
gdzie transformata Legendre’a jest zdefiniowana następująco 

1

X [ f ] ( k )  = ? J* f(u).Wk(u)du, k'£N0 .
-1
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Jeżeli więc zapiszemy całkę

1 1

U  
- 1 - 1

1 1
J f  f(x1 ,x2).\ >lc (x1 ,x2)dx1dx2 w poststci całki

literowanej i skorzystamy z własności jednoznaczności transformaty Legen- 
dre’a Jednej zmiennej [5], to otrzymamy tę własność w przypadku transfor­
maty Legendre’a dla funkcji dwóch zmiennych:

1 1

J  f  f(x1.x2)-^c1(x1)-Wk9(x2idx1dx2 “ 
-1 - 1  ' *

1 1

f(x1 tx2)l̂  (x1)dx1)Kk (x2)dx2 = 
-1 - 1   ̂ ^

1
f(x1 ,x2)Wk^(x1)dx1 = O

prawie wszędzie w [-1,i] *—*f (x1 ,x2) = O prawie wszędzie w E = [-1,1] x [-1,1] ,
Wprowadźmy teraz operator translacji Legendne’a . f.

1 2
Definicja 1.2. Niech f £ Y , -1 ^ h 1 #h2 ^ 1.Operatorem translacji Legen­

dre’a nazywamy

1 1

( ĥ h f)(xi»x2  ̂= hl f f  f(xihi+ui V(1-xi)(1-h^ ) , x 2h2 +1 2  TC ^  ^

+ u2 Y( 1-x2)( 1-h2)) ^T^u|)T(1-u|) du1du2.

Dokonując następującej zmiany zmiennych

y1 = x1h1 + cos p, y(1-x?[) (1-^), y2 = x2h2 + cos 1-x2) (1-h|)

cos 'P-j = u1 , cos‘ = u2 1 dla -1 <  h1 < 1 , -1 «  h2<  1 ,
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mamy

1 1

(^h h fH xi»x2) = /  /  f(yi.y2)*K(x1 »h1 «>rl)*K(x2»h2'y2 d̂y1 dy2 »
1 2  «  _1 _1

gdfcie funkcja:

1  ,(1-x2-h2+2xlhlyl-y2)  ̂dla x1 ̂ - ] J ( 1 -x̂) (1 -h2)«£ yi .ę

0 dla pozostałych ¡Śxihi + V(1-xf)(1-hf),

1 -  1,2...

Łatwo zauważyć, że w przypadku gdy funkcja f jest postaci f(x1 tx2) =
= f1(x1).f2(x2) wtedy

^^h1h2 f)(xi»x2) “ ĥ., f1\ x 1)*{th2 f2^(x2) =

= (^ J f 1 (x1 h1 +u1 1 -xf) (1-h^) ,Vl -u^du1) x
- 1

1 __________
x J f2(x2h2 + u2V(1-x|)(1 -h|)) .Vl-u2 'du2).

-1

Operatory f^ zostały właśnie w taki sposób zdefiniowane w pra-
=y [s].
Podamy teraz podstawowe własności operatora Ti?" . f.

1 2
Lemat 1.2. Niech f 6 Y i niech W m x̂1,x2̂  będzie wielomianem Legendre’a 

dwóch zmiennych, wtedy

a' Wn,m^x1*x2  ̂= Wn,m^h1 »h2  ̂Wn,m^x1 ,x2 '̂

b) norma operatora-1 ^ fjj » 1 ,

K(xi,hi,,yi) = ■
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1" ’2 ’
|hi|-Sl

d)X [^ ¿ ^ 2  f](ki»k2̂  = \ 1,k2 (hl*h2)*iH(kl*k2̂ » k1*k2 eNo *

Dowód: Własność (a) wynika bezpośrednio z własności (2,6) W. która mówi, 
że (tj Wn)(x) = Wn(h) Wn(x).
Dla dowodu własności (b) obliczymy |t!^h Wn ffl| Y .

Wn,m ly  = i  Wn,m^h 1*h2 ^ Wn,m^x 1»x 2^llY = I Wn,m(h 1 ’h2 ) I *ll"Wn,mllY

Ponieważ | wn>m(hifh2̂  I *£ 1 > a dla w0l0 ĥ1*h2̂  mamy równoać» wi?c i^hjl 
Jest równa 1 na zbiorze liniowo gęstym w Y. Ponieważ operator h jest
liniowy i ograniczony na zbiorze liniowo gęstym, więc zachowuje swoją nor­
mę na całym Y, (twierdzenie o rozszerzaniu operatora liniowego i ograniczo­
nego [i]).
(c) Korzystając z poprzednich własności mamy:

iT'h1h2 r - ̂ Iy U^Hy » oraz

lim ||̂ lh1hd W - W J  = O.
(hv h2)— (1 ,1)11 h1h2 n'm n,mllY

Na podstawie twierdzenia Banacha-Steinhausa otrzymamy własność (c) w 
całej przestrzeni Y.

OD ^'[,’h1h2 f](k1 »k2  ̂“

1 1  1 1

i / / J /  i,(y1.y2)*K(xi»yi'hî *K x̂2'y2,h2̂ dyidy2) x
_1 _i * _i _i

1 1^i(xi).Wk2(x2̂dxidx2 - J f(yi»y2)*l
1 1

^ 2  J f  Wkj^x1^Hc2^x2^K̂ x1 'h1 »yi)K(x2«h2 ,y?^ • dx1dx2)dy1dy2
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1 1

- i  S  i  f(yi»y2)* ^ 1h2(\ 1k / (yi*y2)dyidy2 *
-i -i

1 1

= ł  J  /  ^fy1*y2 ^ * \ 1,k2^h1»h2 ^ * \ 1,k2 ŷ1,T2^dy1dy2 =

= \ 1,k2ih1»h2 *̂̂ if]̂ lt1»k2 *̂

2- POCHODNE CZĄSTKOWE LEGENDRE'A RZĘDU r e N, FUNKCJI f€Y

Definicja 2.1. Jeżeli dla funkcji feY istnieją funkcje g^,g2£Y takie, te

h ^ i - J  1 ' h'\ g l ||Y  =  ° *
lim
h2-»1‘

f - f
2

1 - 4  ~

11 1 (1 ̂to g-j = D^ vf, g2 = D^ 'f nazywamy pochodnymi cząstkowymi Legendre*a, rzę­
du r=1, funkcji f.

Pochodne rzędów wyższych definiujemy następująco:

V  * ’ Dx ^ D x dla r 1 = 2,3,...

Lemat 2.1, Niech f €X i niech istnieją D^1 f̂ , D^1 f̂, wtedy
X 1 2

ijo^ijck^k.,) = .¿[fJCk^k.,),
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,0 )

Zgodnie z założeniem prawa strona nierówności dąży do zera, gdy ĥ  dąży do 
1“, więc

więc lemat został udowodniony.
Podobnie jak w pracy [6] zdefiniujemy tutaj: splot dwóch funkcji f i g  

należących do Y, oraz sploty według jednej zmiennej, w których operator 
translacji Czebyszewa zastąpimy operatorem translacji Legendre’a.
Definicja 2.2. Niech f€Y, geY. Splotem Legendre’a funkcji f i g  nazwiemy

1 1

(f0  g)(x1 fx2) = ^ / /  (*i x i')(u1 u2)g(u1 ,u2)du1du2,
- 1 - 1  1 2

o ile ta całka istnieje.
1Definicja 2.3. Niech feY, g.« L 1 g1 będzie funkcją Jednej zmiennej .

Ponlew 9

Splotem Legendre*a funkcji f i g  względem zmiennej x1 na­
zwiemy

1

o ile ta całka istnieje.
Analogicznie dla funkcji feY, g2 6 L1, gdzie g2 Jest funkcją jednej 

zmiennej x2, splotem Legendre’a względem zmiennej x2, nazwiemy

1

(f @ 2  S2)(X1 »X2  ̂= 2 J  ^ x 1x2f ĝ û2^dtł2 *

o ile ta całka istnieje-
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Lemat 2.2. Niech feY, geL^1,1\  g1 « L 1, gjCL1, wtedy poprzednio zdefinij- 
niowane sploty istnieją prawie wszędzie w E oraz

1 '

(b) i[fig](k 1 tk2) -X[i](ki.k2) X W ( ki.k2)t

£ Jf g^J(k^,k2) = £{y] (̂-| £ fg"ij (k-|)»

£[f ®2 “ JL ^ 2  ̂*

Dowody istnienia splotów przebiegają analogicznie jak w przypadku klasycz­
nych splotów w  oraz jpk w przypadku splotów f 5>| 1 g1 , f g2 z pracy
Es].
Dowody części (a) i (b) również przebiegają analogicznie jak w dowodzie le­
matu 1.3 i lematu 1.4 z pracy [6].

W pracy R.L. Stensa i M. Wehrenca [5] wykazano, że funkcja

łC(x,h) = ■
ln fl-x]l[l+h] * ln"1 (tIk) • -1 <  h ̂  x <  1

O dla pozostałych,

spełnia następujące warunki dla he(- 1 ,1):

(a) *t(x,h)cL1

(c) JL [>?.] k1

( h)

jqnqm 7  ln_1 17E dla k^tN ,

dla k̂  = 0.
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Funkcję łt(x,h) wykorzystamy w dowodzie następującego twierdzenia; 
Twierdzenie 2.1. Niech fiY. Następujące warunki są równoważne:

/*ł\ r 1 k.(k.+1)
(¡a) istnieje D ^ ;fe X i X ;fj (k1 ,k2) = ---X M  (*1 »k2>»

(b) Istnieje g€Y taka, że

X[g](k1 tk2) -  I[f](k1 tk2)! kv k2 eNfl

Dowód: Wynikanie (a)=^(b) jest oczywiste.
(b)=»(a) Rozpatrzmy funkcję <*(*., ,x2) = (g gl, )(x1 tx2). 

Wykazując równość transformat Legendre*a można wykazać, że

(C(x1 tx2) = 2 In" ” *̂h 1 f (̂xi»x2̂  Prawie wszędzie w E

Mamy dalej:

n f  1 f  i ,
2!n 2 ' ” *|t “ |*

1 1

J  M y *0 + 5 j 1 ^ - 1  g - g||yif(u1 .h1)dur
-1 h„ 1

Zgodnie z własnością (c) z lematu 1.2, mamy

f - f;h. 1
lim ----
h.—*-1” II 2 ln 1+h1

Ponieważ
1+h.
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więc wykazaliśmy, że istnieje pochodna cząstkowa f = g prawie wszę­
dzie.

(1 iWniosek 2.1. Jeżeli istnieje D_; 'i, wtedy istnieją pochodne cząstkowe Le- — ——— — ——  x ̂
gendre'a D ^ ( f ® g ) ,  g1),

4 ^ ( f  0 2 g1)t gdzie g e Y, fsY, g1 6 L1 , g2 E L1 , oraz

Di f ( f 0 g )  = ( D ^ i ) B s ,  Di1)(f ® 1  g1} = (Dx., ® 1  g1 ■

D ^ i f  B 2 g2) = ( D ^ f) ^  ^  .

Dowód jest natychmiastowy na podstawie własności (b) z lematu 2.2 i po­
przedniego twierdzenia.

(15Wniosek 2.2. Operator D„ ' jest operatorem domkniętym, to znaczy jeżeli  X 1
ciąg funkcji fn 6 Y spełnia następujące wairunki

(a) lim |fn - f||y = 0 , 
n— ► co

(b) istnieją 4 ^ fn 6Y ,

(c) limjD(1 )fn - g|y = O, 
n— *-co 1

to istnieje pochodna cząstkowa Legendre'a D^^fEY i D^1 f̂ = g.
X1 X1

Dowód przebiega analogicznie jak w przypadku pochodnych cząstkowych Czeby- 
szewa, własność (i), twierdzenie 2 .2 1 6 ].
Wniosek 2.3. Istnieją pochodne cząstkowe Legendre'a następujących funkcji 

Ah 1̂ f = f S 1>€, A1h f = f [ g 2 at dla h1 th2 6 (-1,1), f€Y i

D̂x2  ̂A1h2f^ x1 ,x2̂  " 1 ln ^1+h2^- f̂ “ ̂ 1h2f^ x1,x2̂
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prawie wszędzie. Jeżeli istnieją D^^f, D^^f, wtedy

(°X2)A1h/) = A1h2^ V -

Podobnie jak w przypadku pochodnych cząstkowych Czebyszewa [6] podamy 
związek między pochodnymi cząstkowymi Legendre'a funkcji f €Y a pochodnymi 
w klasycznym sensie.
Twierdzenie 2.2. Niech f£Y i niech istnieje f eY taka że:

(a) f = f prawie wszędzie w E, f jest funkcją ciągłą wewnątrz E,
— 2— - 2—

(b) istnieją ||- , , JL£ jest ciągła wewnątrz E, Jest całko-
1 3X-| 1 3xi|

walna w każdym kompakcie zawartym w E,

(c) lim' (x? - 1) = lim (x2-1) ^  = 0 dla każdego x2 e(-1 ,1),
1 3x1 x ♦ —1 a x 1

( a )  H - i ) i | + 2 x ^ ] 6 Y
Wtedy istnieje pochodna cząstkowa Legendre'a funkcji f, i

(D^^f)(x. ,x2) - i (x? - 1) + X. prawie wszędzie w E.
X1 3x^ 1

Dowód: Wystarczy wykazać, że transformata Legendre’a funkcji

g(x1 fx2) = \ (x2 - 1) Ą  + *1 M  jest równa 
OX  ̂ •

k.(k.+l) -| £[f](k.,,k2), dla kv k2 SH0 .

1 1 2- -i
£[g](k1 fk2) = 5- J* /  [¿(’'i-'1) M  + X1 Jrj- J  wk1(x1)\ 2(x2)d5,'ldx2 •

- 1  - 1  L 3 x i
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0blio2my całkę

1

t(x2) = \ /  [?(X1 " 1) ^  + X1 itf] • \ 1(x1)dx1 =

■p+ 2 /  H§7 [~2—  (̂ 7  • ^,(*1)0*1 “= lim

= lim 
fc-*0+

K2_1* 1 1 3f, 1

-1+ą.
1 /  i(x1_1) 3f

O ^ X g L - 7 -  * 1.
- lim 
£-

= 0- lim 
£— 0

= + .lim 
£

x? -1 1 " 6 1-«
+ 1 J  f ( x i » x 2 ^

1 + 6  - 1  + E

+  | i  [ ^ 1 * ( X 1 >  " Ł~ż~ L \ d * 1 }  =  
r i - < xi

Q+ 1 “ 2 ffx'|»x2)’Wk1 x̂l) • ~z

d r , ;  . xi“ 11 i k1 (k1+1)
dx^|_ k1 1 * T  J ,dx1 = g i i 0+ 2  cT ^ x1, x2^*

i p — k1(k1+1)
^ I f^) 2 • ^  (x̂  )ibt̂  •

-1

2 k.

Dlatego

1 1

X[g](k1 fk2) = ę f  f  f(x1 fx2)Wk (x.|)Wk (x2) 
- 1  - 1  1 2

k1(k̂  +1 )
~2---  dx^dx2

k1(k1+l) k.,(k.,+1)
= -- 2 I[*](k1 Pk2) = — 5 X[f](k1 Pk2).

(x1)dx1=

(x1)dx1=
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3. MODUŁY CIĄGŁOŚCI LEGENDRE’A

Definicja 3.1. Niech f6Y, f ¿2 6 (-1.1).
Modułem ciągłości Legendre’a dla funkcji f nazwiemy

¿V ¿2) " 6 f - fjY .

Moduły cząstkowe zdefiniujemy następująco:

■ Ą u .  i,. 1> - ł)™ < il’4 1 i ' - » l I .

S z >  ! t ' h 2  f  -  ' l a  •
Udowodnimy obecnie podstawowe własności tych modułów.
Lemat 3.1. Niech f, geY , , <!>2 6(-1»1)» wtedy:

(a) (f, ó1t ¿2) ^  2 || f J|Y ,

(b) o>] (f, ¿1f ¿2)^ c^(f, ¿1f 1) +ajl(f,1 ,(S2),

(c) lim o»l(f, «S., S ) - 0,

(d) co*(f+g, <51f ¿2)^ «¿¡(f, ¿2) + “̂ (g, <£,, ó2)*

(e) ojl(f, d,, 1) ̂  6(1 - <5-,) || Dx^f|Y '

oł̂ (f, 1,ó2) ^  6(1 — <52) I 1 ̂ f || y dla funkcji f, dla której istnieją
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(f) 1) 2.6.max jl, ¿ 2 , 1)*

<u*(f,1 , ¿3) i£ 12 max

Dowód: Własność (a) wynika z własności (b) z lematu 1.2.
(b) Ponieważ f = ^  ^ ^ f ) .  więc

Y ^l ̂ h /  - f|Y<  + t h1lf - fI

^'S,’h11f " ^ Y  + |^1h2f " fIy *

sk|ąd własność (b) wynika natychmiast.
Własność (c) wynika bezpośrednio z własności (c) z lematu 1.J?.

Własność (d) wynika z addytywności operatora translacji Legendre’a
v, '*•12

(e) Wykażemy pierwszą z nierówności. Drugą dowodzi się analogicznie. 
Zgodnie z wnioskiem 3.3 i założeniem mamy, że

l f - ^ 1 f lY  -  II2 ln  • < V  2 - ln  ik~ • II ^ Ą y •

Dla 6 Jb, prawdziwa jest nieriówność

ln T+Ej" ̂  1 " h1 ‘

Wykażemy, że dla -1 <  0

• K - ^ M y * 3  I ^ ^ I y  •
Zgodnie z definicją funkcji it(x^,h^) mamy:

- U  ln ~('i-u^)(1+h])*ln~1 ^  duV
h.
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Obliczmy całkę

i 0 +u-f) (1 “h-i)
K6) - /  ln (i-u^CUh^ dU1 6e(0,1).

h 1

Stosując twierdzenie o całkowaniu przez części mamy:

O 1
+ S rhS ̂ xAl)f̂ŷ ’̂ ^dû -  + W + x3 •h i “U Ą , •

1 1 U 1

Oszacujemy każdą z tych całek osobno
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W ostatnim oszacowaniu korzystamy z tego, że 

1

J (*^1 D(1i)f)(x1,x2)dy1 = O.

Obliczmy bowiem jej transformatę Legendre*a.

1 1 

^[«f ^y-,1 “ <f wk./y'î 2 I[f](ki»k2^dyi = 0

dla k1 ,k2 eNQ.

Na podstawie lematu Fatonu mamy

|| liminf |l(£)| ||y <  lim sujp ljl(t)||Y <  4 ln 2 flD<1 )f|(Y .
£ —*o+ e — o+ 1

Ponieważ limlinf | KE)| = In |Ah .(D^1 }f)|
6— 0+ 1 1  1

otrzymujemy więc potrzebne oszacowanie:

Biorąc pod uwagę oszacowanie dla O ̂  h1 ̂  1 i ostatnie mamy, że

|J ̂ h -,1 f " f|iy< 6.(1-h1) |D^1 f̂||Y , skąd wynika własność (e)

(f) Niech ge Y, feY i niech istnieje geY.x1

u ^ ( f ,  ó 1f  i ) s £  w ^ ( f - g ,  d . , , 1 )  + ^ ( g ,  t51 , 1 ) ^

<2|f - g||Y ♦ 6*C-A1)|D^g|y .
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u)^(f, ,1) <  6 inf
S ® VxX1

j||f-g||Y ♦ d-a,) w ; M t }  •
gdzie v2 = < g 6 Y, V f1\

1 1 g }■

¿1 fl)< 6.inf |
e 6Vx X1

♦ c r a p

sę 6.max li, ^ i i i n f  i ||f-g||Y + 0 - V  '
1 g eV '

X 1

¿2, 6-, e (-1 ,1).

Weźmy teraz funkcję g1 = A$ 1f. Wiemy, że g1 6 (wniosek, 2.3)

“ l(f. < V > <  6.max |l,

||f_SlllY+i1"^)||Dx ^ gl|y = | 2 /  1^](X1 -x2̂  >̂ («1 » 2̂̂ dul|Y
Ó2

+ (1-<52) . \ * ln” 1 Jf- ^ 1  f||Y ^

1

*£ ? cf 0 ,i ( f *U1 ' 1) ‘ie(u1 '<S2)dU1 + 2  ^ ( f , ^ 2 , 1 ) <
T+SZ
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H30EPAi£EHKE 110 JTRKAHUPy H 9ACTHNE HPO03BOJ®iiE JIEKAHÄPA

P e 3 D u e

B paGoTe onpe^ejieHu: H3o6paxeHHe no JlexaHApy, onepaTop TpaHCxauBH Jle- 
saHApa, aacTHue npoh3 boAHue JlexaHApa, CBepTKa JyHKpHä h MOAyJiH HenpepHBHo- 
c t h  J le a c a H A p a  r j i k  $ y H K u H f i  A B y x  nepeMeHHUx 0 3 npocipaHOiBa 0 0  cueraaHHUMH cTe- 
neHHMH. BhuiH HCOAeAOBaHbi OBofloTBa onpeACAeHHUx onepaTopoB h 0yBKuatt, a Tax- 
x e  B3aHMHaa saBacHUOCTb MexAy h h m h  h  MexAy 0 3  Bee t h u m b  i i o h h t b h m h  0 3 xjiacea- 
necKOft xeopHB annpoxcHMaijBH. Pe3yzbiaTu, nojiyveHHBie 3Aecb, hbjibbtch nepe- 
HOCOM pe3yjibiaT0B, noxyneHHUx P.Ü. CieHOM a M. BepencoM Ha iyHKpaa Asyx 
n e p e M e H H U x ,  B H T e r p a p y e M u e  co CMemaHHUMB cTeneHSMB GoJibmaMB b j i b  paBHUMB 1.

LEGENDRE TRANSFORMS AND LEGENDRE PARTIAL DERIVATIVES 

S u m m a r y

In t)ie paper there are defined Legendre transform, Legendre translation 
operator, Legendre partial derivatives, convolution and Legendre moduls of 
centinuity for functions of two variables from space with mixed powers. 
There were investigated the properties of the defined operators and func­
tions and mutual relations between them and between known notions from 
classical theory of approximation. The results obtained here are the gene-
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ralization of the results obtained by R.L. Stens and M. Wehrens for the 
functions of two variables. These functions are intejgrable with mixed po­
wers which are greater or which equal 1.
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