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TRANSFORMATA LEGENDREA 1 POCHODNE CZASTKOWE LEGENDRE’A

Streszczenie. W pracy zdefiniowano transformate L|egendre’a, opera-
tor translacji Legendre’a, pochodne czgstkowe Legendre®a, splot funk-
cji i moduty cigglosci Legendre’a dla funkcji dwoch zmiennych z prze-
strzeni z mieszanymi potegami. Zbadane zostaty wkasnosci zdefiniowa-

nych operatordw oraz funkcji I wzajemne zwigzki miedzy jnimi i miedzy
znanymi pojeciami z klasycznej teorii aproksymacji . 1ki tutaj uzy-
skane sa przeniesieniem wynikow uzyskanych przez R.L._Stensa i M. Weh-
rensa na_funkcje dwoch zmiennych catkoneflne z potegami mieszanymi,
wiekszymi lub réwnymi 1]

1. TRANSFORMATA LEGEFJDRE’A, OPERATOR TRANSLACJI LEGENDRE’A I ICH WELASNOSCI

Niech Y « Lp, p = (plfiR), 1 P1,P2 <c*°, oznacza przestrzen funkcji
mierzalnych, okreslonych na kwadracie E = E® x E2, E1 = E2 = [-1,1], gdzie
norma okreslona jest nastepujaco:

p2 1

IMHy = gl J i f HFx1,x2>1
[ -1 -1

Wielomianem) Legendre®a dwoch zmiennych nazwiemy wielomian Wn m¢d] ,>x2) =
“ WX IMWN/x27M 7 Sdzie Nn(x1), Wm(X2) sa znanymi wielomianami Lagendre’a
jednej zmiennej.

Dla X S(-1,1) definiuje sie je nastepujaco:

Podamy kilka podstawowych wkasnosci tych wielomianéw Wn (X):
D W@ =1, Wn(¢D = ¢Dn ,

B 1l < W@ = 1,
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0 (@ - xX2)WM"Q) - 2x W, & +n(n+l) Wn(X) - 0
d T¢ @) - »igx21

Te 1 inne whasnosci wielomianéw Legendre’a mozna znalez¢ w odpowiednich
rozdziatach ksigzek N.N. Lefciediena [2] oraz 1.P. Natansona MAj.

Wprowadzimy teraz transformate Legendre’a dla funkcji dwoch zmiennych
nalezacych do Y.

Definicja 1.1. Niech f$Y, k.j,KRtENO. Transformatg Legendre’a funkcji f
nazwiemy

1 1
ALFIkIRk2A =TT F FAXLBRAR\ LK, AL A2 AdxLdx2 =
S1-1 12

Analogicznie jak w przypadku transformaty Legendre’a dla funkcji jednej
zmiennej W . mozna wykaza¢ wkasnos¢ transformaty Legendre’a X [f] (] .k2).

Lemat 1.1. Niech f,geY, c6R, wtedy
)| JCFIL2) [N FIY
b) X[f+g] ¢ t™2) =X [FIdd .k2) +X[9] B".K2),

-Jtfef](kifk2) = cIC[fl(ki(k2),
gdy kl = n, k2 =m
¢[Wn,mjdd k2> - 1T TH7(@m) ~ gdy k1 4 n lub k2 4 m

d) = ® d*a k1*2® Not="f = 0 Prawie wszedzie w E.
Dowdd: Whasnosci (@) i1 (b) wynikaja z definicji transformaty Legendre’a.

Whasnos¢ (c) wynika z ortogonalnosci wielomianéw Legendre’a jednej zmien-
nej Wn(x1), Wnm(*2) na przedziale (-1,1) oraz z faktu, ze

1 1
/ Vn(xi > = 2n+T 7 J Vo x2)dx2 = 2ITT ~ [2]
-1 -1

Whasnos¢ (d) nazywa sie wkasnoscig jednoznacznosci transformaty Legen-
dre’a. Wynika ona z analogicznej wkasnosci dla funkcji jednej zmiennej,
gdzie transformata Legendre’a jest zdefiniowana nastepujaco

1
X[fl(k) =7? JF fU)-Wk(@du, Kk"ENO .
-1
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Jezeli wiec zapiszemy calke

11
PF O @)\ >k (4 @)dxide w poststei cakki
11

literovanej i skorzystamy z wkasnosci jednoznacznosSci transformaty Legen-
dre’a Jednej zmiennej [56], to otrzymamy te wkasnos¢ w przypadku transfor-
maty Legendre’a dla funkcji dwoch zmiennych:

1 1

J f Ff(xX1.x2)-~cl(x1)-Wk9(x2idxldx2 “
-1-1 - *

FOA)IN (x1)dXLKk (R)dx2 =

-1-1 " ~
(X1 )20k N(xL)dxL = 0

prawie wszedzie w [-1,1]*=*fF(xl ,x2) = O prawie wszedzie w E = [-1,1]x[-1,1],
Wprowadzmy teraz operator translacji Legendne’a E L

2
Definicja 1.2. Niech F£Y , -1 "h1#2~ 1.Operatorem translacji Legen-
dre’a nazywamy

1 1

Ch i P2 = ht K F ATihi+ui V-xi)A-h"),x2h2 +

+ u2Y (1-x2)(1-h2)) "TAMu)T-u]) duldu2.
Dokonujac nastepujacej zmiany zmiennych
yl = x1hl + cos p, y(1->?D 1-~), y2 = x2h2 + cos 1-x2)(-hD

cos Bj = ul , cos”® =u2 ldla-1< hl< 1, -1« h2< 1
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mamy

1 1
7,/ TOiy2Y KN ey K (2>h2 'y2/dyldy2 >

~h h FH xi»x2) =
¢hh )

«

odfcie funkcja:

1 2 -
(L2eadiia?) Adaxi )| O PE) o
K(xi ,hi,yi) = =
0 dla pozostatych iSxihi+V(1-xf)(1-hF),

1- 1,2...

tatwo zauwazy¢, ze w przypadku gdy funkcja T jest postaci T(xltx2) =
= fl(x1).f2(x2) wtedy

AhLh2 F)inx2) “ ., FI\x D)*{th2 f27(x2) =

=™ J fl(xlhl+ul 1-xF) (1-h") ,VI-u"dul) x
-1

X J Ba + VDD H2dD)

Operatory 7 zostaly whasnie w taki sposéb zdefiniowane w pra-

=y [sl-
Podamy teraz podstawowe wkasnosci operatora Ti?'l.2 f.

Lemat 1.2. Niech F6Y i1 niech W m”x1,x2" bedzie wielomianem Legendre’a
dwéch zmiennych, wtedy

a” Wn , mAx1*x2” = Wn,m™h1»h2” Wn,m™x1 ,x2"N

b) norma operatora-l ~ fijj» 1 ,
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o
[hi]-SI

DX [ er2 FIKkIK2 = \ 1,k I*h2) *iH(kI*k2»  k1*k2eNo *

Dowod: Whasnos¢ (@) wynika bezposrednio z whkasnosci (2,6) W- ktéra mowi,

ze (J Wn)O) = Wnh) Wn(X).-
Dla dowodu wAasnosci (b) obliczymy |t!*h Wn fll] ¥ .

Wh,mly = i Wi,m~Ah1*h2 A Wh,m~x 1sx 27Y = [Wa,m(h1”h2) 1 "W, milY

Poniewaz |wn>mcthith2* I1*£ 1> a dla w0 107h1*h2 mamy réwnoaé» wi?c i~hjl
Jest rowna 1 na zbiorze liniowo gestym w Y. Poniewaz operator h jest

liniowy i ograniczony na zbiorze liniowo gestym, wiec zachowuje swojg nor-
me na catym Y, (twierdzenie o rozszerzaniu operatora liniowego i ograniczo-
nego [i1).

(©) Korzystajac z poprzednich wkasnosci mamy:

iT"hih2 r - MMy UMy » oraz

lim |[*hihd W -W J =0.
(hv h2)- (,D11 hih2 n'm n,mly

Na podstawie twierdzenia Banacha-Steinhausa otrzymamy wkasnos¢ () w
catej przestrzeni Y.

OD A*[,*hih2 (k1 k2" «

11 11
i/ 73/ AYLRYKGRYThIKAR Y2 iR dyidy2) x

17
11
A= - -
KVi2uaoe- J il
11
r Jf VK AXIAHE2 X 2MKX 1 hl»yi ) K(x2«<h2, y 27 = dx1dx2)dyldy?
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-0 S i F(yipy2* A 1h2(\ 1k / (yity2)dyidy2 *
-1 -1

11
=+ 3/ AMylry2A*\1,k2%1sh2 A *\1,k2%y1, T2 dyldy? =

=\ 1R i ke~

2- POCHODNE CZASTKOWE LEGENDRE®A RZEDU re N, FUNKCII f€Y

Definicja 2.1. Jezeli dla funkcji feY istniejg funkcje gM,g2£Y takie, te

i gl

f - f
- 2
Lim
h2-»1° t- 4

- Al%/f _ ,(1 Ay = 5 * —
togg =D , g2 = DN *f nazywamy pochodnymi czastkowymi Legendre*a, rze
du r=1, funkcji f.

Pochodne rzedéw wyzszych definiujemy nastepujaco:

\% * 7 Dx "D x dla rl1 =2,3,...

Lemat 2.1, Niech f€X i niech istniejg DMINF , DM, wtedy
X1 2

ijorijckrk.,) = . [FICK™K. ),
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0)

Zgodnie z zatozeniem prawa strona nierdéwnosci dazy do zera, gdy W dazy do
1, wiec

Ponlew 9

wiec lemat zostat udowodniony.

Podobnie jak w pracy ES] zdefiniujemy tutaj: splot dwoch funkcji fig
nalezacych do Y, oraz sploty wedtug jednej zmiennej, w ktdrych operator
translacji Czebyszewa zastapimy operatorem translacji Legendre’a.

Definicja 2.2. Niech f€Y, geY. Splotem Legendre’a funkcji fi g nazwiemy

1 1

(FO @)(x1H2) =~ / / (*i x iU u2)g(ul ,u2)duldu2,

1-1 12

o ile ta caltka istnigje.

1
Definicja 2.3. Niech feY, g.« L 1 gl bedzie funkcjg Jednej zmiennej
Splotem Legendre*a funkcji fi g wzgledem zmiennej x1 na-
zwiemy

o ile ta catka istnieje.
Analogicznie dla funkcji feY, g2 6L1, gdzie g2 Jest funkcja jednej
zmiennej x2, splotem Legendre’a wzgledem zmiennej X2, nazwiemy

1

F@2 SHKLM2A=2 ] ~AxiIx2fgru2~d® *

o ile ta catka istnieje-
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Lemat 2.2. Niech feY, gelL”1,1\ gl«L1, gjCL1, wtedy poprzednio zdefinij-
niowane sploty istnieja prawie wszedzie w E oraz

1"

® i[Ffig](kltk2) -X[i1¢ki.-k2) XW ( ki.k2)t

£ Jf g™, k2) =£{y] (4 £ G (D>

£[Ff ®2 “ XL N g

Dowody istnienia splotéw przebiegaja analogicznie jak w przypadku klasycz-
nych splotéw w oraz jpk w przypadku splotéow £ 5{1 gl , f g2 z pracy
Es].
Dowody czesci (@) 1 (b) rowniez przebiegaja analogicznie jak w dowodzie le-
matu 1.3 1 lematu 1.4 z pracy [6]-

W pracy R.L. Stensa i1 M. Wehrenca [5] wykazano, ze funkcja

In fI=JI[+] * In"1 (k) = -1< h” x< 1
H(O,h) = m
0 dla pozostatych,

spetnia nastepujace warunki dla he(-1,1):

@ *t(x,h)cL!

(h)
Jjgngm7 In_1 17E dla k"tN ,
© 1 [2]kl
dla k* = 0.
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Funkcje H(x,h) wykorzystamy w dowodzie nastepujacego twierdzenia;

Twierdzenie 2.1. Niech fiY. Nastepujace warunki sg réwnowazne:

/A r 1 k.(k-+1)
(@ istnieje DM;fe X i X 7Kl Lk2) = ——=X M (*1k2>»
() Istnieje g€Y taka, ze
X[g](kltk2) - I[Fl(kltk2)! kv k2 eNtl

Dowod: Wynikanie (a)="(b) jest oczywiste.
(b)=»(a) Rozpatrzmy funkcje <., ,x2) = (@ dl, )(X1tx2).
Wykazujac rownos¢ transformat Legendre*a mozna wykazac, ze

CHtx2) =2 In" 7 1 AKX Prawie wszedzie w E

Mamy dalej:

nf 1f ,
2n 2 v R |*

1 1
J My *0 +5j 1~-1 g - gllyif(ul .hl)dur
-1 h,, 1

Zgodnie z wkasnoscia (¢) z lematu 1.2, mamy

-1

lim

Poniewaz
1+h.
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wiec wykazalismy, ze istnieje pochodna czastkowa f = g prawie wsze-
dzie.

Wniosek_2.1. Jezeli istnieje Qg,‘l,\ii, wtedy istnieja pochodne czastkowe Le-
gendre*a D~ (f®g), gl),

4~ (f 0 2 gl)t gdzie geY, fsY, gl6 Ll , g2EL1l , oraz

Dif(fOg) = (D”i)Bs, Dil)(f®1 gl}= (Ox, ©®1 gl m
DAif B2g2)= (DAH A~ ~

Dowéd jest natychmiastowy na podstawie wkasnosci (b)) z lematu 2.2 i po-
przedniego twierdzenia.

Wniosek 2.2. Operator DS]E jest operatorem domknietym, to znaczy jezeli
X1

cigg funkcji fn6Y speknia nastepujgace wairunki

@ lim|fn-fly=0,

n—»co

o istniejg 4 ~ M6Y

© limjD(L)f - gly =0,
n—*o 1

to istnieje pochodna czgstkowa Legendre®a D)’(\’\fEY i D)’zllf\f = g

Dowdd przebiega analogicznie jak w przypadku pochodnych czastkowych Czeby-
szewa, wkhasnos¢ (i), twierdzenie 2.2 16].

Wniosek 2.3. Istniejg pochodne czgstkowe Legendre"a nastepujacych funkcji

AWM F=FS1%€, Alh f=f[g2at dla hith26 (-1,1), FEY i

Dx2MA1FN x1,x2™ " 1 In A+h2A-AF  ALh2fA x1,xen
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prawie wszedzie. Jezeli istniejg DMF, DM T, wtedy

(°X2)Alh/) = Alh2~ vV -

Podobnie jak w przypadku pochodnych czastkowych Czebyszewa [6] podamy
zwigzek miedzy pochodnymi czgstkowymi Legendre®a funkcji €Y a pochodnymi
w klasycznym sensie.

Twierdzenie 2.2. Niech FE£Y i niech istnieje feY taka Ze:

@ T = f prawie wszedzie w E, T jest funkcja ciagly wewngtrz E,

@) istnieja |T— , , JLg jest ciagla wewngtrz E, Jest catko-
1 3X4 1 1|

walna w kazdym kompakcie zawartym w E,

© Iim" x? - 1) = lim (-1) ~ =0 dla kazdego x2e(-1,1),
1 3x1  x & 4 axl
1) A
W) f - 0t ]
Wtedy istnieje pochodna czastkowa Legendre"a funkcji T, i

OMPHX. ,x2) -1 x? - 1D + X. prawie wszedzie w E.
X1 3xN 1

Dowdd: Wystarczy wykaza¢, ze transformata Legendre’a funkcji

g(xIfx2) =\ (2 -1)A +*1 M jest rowna
oxn -

K-Gerl E[ﬂi(k.,,la), dla kv k2SHO .

1 2- i
£[g]1 (k1 &2) = 5-F [l (=D M + X1 Jrj—»].IV\kl(xl)\ 202)d,Hx2 -

-1 -11L 3xi
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Oblio2my catke

1
tx2) =\ 7 [?2(X1 " D~ +XLitf] =\ 1(xDdxl =

= WMo/ W7 [ (7 - A, (*1)0*1 =
_ K2 ]
= Llim f i st 1 — Lim 1 7/ |(X1_l) 3f (Xl)Xm:
fe*0+ 4 B OAXQL-T7 - *1.

=0 ding || D e

_ i Xj-1 1" 6 1-« '
=+ ;E"“b+ ety ffx'|>x2)’\/\7k1"xl) -z +1 J f(XI))XzA
1+6 -1 +E

dr,; . Xi“11 i k1l (k1+1)

dxALkl 1 *T  J,dxl gii0+ 2 o 7~ x1,x2™ 2 k., (X1)dx1=

- A M) .

i — k1l(k1+1
AT ey QU
1

Dlatego

1

X[gl(klfk2) = e f f

-1

k1 1
FO Bk DIk 02 S gens

1 1 2

K1 (kL+D) D)
= —2 I*1(kiPk2) = — 5 X[F1 (kL Fk2).
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3. MODULY CIAGLOSCI LEGENDRE’A

Definicja 3.1. Niech f6Y,

SV o é2) " 6

f¢2 6 (-1.1).
Modudem ciggtosci Legendre’a dla funkcji f nazwiemy

f - iy .

Modudy czastkowe zdefiniujemy nastepujaco:

mAU. §,. 1>-B" <il’4li

)

Lemat 3.1. Niech f, geY ,

@

®

©

@

®

N I |

IR IAENIK

Udowodnimy obecnie podstawowe wkasnosci tych modudow.
, T2 6(-1»1)» wtedy:

(F, 61t ¢2)7 2 IFY ,

o] (F, ¢IF (2)7 cn(F, (If 1) +ajlI(f,1.@),

Iim ol(F, &, S ) -0,

co*(f+g, &f ¢(2)" «i(f,

¢2) + (g, <, 62)*

ojICF, d,, 1)~ 6(1 - &) IDX F]Y *

o (f, 1,62) ~ 6(1-®)1

1n fly

dla funkcji f, dla ktorej

istnieja
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@ 1) 2.6.max jl, ¢2, D

<u*(F,1, ¢ 3) £ 12 max

Dowod: Whasnos¢ (@) wynika z wkasnosci (b) z lematu 1.2.
() Poniewaz f=~ ~~f) . wiec

I"h/ -fJ¥< +thiIf - FIY A

A®S,h1lf " AY + |~1h2f  Fly *

sklad wkasnos¢ (b) wynika natychmiast.
Whasnos¢ () wynika bezposrednio z whkasnosci (c) z lematu 1.77.
Whasnos¢ (d) wynika z addytywnosci operatora translacji Legendre’a

1%
(e Wykazemy pierwszg z nierdwnosci. Druga dowodzi sie analogicznie.
Zgodnie z wnioskiem 3.3 1 zatozeniem mamy, ze

[f-ALEY - 112 1n o< 2-In Ik=<INAye

Dla 6 Jo, prawdziwa jest nieriownosc

In T+~ 1 " h1 ©

Wykazemy, ze dla -1 < 0

N L

Zgodnie z definicja funkcji it(x*,h) mamy:

- U In (I-uM)(@+hD*In~1 » duv
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Obliczmy catke

0 +u-H (i)
K6) - 7/ In (i-uACUh~ dul
hil

Stosujac twierdzenie o catkowaniu przez czesci mamy:

0 1
S EhS AXADRYW AL W

1

Oszacujemy kazdg z tych cakek osobno

6e(0,1).

tx3 e

55
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W ostatnim oszacowaniu korzystamy z tego, ze

1

J  (**1 D)F(XL,x2)dyl = 0.

Obliczmy bowiem jej transformate Legendre*a.

1 1

AL«F My-,1 “ of wkAYT 2 1 [Fl(kirk2"dyi = O

dla k1,k2eNQ.
Na podstawie lematu Fatonu mamy

Hininf 1G] Iy< lim siip HIOIY< 4 In 2 FIDAY -

£—*0+ e— o+ 1
Poniewaz limlinf |[KE)| = In A . (O3]
6— O+ 11 1

otrzymujemy wiec potrzebne oszacowanie:

Bioragc pod uwage oszacowanie dla O~ hl ”~ 1 i ostatnie mamy, ze

p~rh-1 ' Ffliy< 6.(1-hl) |DMAlY , skad wynika wkasnos¢ ()

(® Niech geY, feY i niech istnieje geY.

x1

un(f, 61f i)sE wA(f-g, d.,,1) +~ (g, t51,1)~"

<2|f - dlly ¢ 6*C-AD|D"gly
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WACE, L D< 6 it IIFgl ¢ d-a) | | [] .
S®Vxq

gdzie v2 = <g6Y, V I\

11 g "

J1Fl)< 6.infF | ecrap
e6V3§1

se6.max li, ~iiinf i[[fg][y + 0 -V
1 ev "
9 X1

2, 65e (-1,1).

Wezmy teraz funkcje gl = A$ 1f. Wiemy, ze gl6 (wniosek, 2.3)

“I(F.<V>< 6.max |I,

IIF_SHIY+i1" )| IDx~glly =12 / 1N (X122 SN > 2 dul | Y
02
+ (=52) .\ *In"1 JE=~ 1 Ffv~
1
*£ ?cfo,i(f*Ul'l) je(ul'Q)dul + 2 AN(FLN2,1)<

T+SZ
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H30EPAI£LEHKE 110 JTRKAHUPY H 9ACTHNE HPOO3BOJRIIE JIEKAHAPA

Pe3Due

B paGoTe onpe~ejieHu: H3o6paxeHHe no JlexaHApy, onepaTop TpaHCxauBH Jle-
saHApa, aacTHue npoh3boAHue JlexaHApa, CBepTKa JyHKpH& h MOAyJiH HenpepHBHo-
cth JleacaHApa rjik $yHKuHfi AByx nepeMeHHUx 03 npocipaHOiBa oo cueraaHHUMH cTe-
neHHMH. BhuiH HCOAeAOBaHbi OBofloTBa onpeACAeHHUx onepaTopoB h OyBKuatt, a Tax-
xe B3aHMHaa saBacHUOCTb MexAy hhmh h MexAy o3Beethumb iiohhtbhmh 03 Xjiacea-
neckOft xeopHB annpoxcHMaijBH. Pe3yzbiaTu, nojiyveHHBie 3Aecb, hbjibbtch nepe-
HOCOM pe3yjibiaToB, noxyneHHUx P.U. CieHOM a M. BepencoM Ha iyHKpaa Asyx
nepeMeHHUx, BHTerpapyeMue cO CMemaHHUMB cTeneHSMB GoJibmaMB bjib paBHUMB 1.

LEGENDRE TRANSFORMS AND LEGENDRE PARTIAL DERIVATIVES

Summary

In ©ie paper there are defined Legendre transform, Legendre translation
operator, Legendre partial derivatives, convolution and Legendre moduls of
centinuity for functions of two variables from space with mixed powers.
There were investigated the properties of the defined operators and func-
tions and mutual relations between them and between known notions from
classical theory of approximation. The results obtained here are the gene-
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ralization of the results obtained by R.L. Stens and M. Wehrens for the
functions of two variables. These functions are intejgrable with mixed po-
wers which are greater or which equal 1.
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