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OBIEKTY PROJEKTYWNE W KATEGORII OBIEKTÓW ABSTRAKCYJNYCH

Streszczenie. Praca niniejsza zwiera wyniki dotyczące postaci 
obiektów projektywnych oraz uwagę dotyczącą obiektów iniektywnych 
w kategorii obiektów abstrakcyjnych OA. Rozważania prowadzono tak, 
by wskazać na związki pojęcia z teorii kategorii - obiekt projektyw- 
ny - z pojęciami teorii obiektów abstrakcyjnych takich jak tranzy- 
tywność czy komitanta.

W niniejszej pracy przedstawione są wyniki dotyczące obiektów projektyw- 
nych w kategorii obiektów abstrakcyjnych OA.

W przypadku obiektów projektywnych dowolnej kategorii A rozpatruje się 
podkategorię 35, kategorii A, której każdy morfizm jest ep|imorfizmam. Ponie
waż każde odwzorowanie wyznaczające komitantę jest epimorfizmem w kategorii 
OA W .  badanie projektywności dotyczy jednego z podstawowych problemów 
teorii obiektów abstrakcyjnych, a mianowicie problemu komitant.

Na koniec pracy zamieszczono uwagę dotyczącą obiektów iniektywnych w ka
tegorii OA.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE

Definicja 2.1. ( [i] )
Obiektem abstrakcyjnym o włóknie M, grupie G i działaniu F nazywamy trójkę

gdzie M Jest dowolnym zbiorem niepustym, G - dowolną grupą a F: M * G — *M, 
działaniem grupy G na zbiór M, spełniającym dwa warunki:

1. WST^P

(M, G, F), (1)

1 ) V  x t Mt V  g1,g2 c G F(F(x,g1),g2) = F(x,g2 g-,), (2)

2) V  x e M F(x,e) = x. (3)

Niech będą dane dwa obiekty abstrakcyjne (M1,G1,F1) i (M2,G2,F2).
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Definicja 2.2. -lilii
(Odwzorowaniem ekwiwariantnym obiektu (-'m »G^ , F^) w obiekt (M2f ̂ 2 * ̂ 2) na” 

zywamy parę odwzorowań (h,i»), gdzie h: M., — '*M2 jest odwzorowaniem zbioru M1 
w zbiór M2, a<p: G1~ * G 2 jest homorfizmem grupy G-, w grupę G2, spełniającą 
warunek:

V x 6 H 1, V g e G 1 hCF^y.g)) = F2(h(x), >p(g)). (4)

Definicja 2.3. ([1 ])
Kategorię, której obiektami są obiekty abstrakcyjnej morfizmamł - odwzo

rowania ekwiwariantne, a kompozycja - składanie par odwzorowań, nazywamy 
kategorią obiektów abstrakcyjnych (oznaczoną dalej przez OA).

Niech $> będzie podkate^orią kategorii <ft taką, że każdy morflzm %  G $  
jest epimor(fizmem.
Definicja 2.4. ([5])

Obiekt P € J\.° nazywamy pro jektfywnym (ze względu na £  ), jeśli dla każdego 
Tte.35 przekształcenie <CP, • <C P»A^ — Jest suriekcją.

Znaczy to, że dla każdego Tt: A— »B, 7t €. i każdego P— »3, 'p e A  
istnieje co najmniej jeden morfizmY: P — >A,y ejl taki, że diagram

X
%

(5)

jest przemienny.
Uwaga 2 .1

W katejgorii grup Gr grupy Zn dla n = 2,3,... nie są projektywne, a grupa 
Z jelst projektywna ([5]). Ogólnie każda w|olna grupa projektywna ([¿t]) .

3. Rozważmy następujący obiekt abstrakcyjny

(Z,Z+,f) (6)

gdzie Z jest zbiorem liczb całkowitych, Z+ - grupą addytywną, liczb całko
witych, a f: Z- Z+— *Z jest określone wzorem:

V  k 6 Z, V n 6 Z + , f(k,n) = n + k (7)

Obiekt (6) jest prostotranzytywny (tzn.V k-)» ^ 2 e ^’ -^1 n 6 Z+ 'talcie» że 
f(k1fn) = k2 (patrz [1]).
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Uwaga 3.1
Przez morfizm trywialny będziemy rozumieć taki morfizm ,G., ,F1 ),

(M2,G2,F2 )̂ > oa, że spełniony jest przynajmniej jeden z poniższych warunków:

1) h: M1— >M2 Jest stałe, tzn. 3 y Qe M 2, VxGM.,, h(x) = yQ, Imh = {yQ}.

2) ¥  : G1— ► G2 Jest takie, że \ / g e G1,<P(g) = eQ^, tzn. IM <P = j eQ^ j .

Uwaga 3.2
Dla dwóch obiektów (M1,G1,F1) i (M2,G2,F2) o nietrywialnych działaniach 

Fif i = 1,2 zbiór <(M1,G1,F1), (M2,G2,F2£ > 0A może składać się tylko z 
morfizmów trywialnych (np. jeśli G^ = Z2 a G2 = Z^, ponieważ istnieje tylko 
trywialny homorfizm grupy Z2 w Zj).
Obiekt (6) ma natomiast poniższą własność:

Lemat 3.1
Jeżeli (M,G,F) nie jest skalarem, to w zbiorze <^(Z,Z+,f), (M,G,f £> QA 

istnieją morfizmy nietrywialne.

Dowód
Niech obiekt (M,G,F) spełnia założenia lematu.

Morfizm (h,f) G <(Z,Z+,f), (M,G,F)^> QA określony następująco:

cp : — * G V  n € Z + <p(n) « gn; g - dowolne

h: Z — »M h(0) = xQG M; xQ - dowolne (8)

V k € Z h(k) = F(xQ,gk ).

'p jest oczywiście homomorfizmem Z+ w G.
Sprawdzimy teraz warunek zgodności (4).

V k 6 Z, \ / n G Z + h(f(k,n)) = h(n+k) = F(xQ ,gn+k) =

= F(xQ,gn gk) = F(x0, *P(n).gk) -

= F(Fl(x0,gk), V(»)) = F(|h(k), <p(n)) .

Jeśli w (8) przyjmiemy g e G  i xq€ M  takie, że F(xQ,g)| = x ^ x^ (punkt xQ 
i g e G  także istnieją, bo (M,G,F) nie jest skalarem), to morfizm (h,?>) nie 
jest trywialny.
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Uwaga 3.3
Para (h,^) określana wzorami (8) jest również morfizmem w OA gdy (M,G,F) 

jest skalarem.
Pokażemy teraz:
Lemat 3.2

Dla dowolnego obiektu (1) każdy morfizm (h,^) € <^(Z,Z+,f), (M,|G,f £ > 0A 
jest postaci (8).
Dowód

Niech dany będzie obiekt (1). Niech (hjY^E <s3z>Z+ff), (M,G,F)^>q a .
Na mocy (4) dla dowolnego k e Z  mamy:

h(k) = h(0 + k) = h(k + 0 )  = ł i ( f ( 0 , k ) )  = F ( h ( 0 ) ,  <js>(k)).

A więc V k  6 Z, h(k) jest wyznaczone przez h(0), h o m o m o r f i z m Z +— »-G i 
działanie F w sposób zdefiniowany w (8). Fakt, że homo mor fi zm Z+— »-G 
musi być zdefiniowany wzorami = g6G, Fin) = gn jest oczywisty.

Uwaga 5.4
Wszystkie dalsze rozważania dotyczące obiektów projektywnych, będą pro

wadzone dla przypadku, gdy podkategorią 53 z definicji 2.4 jest podkate- 
goria 0Ae, kategorii OA, wszystkich epimorfizmów i sformułowanie "ze wzglę
du na 0Ae" będziemy opuszczać.
Twierdzenie 3.1

Obiekt (6) jest obiektem projektlrwnym w kategorii OA.

Dowód
Niech (h,<P) £ <^(M1,G1,F1), (W2,G2,F2)/>0A będzie dowolnym epimorfizmem. 

Pokażemy, że dla dowolnego morfizmu:

(b2, 2)6 ^(Z,Z+,f), ^ 2  ’ *̂ 2 ’ ̂ 2 OA

istnieje morfizm

( h ^ J e  <(z,z+,f), (m 1,g 1,f 1) > oa

taki, że diagram

Cz, z+, f)
(h2,lp2)

/  (h,<p) \
(*'1,G^F1)-----------(M2,G2,F2)

Jest przemienny,..
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Ponieważ każdy morfizm o dziedzinie (Z,Z+,f) jest postaci (S) (lemat 3.2), 
morfizm (h2,P2) zadany jest wzorami

h2(o) = x2e M 2 i = g2 e c 2 .

Ponieważ (h,$ jest epimorfizmem, to

3 x 16 M 1, 3 g 1,6G1 taklje, że h(x.,) = x2 i lP(g1) = g2 .

Zdefiniujemy h^: Z— i ^ : Z+— *-G1 następująco

h-i(O) = , \/ h-j(k) = F-](x. ,g.),k£ Z

P,(1\) = g-, •

Morfizm ten spełnia warunek przemienności diagramu (9) tzn.

(h,W (h1f^ )  = (h2, <P2)i

V k € Z h(h1(k)) = h(F1(x1,g!f)) = F2(h(x1), <p(g*)) =

= F2(x2,(Cp(g1))lc) = F2(x2,g^) = h2(k),

V n « Z + ^(^(n)) = r(g^) = CPCg-,))" - Ą  - ^(n) .

Uogólnimy teraz lematy 3.1 i 3.2J.
Lemat 3.3

Jeżeli nie jest skalarem i istnieje nietrywialny homomorfizm
'P: G— »G1 taki, że lp(G)\>Ł(M1) 4 $< gdzie > 6 ^ )  oznacza grupę nieefektyw
ności zbioru M1, to dla dowolnego obiektu prostotrazytywnego (M,G,F) w zbio
rze <C^(M,G,F), (M1 ,G1 ,F1 ) ^ 0a istnieje nietrywialny morfizm (h,1?3).
Ponadto dowolny morfizm (h,^»)e <^(M,G,F), (M1 ,G1 ,F1 )^>0A ?dzie (K »G »F) J153* 
obiektem prostotranzytywnym, a (M^,G^,F^) dowolnym obiektem abstrakcyjnym 
jest taki, że h: M — »M1 jest postaci:

h(xQ) = x^ dla pewnego x^G i dowolnego xQ 6 M

Vx«M, h(x) = F1(x1,<f»(gx)), gdzie 'p Jest homomorfizmem P: G — ►G1 , a 
g G Jest takie, że F(xQ,gx) = x.
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Dowód
Niech (M,G,F) będzie prostotranzytywnym obiektem abstrakcyjnym. Niech 

(h»<P)6 <(M,C,F), (M1,G1,F1) > oa , gdzie (M1,G1,F1) nie jest skalarem 1 
jest dowolnym nietrywialnym homomorfizmem ?>: G — ►G1. Niech xQ e M, x1 £ M., 
dowolne, przy czym x1 takie, że F1(x1,g1) = x-j 4 x^ dla pewnego g-, e ImG 
(por. lemat 3.1).
Zadajemy

h(x0) = X 1 i V x € M h(x) = F1(x1,'P(gx )), (10)

gdzie gx 6 G  takie, że F(xQ ,gx) = x.
Pokażemy warunek (4):

V x 6 M ,  V g e G  h( F(x,g)) = h(F(F(xQ,gx),g)) = h(F(xQ,ggx)) =

= F1(h(xo), <p(ggx)) = F1(h(x0), W e )  W e ) )  =

= F1(F1(h(x0), <p(gx)), p(g)) = F1(h(F(x0,gx )),

*P(g)) - F1(h(x), p(g)).

Pokażemy teraz, że dla każdego (fri,<p)e <C(M»G»F)> (M1 »G1 »F1 OA ’ &dzie 
(M,G,F) jest obiektem prostotranzytywnym, a (M1,G1,F1) dowolnym obiektem 
abstrakcyjnym h: M — zadane jest wzorami:

*»(*„) = xv  h(x) = F1(h(xQ), <f»(gx))

dla dowolnego ustalon|ego i pewnego x1 6 M1, gdzie G — ►G, jest homomor
fizmem grup. Niech x ć M  dowolne. Dla dowolnego x q€ M 3-jg £ G  takie, że 
p(x0,gx) = x.
Z warunku (4) wynika, że

h(x) = h(F(xQ,gx)) = F1(h(x0), ,(?(gx)).D

4. Podamy teraz dwa lematy. Pierwszy z nich Jest szczególnym przypadkiem 
następującego twierdzenia:
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Twierdzenie 4.1 ([i])
Każdy abstrakcyjny obiekt tranzytywny (M,G,F) jest rówrtoważny obiektowi 

(G/r(x G, 1). gdzie x q 6 M  dowolne,
' O

G(x q) = | g € G; F(xQ,g) = xQ |

l([g]»x) = [L(g»x)] , 

gdzie L jest działaniem obiektu 

(G,G,L) , L(x,g) = gxal .

Uwaga 4.1
Oczywiście każdy obiekt (G,G,L) jest prostotranzytywny.

Lemat 4.1
Kiedy obiekt abstrakcyjny prostotranąytywny jest równoważny obiektowi 

(11).o 
Lemat 4.2

Dla dowolnych grup G,H i dowolnego homomorfizmu 'p: G — »H, para (p,y) 
jest morfizmem w OA,

('P,'?)6 <(G,G,IG)'f (H,J,Ln)J>0A , gdzie

V  x 6 G, V LG(x,g): = gx

V y£H, V h e H  LH(y,h): = hx.a
(Pierwszy element pary rozumiemy jako odwzorowanie między zbiorami elemen
tów grup G i H).
Tak więc, na mocy lematu 4.1 rozważania dotyczące obiektów prostotranzytyw- 
wnych można ograniczyć do obiektów postaci (11). Pomimo, że lemat 3.3 jest 
naturalnym uogólnieniem lematów 3.1 i 3.2 nie zachodzi analogicznie uogól
nienie twierdzenia 3.1 na dowolne obiekty prostotranzytywne, co pokazuje 
poniższe rozumowanie.

Niech będzie dany obiekt (11), gdzie G-dowolna grupa. Załóżmy, że jest 
on projektywny. Weźmy pewien epimorfizm (’P.pje «^G^G^.L^, (G2,G2,L2) ̂ >0A.
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Dla każdego (<P2,<P2 ) e  <(G,G,L), (G2,G2,L2) > 0A istnieje morfizm (h.,,<*».,)
£ <(G,G,L), (G1,G1,L1) > o a taki, że diagram

(G , G , L)

(h \ ( ? 2,<iP2)

(g 1 ,g 1 ,l 1 ) -- ^ ( G 2,G2,L^)

jest przemienny.
Oznacza to, że dowolna grupa G jest projektywna w kategorii Gr, co jest 
sprzeczne z uwagą 2.1.
Zachodzi natomiast
Twierdzenie 4.2

Dla dowolnej G-geometrii (patrz [1 ]) istnieje obiekt projektywny. Jest 
nim obiekt postaci (11).Q

5. Twierdzenie 3.1 można uogólnić na obiekty postaci (11), gdzie G jest 
grupą wolną. Mamy:

Twierdzenie 5.1
Każdy obiekt (11), gdzie G jest dowolną grupą wolną jest projektywny 

w 0 A d .
Rozważania prowadziliśmy w mniej ogólnym przypadku z dwóch powodów. Po 
pierwsze: ze względu na przejrzystość prowadzonych dowodów, przez co bar
dziej czytelna była ich idea, a po drugie: obiekt (6) ma szczególne włas
ności kategoryjne w OA. Jest on, np. również koseparatorem w kategorii OA 
([3]).
W kategorii OA istnieją także obiekty projektywne innej postaci niż podana 
w twierdzeniu 5.1, a mianowicie obiekty (M,{e},F), F(x,e) = x, M jest
dowolnym zbiorem niepustym.
Projektywność obiektu tej postaci wynika z faktu, że obiekt taki można w 
pewnym sensie utożsamiać ze zbiorem M (jest on poddawany tylko jednemu prze
kształceniu - identycznościowemu), a w kategorii EnS każdy zbiór jest pro
jektywny ([5]). Ponieważ retrakty obiektów projektywnych są projektywne 
([5]) mamy:
Wniosek 5.1

Jeżeli komitanta obiektu projektywnego jest jego retraktem, to jest rów
nież obiektem projektywnym.g
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6. Obiekty iniektywne w kategorii OA
Niech Jł będzie dowolną kategorią. Niech B  będzie pewną podkategorią ka

tegorii taką, te każdy morfizm 6 £ B  jest monomorfizmem.

D e fin ic ja  6 .1  _łM l

Obiekt 16 A "  nazywamy iniektywnym (ze względu na ») jeśli dla dowolnego 
morfizmu (>: A — *-B w kategorii S> przekształcenie

« 5 , 1 ^  ■ < 3 * . ^ — *<*• * > »

Jest suriekcją, tzn. dla każdego morfizmu 'P : A — »-I w kategorii A  istnie je 
conajmniej jeden morfizm^: B — »1 w kategorii taki, źe diagram

■ ® »B

Jest przemienny.
Jako kategorię z definicji 6 . 1 weźmy podkategorię wszystkich monomorfiz- 
mów kategorii OA. Niech (M,G,F) będzie obiektem iniektywnym. Dla dowolnego 
monomorfizmu (h,V)e < ( M 1 ,G1 ,F1) , (M2 ,C2 ,F2) > oa i dowolnego morfizmu

(h1,¥’1)e <^(M1 ,G1 ,F1), (M,G,F)^>0^ istnieje zatem morfizm

(ha,'P2)6 < ( M 2,G2 „F2)» (M »G »F)^>0A tak1’ że dla£ram

(M1,G1,F1) -- ^ «S L » ( m 2,G2,F2)

^/(h2 , ̂ )

(M ,G ,F)

jest przemienny.
Przyjmując M 1 = {x} otrzymujemy, że G jest grupą iniektywną. R. Baer (patrz 
[5]) pokazał, że grupa zerowa jest jednym obiektem iniektywnym. Zatem obiek
tami iniektywnym! w OA (ze względu n a B )  są tylko obiekty postaci (N,{e},F)
W  F(x,e) = x. 

x« M
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nPOBKTHBHHE OKhEKTH B KATETOPHH AECTPAKTHHX OEŁEKTOB

P e 3 K) M e

B HacTOJuneâ padoie cojiepacaTca peayabiaru, Kacaionneca bhjs npoeKTUBHux 
oÓteKToB, a TaKste 3aMevaHHe, Kacammeeca HHbeKTaBHHX oÓteKTOB b KaTeropnn 
aócTpaxTHbix oSteKTOB OA. PaccyxfleHHa iiposoflaTca T3khm oópa30M, aToóH noKa- 
3aTb CBa3bnoHaTaa H3 Teopra KaTeropnn - npoeKTHBHoił oóbeKT - c nonaTHaMH 
XeOpMH aÓCTpaKTHŁDC OÓbeKT OB , TaKHX KaK TpaH3HTHBH0CTb, HJIH KOMHTaHT.

PROJECTIVE OBJECTS OF ABSTRACT OBJECTS CATEGORY 

S u m a r y
T]he results presented in the paper concern the form of projective objects 

(with a remark on the injective objects()in the category of abstract objects 
OA. The connections between categorial notion of projective object and the 
notions of the abstract objects theory (such as transitivity 01 concomi
tant) are indicated.
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