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OBIEKTY PROJEKTYWNE W KATEGORII OBIEKTOW ABSTRAKCYJNYCH

Streszczenie. Praca niniejsza zwiera wyniki dotyczace postaci
obiektéw projektywnych oraz uwage dotyczaca obiektdéw iniektywnych
w kategorii obiektéw abstrakcyjnych OA. Rozwazania prowadzono tak,
by wskaza¢ na zwigzki pojecia z teorii kategorii - obiekt projektyw-
ny - z pojeciami teorii obiektédw abstrakcyjnych takich jak tranzy-
tywnos¢ czy komitanta.

1. WST”P

W niniejszej pracy przedstawione sg wyniki dotyczace obiektédw projektyw-
nych w kategorii obiektéw abstrakcyjnych OA.

W przypadku obiektéw projektywnych dowolnej kategorii A rozpatruje sie
podkategorie 35, kategorii A, ktérej kazdy morfizm jest ep|imorfizmam. Ponie-
waz kazde odwzorowanie wyznaczajgce komitante jest epimorfizmem w kategorii
OA W . badanie projektywnosci dotyczy jednego z podstawowych probleméw
teorii obiektédw abstrakcyjnych, a mianowicie problemu komitant.

Na koniec pracy zamieszczono uwage dotyczaca obiektéw iniektywnych w ka-
tegorii OA.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE

Definicja 2.1. ([i1)

Obiektem abstrakcyjnym o wkéknie M, grupie G i dziaktaniu F nazywamy troéjke

™, G, P, @

gdzie M Jest dowolnym zbiorem niepustym, G - dowolng grupg a F: M *G —*M,
dziataniem grupy G na zbiér M, spedniajacym dwa warunki:

1) Vxewe V gi.g2c6 F(F(x,91),02) = F(x,02 g-.), @

2V xewm F(x.€) = x. ®

Niech beda dane dwa obiekty abstrakcyjne (M1,G1,F1) i (M2,G2,F2).
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Definicja 2.2. -lilii

(Odwzorowaniem ekwiwariantnym obiektu m»G" ,F~) w obiekt (M2f*2*72) na”
zywamy pare odwzorowan (h,i»), gdzie h: M.,— *M2 jest odwzorowaniem zbioru M1
w zbidér M2, a<p: G1~*G2 jest homorfizmem grupy G, w grupe G2, spedniajaca
warunek:

VX6H1,VgeG1 hCFry.g)) = F2(h(x), >p(@)). @

Definicja 2.3. ([1D

Kategorie, ktorej obiektami sa obiekty abstrakcyjnej morfizmamt - odwzo-
rowania ekwiwariantne, a kompozycja - skdtadanie par odwzorowan, nazywamy
kategorig obiektéw abstrakcyjnych (oznaczong dalej przez OA).

Niech $ bedzie podkate”orig kategorii <t taka, ze kazdy morflzm % G $
jest epimor(Fizmem.

Definicja 2.4. ([5D

Obiekt P€N° nazywamy pro jektfywnym (ze wzgledu na £ ), jesli dla kazdego
Tte.35 przeksztakcenie <CP, e CP»AN — Jest suriekcjg.

Znaczy to, ze dla kazdego Tt: A-»B, 7t€ i kazdego P— »3, "peA
istnieje co najmniej jeden morfizmY: P->A,y ejl taki, ze diagram

X (5)

jest przemienny.
Uwaga 2.1

W katejgorii grup Gr grupy Zn dla n = 2,3,... nie sa projektywne, a grupa
Z jelst projektywna ([5])- Ogoélnie kazda wjolna grupa projektywna ([t]) -

3. Rozwazmy nastepujacy obiekt abstrakcyjny

2,2+, ®

gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych, Z+ - grupa addytywna, liczb catko-
witych, a f: Z- Z+- *Z jest okre$lone wzorem:

V k62z, Vn6Z+ , f(k,n) = n + k (7)

Obiekt (6) jest prostotranzytywny (tzn.V k-)» ~"2e””-~1 n 6Z+ talcie» ze
f(kifn) = k2 (patrz [1])-
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Uwaga 3.1

Przez morfizm trywialny bedziemy rozumieé¢ taki morfizm G., ,F1),
(M2 ,G2,F2)Y> oa, ze spedniony jest przynajmniej jeden z ponizszych warunkéw:

1) h: M1- >M2 Jest state, tzn. 3y QeM2, VXGM.,, h(Xx) = yQ, Imh = {yQ}.

2)¥ : Gl- »G2 Jest takie, ze \/geGl,®(g) = eQ”, tzn. IM <P= | eQ"]

Uwaga 3.2

Dla dwéch obiektéow (M1,G1,F1) i (M2,G2,F2) o nietrywialnych dziataniach
Fif 1 = 1,2 zbi6ér <(M1,G1,F1), (M2,G2,F2£ >0A moze sktada¢ sie tylko z
morfizméw trywialnych (np. jesli G = Z2 a G2 = Z», poniewaz istnieje tylko
trywialny homorfizm grupy Z2 w Zj).

Obiekt (6) ma natomiast ponizszg whkasnosc:

Lemat 3.1

Jezeli (M,G,F) nie jest skalarem, to w zbiorze <~(Z,zZ+,f), (M,G,f£> QA
istniejag morfizmy nietrywialne.

Dowéd

Niech obiekt (M,G,F) speinia zatozenia lematu.
Morfizm (h,f) G <(Z,z+,F), (M,G,F)*> QA okreslony nastepujaco:

cp : —-*G V n€zZ+ <p(n) « gn; g - dowolne
h: Z- »M h(0) = xQG M; xQ - dowolne ®
V k€z h(k) = F(xQ,gk).

"p jest oczywiscie homomorfizmem Z+ w G.
Sprawdzimy teraz warunek zgodnosci (4).

Vkez, \sncz+ h(f(k,n)) = h(n+k) = F(xQ,gn+k) =

F(xQ.,gn gk) = F(x0,*P(n).gk) -

FEICO0 ,gk), V(»)) = F(hE), <p(m)) .

Jesli w (8) przyjmiemy geG i xg€M takie, ze F(xQ.,9)| = x ~ x» (punkt xQ
i geG takze istnieja, bo (M,G,F) nie jest skalarem), to morfizm (h,?>) nie
jest trywialny.



Andrzej Mika

Uwaga 3.3
Para (h,”™) okreslana wzorami (8) jest réwniez morfizmem w OA gdy (M,G,F)
jest skalarem.
Pokazemy teraz:
Lemat 3.2
Dla dowolnego obiektu (1) kazdy morfizm (h,™) € <~(Z,zZ+,F), (M, |G,F£>0A
jest postaci (8).
Dowéd
Niech dany bedzie obiekt (1). Niech (hjY"E s3z>Z+ffF), (M,G,F)">qa .
Na mocy (4) dla dowolnego keZ mamy:

h(k) = h(0 + k) = h(k + 0) = +i(f(0,k)) = F(h(0), <js>(K)).

A wiec Vk 6 Z, h(k) jest wyznaczone przez h(0), homomorfizmZ+— »G i

dziatanie F w spos6b zdefiniowany w (8). Fakt, ze homomor fizm Z+— »G
musi by¢ zdefiniowany wzorami = g6G, Fin) = gn jest oczywisty.
Uwaga 5.4

Wszystkie dalsze rozwazania dotyczace obiektéw projektywnych, beda pro-
wadzone dla przypadku, gdy podkategoriag 53 z definicji 2.4 jest podkate-
goria OAe, kategorii OA, wszystkich epimorfizméw i sformutowanie 'ze wzgle-
du na OAe' bedziemy opuszczac.

Twierdzenie 3.1
Obiekt (6) jest obiektem projektlrwnym w kategorii OA.
Dowéd

Niech (,<P) £ <~(M1,G1,F1), (W2,G2,F2)/>0A bedzie dowolnym epimorfizmem.
Pokazemy, ze dla dowolnego morfizmu:

®2, 2)6 ~(Z,Z+,F), "2 ¥212 OA
istnieje morfizm

(h~rJde <(z,z+,F), (ml,gl,fl) >o0a

taki, ze diagram

Cz, z+, P
(h2,IR)

/ G, \
"1 ,G"F1) ——— - (M2 ,62 ,F2)

Jest przemienny, ..
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Poniewaz kazdy morfizm o dziedzinie (Z,Z+,f) jest postaci (S) (lemat 3.2),
morfizm (h2,P2) zadany jest wzorami

h2() = x2eM2 i = g2ec2

Poniewaz (h,$ jest epimorfizmem, to

3 x16M1, 391,661 tklje, ze hx.,) =x2 i P(gl)= g2 .

Zdefiniujemy h™: Z-— i N o Z+ *-G1 nastepujaco
i@ = .V ohi® = Flx .90,
KE Z
P,(A\) = o =

Morfizm ten spednia warunek przemiennosci diagramu (9) tzn.

(h,W (h1fr) = (h2, )i
Viez h(h1(k)) = h(F1(x1.,g')) = F2(h(x1), <p(g*)) =
= F2(x2,Cp@E1)I) = F2(x2,9") = h2(),

Vn«Z+ ~M(n)) =r(@t) = CPCg-,.))" - A - ~(n) .

Uog6lnimy teraz lematy 3.1 i 3.2.

Lemat 3.3

Jezeli nie jest skalarem i istnieje nietrywialny homomorfizm
P G—»G1 taki, ze p(G)\>L(M1) 4 $< gdzie >67) oznacza grupe nieefektyw-
nosci zbioru M1, to dla dowolnego obiektu prostotrazytywnego (M,G,F) w zbio-
rze <C"(M,G,F), (M1,G1,F1) ~0a istnieje nietrywialny morfizm (h,B.
Ponadto dowolny morfizm (h,™»)e < (M,G,F), (M1,G1,F1)”>0A ?dzie (K»G»F) J153*
obiektem prostotranzytywnym, a (M*,G",F~) dowolnym obiektem abstrakcyjnym
jest taki, ze h: M—»M1 jest postaci:

h(xQ) = x» dla pewnego Xx~G i dowolnego xQ6 M

Vx«M, h(x) = F1(x1,<Fgx)), gdzie “p Jest homomorfizmem P: G—»G1l , a
g G Jest takie, ze F(xQ,gx) = X.
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Dowod

Niech (M,G,F) bedzie prostotranzytywnym obiektem abstrakcyjnym. Niech
(h»®)6 <(M,C,F), (M1,G61,F1) >oa , gdzie (M1,Gl,F1) nie jest skalarem 1
jest dowolnym nietrywialnym homomorfizmem 2> G—»G1l. Niech xQeM, x1£ M,
dowolne, przy czym x1 takie, ze F1(x1,gl) = xj 4 x* dla pewnego g,e ImG
(por. lemat 3.1).

Zadajemy

h(x0) = x1 i Vxew h(x) = F1(x1,"P@x)), (10)

gdzie gx6G takie, ze F(xQ,gx) = x.

Pokazemy warunek (4):

VX6M, VgeG h(F(x,9)) = h(F(F(xQ,9x),9)) = h(F(xQ,ggx)) =

F1(h(x0), <p(ggx)) = F1(h(x0), We) We)) =

FL(F1(h(x0), <p(@)), p(9)) = F1L(h(F(x0,9x)),

*P(@) - FL(hCO. p(@))-

Pokazemy teraz, ze dla kazdego (fri,)e <C(M»G»F)> (M1»Gl»F1 OA ~” &dzie
(M,G,F) jest obiektem prostotranzytywnym, a (M1,G1,F1) dowolnym obiektem
abstrakcyjnym h: M— zadane jest wzorami:

*»(*,,) = XV h(x) = F1(h(xQ), <P(@x))

dla dowolnego ustalon]ego i pewnego x16 M1, gdzie G- »G, jest homomor-
fizmem grup. Niech x¢éM dowolne. Dla dowolnego xq€ M 3-jg £G takie, ze
p(x0,gx) = X.

Z warunku (4) wynika, ze

hG) = h(F(xQ,gx)) = F1(h(x0), £(gx))-D

4. Podamy teraz dwa lematy. Pierwszy z nich Jest szczeg6lnym przypadkiem
nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 4.1 ([i])

Kazdy abstrakcyjny obiekt tranzytywny (M,G,F) jest réwrtowazny obiektowi
G/r(x G, 1). gdzie xq6M dowolne,
"0

G(xq) = | 9€G; F(xQ.,9) = xQI

1([g]1»x) = [L(g»)] ,

gdzie L jest dziataniem obiektu

(G,G,L) , L(x,9) = gxal .

Uwaga 4.1
Oczywiscie kazdy obiekt (G,G,L) jest prostotranzytywny.
Lemat 4.1
Kiedy obiekt abstrakcyjny prostotrangytywny jest réwnowazny obiektowi
(11) .0
Lemat 4.2

Dla dowolnych grup G,H i dowolnego homomorfizmu "p: G—»H, para (p,y)
jest morfizmem w OA,

CP,"6 <(G,G,I1G)F (H,J,Ln)J>0A , gdzie
VXGG, V LG (x,9): = gx
VyEH, Vien LH(y,h): —hx.a

(Pierwszy element pary rozumiemy jako odwzorowanie miedzy zbiorami elemen-
téw grup G i H).
Tak wiec, na mocy lematu 4.1 rozwazania dotyczgce obiektéw prostotranzytyw-
wnych mozna ograniczy¢ do obiektéw postaci (11). Pomimo, ze lemat 3.3 jest
naturalnym uog6lnieniem lematéw 3.1 i 3.2 nie zachodzi analogicznie uog6l-
nienie twierdzenia 3.1 na dowolne obiekty prostotranzytywne, co pokazuje
ponizsze rozumowanie.

Niech bedzie dany obiekt (11), gdzie G-dowolna grupa. Zakdézmy, ze jest
on projektywny. Wezmy pewien epimorfizm (P.pje «~GAGN.LN, (G2,62,L2)">0A.
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Dla kazdego (<P2<)e <(G,G,L), (G2,G62,L2)>0A istnieje morfizm (h.,,2)
£ <(G,G,L), (G1,61,L1) >o0a taki, ze diagram

G .G, LD

(h \ (22 42)

@l,91,11) —~(G2,62,L™)

jest przemienny.

Oznacza to, ze dowolna grupa G jest projektywna w kategorii Gr, co jest
sprzeczne z uwaga 2.1.

Zachodzi natomiast

Twierdzenie 4.2

Dla dowolnej G-geometrii (patrz [1]) istnieje obiekt projektywny. Jest
nim obiekt postaci (11).Q

5. Twierdzenie 3.1 mozna uogdlni¢ na obiekty postaci (11), gdzie G jest
grupa wolng. Mamy:

Twierdzenie 5.1

Kazdy obiekt (11), gdzie G jest dowolna grupa wolng jest projektywny
w OAd .
Rozwazania prowadzilismy w mniej ogélnym przypadku z dwéch powodéw. Po
pierwsze: ze wzgledu na przejrzystos¢ prowadzonych dowodéw, przez co bar-
dziej czytelna byta ich idea, a po drugie: obiekt (6) ma szczeg6lne whas-
nosci kategoryjne w OA. Jest on, np. réwniez koseparatorem w kategorii OA

(EI)E
W kategorii OA istnieja takze obiekty projektywne innej postaci niz podana
w twierdzeniu 5.1, a mianowicie obiekty (M,{e}.F), F(x,e) = x, M jest

dowolnym zbiorem niepustym.

Projektywnos¢ obiektu tej postaci wynika z faktu, ze obiekt taki mozna w
pewnym sensie utozsamia¢ ze zbiorem M (jest on poddawany tylko jednemu prze-
ksztatceniu - identycznosSciowemu), a w kategorii EnS kazdy zbiér jest pro-
jektywny ([5]1)- Poniewaz retrakty obiektéw projektywnych sa projektywne

([51) mamy:
Wniosek 5.1

Jezeli komitanta obiektu projektywnego jest jego retraktem, to jest roéw-
niez obiektem projektywnym.g
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6. Obiekty iniektywne w kategorii OA

Niech J¥ bedzie dowolng kategoria. Niech B bedzie pewnag podkategoria ka-
tegorii taka, te kazdy morfizm6 £ B jest monomorfizmem.

Definicja 6.1 _tM 1

Obiekt 16 A' nazywamy iniektywnym (ze wzgledu na») jesli dla dowolnego
morfizmu &: A—*B w kategorii S> przeksztatcenie

«5 ,1~n B <3 * N - F<re *>

Jest suriekcja, tzn. dla kazdego morfizmu "P: A—»Il w kategorii A istnieje
conajmniej jeden morfizm”: B-—»1 w kategorii taki, ze diagram

[ ] ® »B

Jest przemienny.

Jako kategorie z definicji 6.1 wezmy podkategorie wszystkich monomorfiz-
méw kategorii OA. Niech (M,G,F) bedzie obiektem iniektywnym. Dla dowolnego
monomorfizmu (h,V)e <(M1,G1,F1), (M2,C2 ,F2) >0a i dowolnego morfizmu

(h1.,¥1)e <~(M1,Gl,F1), (M,G,F)”*>0" istnieje zatem morfizm

(ha,R2)6 <(M2,G2,F2)» M»G»F)*>0A takl’ ze dlafram

(M1,61,F1) —~ S L »(m2,62,F2)

~/(h2,7)

™ .G .P

jest przemienny.

Przyjmujac M1 = {x} otrzymujemy, ze G jest grupg iniektywng. R. Baer (patrz

[51) pokazak, ze grupa zerowa jest jednym obiektem iniektywnym. Zatem obiek-
tami iniektywnym! w OA (ze wzgledu naB) sa tylko obiekty postaci (N,{e},F)

W F(x,e) = x.
X« M
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NnPOBKTHBHHE OKhEKTH B KATETOPHH AECTPAKTHHX OELEKTOB

Pe3RMe

B HacTOJuned padoie cojiepacalca peayabiaru, Kacaionneca bhjs npoeKTUBHux
o0teKToB, a TaKste 3aMevaHHe, Kacammeeca HHbeKTaBHHX oOteKTOB b KaTeropnn
adcTpaxTHbix oSteKTOB OA. PaccyxfleHHa iiposoflaTca T3khm o6pa30M, aTo6H noKa-
3aTb CBa3bnoHaTaa H3 Teopra KaTeropnn - npoeKTHBHoi4 06beKT - c nonaTHaMH
XeOpMH aOCTpaKTHLDC 00beKT OB, TakKHX KaK TpaH3HTHBHOCTb, HIIH KOMHTaHT.

THumaczy+ autor artykutu

PROJECTIVE OBJECTS OF ABSTRACT OBJECTS CATEGORY

Sumary

Tlhe results presented in the paper concern the form of projective objects
(with a remark on the injective objectsQ)in the category of abstract objects
OA. The connections between categorial notion of projective object and the
notions of the abstract objects theory (such as transitivity 01 concomi-
tant) are indicated.
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