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UOGÓLNIONE TWIERDZENIE DOLEŻALA NA PRZYPADEK QUASIWIELOMIAN<5w

S tr e s z c z e n ie .  W p ra c y  t e j  podane j e s t  u o g ó ln ie n ie  tw ie rd z e n ia  Do- 
l e ż a i a  na p rzy p ad ek  quasiw ielo |m ianów . Rozważam te n  problem  używ ając 
u o g ó ln io n y  c ią g  Sturma i  s t o s u ję  go do l o k a l i z a c j i  m ie js c  zerow ych 
ąuasiw ie lo m ian o w  l i c z n ik a  i  m ianownika pewnego u łam ka. Ułamek ten \ 
j e s t  r e z u l ta te m  pewnego problem u te c h n ic z n e g o . O trzym ane tw ie rd z e n ie
ma n a s tę p u ją c ą  p o s ta ć :  N iech  -ą /  c o n s t ,  g d z ie  P , Q są  ą u a s iw ie lo m ia -  
nami o r z e c z y w is ty c h  w sp ó łc z y n n ik a c h , o d o d a tn ic h  w sp ó łczy n n ik ach  
p rz y  n a jw y ż sz e j p o tę d z e , p rz y  czym s t o p ie ń  Q j e s t  co n a jw y że j o 
je d n o ś ć  w yższy od. s t o p n ia  P . J e ż e l i ^

p
1) n ie  ma biegunów  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  Re s > 0

P
2) b ieg u n y  ^  le ż ą c e  na o s i  u ro jo n e j  s ą  je d n o k ro tn e  o d o d a tn ic h  r e 

s id u a c h
3 ) Re ^  0 d la  każdego rz e c z y w is te g o  co,mj 4 od p ie r w ia s tk a  Q
to

§ « Y Ł .
g d z ie :  Yi„ z b ió r  w sz y s tk ic h  f u n k c j i  G (p) p o s ia d a ją c y c h  n a s tę p u ją c e  

w ła sn o ś c i:
a )  G(p) j e s t  ąu asiw ie lo m ian em  o rz e c z y w is ty c h  w sp ó łczy n n ik ach  n ie  ma

ją c y c h  b ie g u n a  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  Re p > 0 .
b ) Re G (p) > 0  d la  Re p > 0 .

W p ra c y  t e j  o trz y m u ją  u o g ó ln ie n ie  tw ie r d z e n ia  D o le ż a la  na p rzypadek  
ąuasiw ie lo m ian o w . W ykorzystu ję  w tym c e lu  u o g ó ln io n y  c ią g  Sturma s to s u ją c  
go do l o k a l i z a c j i  z e r  ą u a s iw ie lo m ia n iu  l i c z n ik a  i  m ianownika p o n iższeg o  wy
r a ż e n i a ,  k tó r e  j e s t  w ynikiem  pewnego z a g a d n ie n ia  te c h n ic z n e g o .
Dane j e s t  w y ra ż e n ie :
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2
Oznaczam l i c z n i k  p rz e z  P , m ianow nik p rz e z  Q a n a s tę p n ie  podstaw iam  s=z do 
l i c z n ik a  i  m ianow nika. S tą d  o trz y m u ję  ą u a s iw ie lo m ia n y  l i c z n i k a  i  m ianownika 
w n a s t ę p u ją c e j  p o s t a c i

21k'
P ( z , e z ) = Lz3 e

p ( z , . 2 ) .  .  E z V 1’̂ 2 .

(3 )

.  k ( . - 1V5? j 2 .  . A / V ? 1 ' 21* ’ * ,

Jak  w idać obydwa pow yższe ą u a s iw ie lo m ia n y  p o s i a d a ją  c z ło n  głów ny a w ięc  z a 
chodzą d la  n ic h  tw ie r d z e n ia  P o n t r ia g in a  o l i c z b i e  p ie rw ia s tk ó w  r z e c z y w is te 
go q u a |s iw ie lo m ian u . S to s u ją c  u o g ó ln io n y  c ią g  Stlurma do l o k a l i z a c j i  z e r  q u a -  
s iw ie lo m ia n u  m ianow nika Q (z ,e z ) ,  o ra z  l i c z n i k a  P ( z , e z ) ,  n a s tę p n ie  r o z d z i e 
l a j ą c  w n ic h  c z ę ś c i  r z e c z y w is te  i  u ro jo n e  [5 ] p rz e z  p o d s ta w ie n ie  z -j« J  i  
k o r z y s ta ją c  z z a le ż n o ś c i  e^“  = cosw  + j  s in o )  o trzym ujem y QCjw.e^10) » P (<o) + 
* JE kn(o»),|P (ja> ,e> ') = F1 (w) + j  E-^(w) g d z ie  d la  m ianow nika

FmM  = oj3L s in 2 1 ,^ Ć ]< o -co R  s in 2 1 kY R j C j « - ^ j (  1 -  co s2 1 kY R jC j ) (4 )

Em(w) = -a ? L ( 1 + cos21  a) + <oR( 1+cos21jY R jC j“ ^ ^  s in 2 1 kVRj Cj ,ŁO ^

i  d la  l i c z n ik a

F-^co) ■= o)4 E L ^ ’| c o siYr^ cl> -  c o sY R jC j( l-2 1 k ) « + ^ E ^ j '  .

. Ĵ - cos 1Y Rj Cj oJ + cosY R jC j(l-21k )coj+ E^sinlYRjCj'co+ (6 )

+ siri^R jC j ( l - 2 1 k )w j 

E ^ w ) = - » ^ E l ^ i ^ i n l Y R j C j  w+ p in Y R jC j'( l-2 1 k )u>j+w2E I ^ i  s in iy R jC jc o  +

+ s I iYRj Cj ' ( l - 2 1 k )tt> +o)EcoslYRjCj to + co sY R jC j(l-2 1 k )to "

(7 )

J
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Ponieważ s to p ie ń  Fm(<o) ze  w zględu na swobodne o> J e s t  ^  od s to p n ia  Em(<o) to  
zgodnie z ( [ l ] )  Vo- - F m(co) a V1=Em(tu). Tworzymy re k u re n c y jn lje  c ią g  y ^ , i  =

-  1 , 2 , . . . fn  za  pomocą w zoru = V1K1 -V1+1. g d z ie  C^_1 j e s t  p a r z y s tą
po tęg ą  w sp ó łczy n n ik a  p rz y  n a jw y ż sz e j p o tę d z e  co , V. dobrana  t a k ,  aby w wy- .

2n iku  d z ie l e n ia  f u n k c j i  Ci _1 p rz e z  tra k to w a n y c h  ja k o  w ielojmiany od
co n ie  p o w s ta ły  fu n k c je  ułam kowe. j e s t  wynikiem  te g o  d z ie le n i4 >  a Vi+1 
j e s t  r e s z t ą  w z ię tą  ze zm ienionym  znak iem . C iąg V0 ,V1 f . . .V n  nazywamy u o g ó l
nionym c ią g ie m  S tu rm a.

W naszym p rzy p ad k u  d la  m ianow nika mamy u o g ó ln io n y  c ią g  Sturma VQ, ,0 ,
g d z ie

y£co) .  -o^L sin21^R jC j'cjL)+  a > H s x n 2 1 ^ j R ^ C 1 -c o s 2 lk^ i jC jto )

Vjao) = -cł?L( 1 + c o s2 ikyRjCjo>) +toR( 1 +cdk21k̂ jRjCjto) s l t ó l ^ R j C / c o
J

a d la  l i c z n i k a  V - ,V-, ,V-, ,0  
^o ± 1 2

g d z ie  *

(co) = -co^EL^jj^Jcos l^R ^c jco  -  c o Rj C j  ( l - 2 1 k ) w - | - c o s l ^ R j C j t o ł -

+ c o ^ R jC j ( l - 2 1 k )coj -  coE^siniyRjCjCO + s in y R jC j'( l -2 1 k )coj

(co) = + s i i ^ R jC j ( l - 2 1 k )co + <o2E f^^ '^ sin lY R jC j'co  +

+ s l i? ^ R jC j(l-2 1 k )<oj + <o e [cos1YRj Cj '<o + c o ś y R jC j(l -2 1 k )to J 

V1 (co) -  co E 2 siri\/R jC j(l-21k )tt) [sin iyR jC jco  + s lń ^ R jC j( l -2 1 k )co]2

Poniew aż V (co) = 0 t o  V (co) i  Vm (co) m ają  w spólny  p ie r w ia s te k  ( j e s t  on 
m2 o 1

p o je d y n c z y ) , a  w ięc  można go o b lic z y ć
oznaczam Vm (co) -  Vm (co) » Wm(jw) 

o 1
Szukam ^ (c o )  = 0 .  Można zalewa ż y ć , że p rz y  d o s ta te c z n ie  dużym k m ie js c a  z e 
rowe W (co) z n a jd u ją  s i ę  w p r z e d z ia ła c h  (kW -€,klt+£) ( { l ] s .3 1 4 ) .
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Do zna jd y w an ia  p ie rw ia s tk ó w  rów nan ia  Wm(w) = 0 s to su je m y  m etodę p r z y b l i 
żoną ( f c ]  s .  288) o ra z  bez  z m n ie js z a n ia  o g ó ln o ś c i i  z g o d n ie  z w arunkam i f i 
zycznym i problem u p rzy jm ujem y w s z y s tk ie  p a ra m e try  rów ne je d n o ś c i  a l k  = 
R o z p a tru ję  osobno p rzy p ad ek  d la  k p a rz y s ty c h  i  d la  k  n ie p a r z y s ty c h .

d la  k = 0 ,2 ,4 , . . .

P orów nując wzajemne p o ło ż e n ie  z e r  l i c z n i k a  i  m ianow nika można ła tw o  zauwa
ż y ć , że z e r a  m ianow nika d la  k p a rz y s ty c h  s ą  p r z e s u n ię t e  w s to su n k u  do z e r  
l i c z n i k a  i  n ie  p o k ry w ają  s i ę  n ig d z ie  z w y ją tk iem  punkjtu k=0 a w ięc  p r z e p la 
t a j ą  s i ę  w za jem n ie . D la k n ie p a r z y s ty c h  z e ra  l i c z n i k a  i  m ianow nika ró w n ież  
p r z e p l a t a j ą  s i ę  w zajem nie a w n ie s k o ń c z o n o ś c i p o k ry w a ją  s i ę .

Można w ięc u o g ó ln ić  tw ie r d z e n ie  D o le ż a la  ( [ 2 ] s .  6 ) na p rzy p ad ek  ą u a s i -  
w ielom ianów .

T w ie rd zen ie

N iech  ^  4 c o n s t ,  g d z ie  P,Q s ą  ąu a siw ie lo m ian am i o r z e c z y w is ty c h  w sp ó ł
c z y n n ik a c h , o d o d a tn ic h  w sp ó łczy n n ik ach  p rz y  n a jw y ż sz e j p o tę d z e , p rz y  czym 
s to p ie ń  Q j e s t  co n a jw y ż e j o je d n o ś ć  w yższy od s to p n ia  P .

D
J e ż e l i  1) n ie  ma biegunów  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  R e s > 0

d la  k — '1 , 3 , 5 , . . .

S to s u ją c  a n a lo g ic z n e  m etody d la  l i c z n i k a  o trz y m u ję  

d la  k  = 0 , 2 , 4 , . . .

co^ = kTt
n

d la  k  = 1 , 3 , 5 , . . .

= k%  + 2 f t
n 3(kT£)4 -  (kTT)2 (1 + 2kTQ

to
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g d z ie :

z b ió r  w sz y s tk ic h  f u n k c j i  G (p) p o s ia d a ją c y c h  n a s tę p u ją c e  w ła sn o śc i:

a) G(p) j e s t  ąu asiw ie lo m ian em  o rz e c z y w is ty c h  w sp ó łczy n n ik ach  n ie  mającym 
b ie g u n a  w p ó łp ła s z c z y ź n ie  Rep > 0

b) ReG(p) > 0  d la  Re p > 0 .
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P e  3 k> m e

B  p a ó o i e  j ; a H 0  o Ó o Ó m e H H e  x e o p e M H  " H o j i e a c a j i a "  H a  c j i y n a i i  K B a 3 H M H o r o v j ie H O B .

C o i o f l  ą e j tb io  p a c c M a T p z B a e x c H  o ó o Ó n je H H a a  n o c a e f l O B a i e j i b H o c x b  f f liy p M a  h  a c n o J i b -  

3 y e i c a  O Ha ą j i h  J i0 K a j iH 3 a ip in  H y j ie ö  K B a 3 H M H o ro ’ijieH O B  q n c j iH T e j iH  h  3 H a M e H a x e jif l  

ia H H O Ä  Ä p o ö H . U p o ó b  3 i a  Ä B j a e x c a  p e 3 y j i b i a x o M  H c o J ie j ;o B a H H a  H e K o x o p o ä  xexHH- 
a e c K O il  n p o Ó a e M u ,

n o o i y n e H H a a  T e o p e M a  H M e e T  c J ie ,n y K > m n 8  B H ,ą :

I l y c T b  £  f  c o n s t ,  r , ą e  p ,  Q K B a 3 H M H o r o H J ie H H  c  Ä e ä C T B H T e j i if iH M H  k o 3 < J x |)h -  

H H e H ia M H  c  n o z o s c H T e jib H U M H  k 03tc p i ih h e H T a M H  n p n  H a H ö o j i b m e ö  c i e n e H H  

n p a  H eM  c x e n e n b  q  b  K p a ä H e M  c a y v a e  ó o j i b m e  H a  o ^ h h  c x e n e H H  P.
E c j i h

1  £  H e  H M e e x  n o - m o c o B  b  n o j i y i u i o c K o c i H  R e  s  > 0
P2 noamca y- - r e s c a io m z e  H a  mhhmoö och o ^ H O K p a iH U  c  n o a o K H ie j ib H H M H  p e 3 H ^ n y u a -Q

MH

3 Re ^ j ^ 0  AJis BCHKoro a e ä c iB H ie jib H o ro  c.o , jicü /  Kopna C
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THE GENERALISATION OF DOLElAL’ S THEOREM IN THE QUASIPOLINOMIALS CASE 

S u m m a r y

I n  t h i s  p a p e r  i s  g iv e n  th e  g e n e r a l i s a t i o n  o f  D o l e t a l ’ s  th eo rem  i n  th e  
q u a s ip o lin o m ia ls  c a s e .
I  c o n s id e r  t h i s  p rob lem  u s in g  th e  g e n e r a l  S tu rm ’ s  seq u en ce  and a p p lin g  i t  
to  th e  l o c a l i s a t i o n  o f  z e ro  lo c u s  q u a s ip o ly n o m ia ls  o f  th e  n u m era to r and 
d e te r m in a to r  o f  some f r a c t i o n .  T h is  f r a c t i o n  i s  th e  r e s u l t  o f  some t e c h n i -P
c a l  p ro b lem . R ece ived  th eo rem  h as  th e  fo l lo w in g  form : L e t 4 c o n s t ,  Where 
P,Q a r e  q u a s ip o lin o m ia ls  h a v in g  th e  r e a l  c o e f f i c i e n t s ,  h a v in g  th e  p o s i t i v e  
c o e f f i c i e n t s  a t  th e  m ost h ig h e s t  pow er, w h ile  d eg ree  o f  Q i s  i n  th e  h ig h e s t  
c a se  by one h ig h e r  th a n  th e  d e g re e  P .P
I f  1) ^  h as  n o t any p o le s  i n  th e  p la in e  Re s > 0

p (
2) The p o le s  ^  la y in g  on th e  im a g in a ry  a fc is  a r e  s in g l e  h av in g  p o s i t i v e

w here: th e  s e t  o f  a l l  f u n c t io n s  G (p) h a v in g  fo l lo w in g  p r o p e r t i e s :

a )  G(p) i s  th e  q u a s ip o lin o m in a l h a v in g  r e a l  c o e f f i c i e n t s  and n o t h a v in g  any 
p o le  i n  th e  s e m i-p la n e  Re p > 0 .

b ) Re G (p) l> 0  f o r  Re p > 0 .

r e s id u e s .

th e n
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