ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1989
Seria: MATEMATYKA-FIZYKA z. 52 Nr kol. 878

Waldemar HOEUBOWSKI

0 GRUPACH STABILNOSCI | NIEEFEKTYWNOSCI OBIEKTOW ABSTRAKCYJINYCH

Streszczenie. Wpracy tej rozpatruje sie grupy stabilnosci i nie-
efektywnos$ci podzbioréw widkna obiektu abstrakcyjnego. Wpunkcie
pierwszym podane sg wzory ustalajace, jak zmieniaja sie grupy sta-
bilnosci i nieefektywnos$ci przy tworzeniu nowych obiektéw abstrak-
cyjnych: obiektu czesciowego, podobiektu, G- produktu 1 produktu
obiektow (wniosek 1 i 2). Ponadto pokazano, ze przy znajomosci roz-
ktadu widkna obiektu abstrakcyjnego na widkna tranzytywne badanie
grup stabilno$ci podzbioréw wiokna sprowadza sie do badania grup
stabilno$ci pewnych $ci$le wyznaczonych podzbioréw widkien tranzy-
tywnych (wniosek A). Wpunkcie drugim pokazano, ze wszystkie grupy
sprzezone do grup stabilnosci i nieefektywnosci podzbiorow wiokna
sg odpowiedno grupami stabilnos$ci i nieefektywnosci obrazéw tych pod-
zbioréw przy przeksztatceniach generowanych przez elementy grupy i
kazde takie przeksztatcenie wyznacza grupy sprzezone. Wostatnim
punkcie podana jest aproksymacja z dotu grupy nieefektywnos$ci dowol-
nego podzbioru wiékna i grupy stabilnos$ci podzbioréw szczegélnej po-
staci przez grupe nieefektywnos$ci podzbioru jednoelementowego.

WSTEP

Obiektem abstrakcyjnym (krécej - obiektem) nazywamy (por. [i]) trdjke
postaci

X, G, ), 1)
gdzie X jest niejpustym zbiorem zwanym widknem obiektu (1), G jest grupg z
multiplikatywng (bez kropki) notacjg dziatania i elementem neutralnym e,
a kropka oznacza dziatanie elementéw grupy G na elementach widkna X o war-

tosciach w X spetniajgce nastepujace warunki:

g1(g2.x) = (glg2).x dla xeX i gv g2eG, (2)

e.Xx = X dla X*X . (3)

Niech F bedzie podgrupg grupy G (symbolicznie: F< G), N niepustym pod-
zbiorem zbioru X spetniajagcym nastepujacy warunek niezmienniczosci

g * N« N dla g£G, A
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a tréjka
(Y., H, ) (5)

obiektem o wtoknie Y, grupie Hi dziataniu "pn- tatwo sprawdzi¢, ze woéwczas
obiektami sg trojki:

X, F.,*) ®
(N, G,*) (7
(X Y, G*H, A) ®)
X Y,G,0O) (jesli w (5) mamy H = G), (9)

gdzie kropki wystepujace w (6) i (7) sa restrykcjami (zacie$Snieniami) dzia-
tania wystepujacego w (1) odpowiednio do zbioréw F*X i G»N, a dziatania
w (8) i (9) okreslone sg nastepujaco:

(9 . h)AX.,y =(@x, hy) o)
go (x ,Vy) = (g-x , g»y) dla X«X,y*Y , geG,h«H. (11)
Obiekty (6) i (7) nazywamy odpowiednio podobiektem i obiektem czeSciowym
obiektu (1), a obiekty (8) i (9) odpowiednio produktem i P produktem obiek-
tow (1) i (5).
Z okredlenia obiektu (1) wynika, ze relacja " okreslona w X wzorem
x1~ x2<i=*>3g eG ~ g*X-))

okres$la rozktad

WsJseS @2)

wiékna X. Elementy tego rozkitadu nazywamy widéknami tranzytywnymi obiektu

(@D)
Niech KeG i AEX . Przyjmujemy nastepujace okreslenia:

gdy A4 0

S(A) (13)
G, gdy A* 0
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NgEG ; g»Xx = X dla x«al, gdy A40
3C(a) = - (14)
G, gdy A=0

(ges j gk =kg dla ke Kj, gdy K40

(15)
G, gdy K=0 ,

jgeG; g K=Kg /gdy Kao0 ,
ng(k) == (16)
G, gdy K

1]
o

Oznaczmy przez gp<~K> wspoélng czes¢ wszystkich podgrup grupy G zawieraja-
cych zbiér K. Z przyjetych okreslen wynikaja nastepujace wtasnosci:

3€(A)NS(A)NG dla  AEX (17)
ACBEX=i>J((A)>K(B) , (18)
3t(x) =S(x) dla a , (19)

(piszemy krocej JC(x) , Q(x) zamiast **{*}) , S({x}) ),
Zg(K) ig NG(K) <€ G , gp<K >4G (por. [il, [7]). (201

Grupy §(A) iJC(A) nazywamy odpowiednio grupg stabilnoséci i nieefektywnosci
zbioru ACX dla obiektu (1). Grupy Zg(K) i NQ(K) nazywamy odpowiednio cen-
tralizatorem i normalizatorem zbioru K w grapie G.

1. GRUPY STABILNOSCI | NIEEFEKTYWNOSCI DLA OBIEKTOW POCHODNYCH

Zwigzki miedzy grupami stabilnos$ci i nieefektywnos$ci dla danego obiek-
tu, a ich odpowiednikami dla jego podobiektu, obiektu cze$ciowego oraz G -
- produktu i produktu danych obiektéw podajg nastepujace wnioski wynikaja-
ce z przyjetych okreslen:

Wniosek 1
1° Grupa stabilnos$ci (nieefektywnos$ci) zbioru AEX dla podjobiektu (6) obiek-
tu (1) jest wsp6lng czescig grupy F 1 grupy stabilnos$ci (nieefektywnos-

ci) zbioru A dla obiektu (1).
2° Grupa stabilnos$ci (nieefektywnosci) zbioru CEN dla obiektu cze$ciowegjo

(7) jest réwna grupie stabilnosci (nieefektywnosdci) zbioru C dla obiek-

tu (1).
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Wniosek 2 -

1° Jesli 0 4 ASX 1 0 « DSY , to grupa stabilnos$ci (nieefektywnos$ci) zbio-
ru A* D dla G- produktu (9) obiektéw (1) i (5) jest wspllng czesciag
grup stabilno$ci (nieefektywnos$ci) zbioru A dla obiektu (1) i zbioru D
dla obiektu (5).

2° Jedli 0 0 ASX i 0 i DSY, to grupa stabilno$ci (nieefektywnos$ci) zbioru
A>D dla produktu (8) obiektéw (1) i (5) jest réwne iloczynowi kartezjpn-
skiemu grup stabilnos$ci (nieefektywnosci) zbioru A dla obiektu (1) i
zbioru D dla obiektu (5).

Dowod:
Poniewaz dowody wszystkich o$miu tez zawartych wewnioskach 1i 2 sg po-
dobne i opierajg sie wytacznie na przyjetych okres$leniach,wiec dla przy-

ktadu udowodnimy tylko teze 1° wniosku 2 dla grupy nieefektywnos$ci. Korzy-
stajac z (11) i (14) mamy:

{9eG ; ¢ o ,vy) - (x, y) dla  (x,y) e Ad} =
={geG ;;(gex, gey) = (X ,vy) dla neA, yed}=

{gsG }g *x = x) dla X eA i g°y =y dlay edJ =

¥

{geG ;g 'X =x dla reAjfljgeG ; g°y=y dla yeDj

co kornczy dowdli.
Réwniez z przyjetych okreslen wynika nastepujacy wniosek:

Wniosek 3

Jesdli {xoc}ocel Jes™ niepusta rodzing podzbioréw widkna obiektu (1), to

S(*V ix*) <QiS(x<t) (por-1 3-n' (21)
Wdlé]l'x*) =, » X(1) (por. [71), (22)
K E)?ei XJ » g|:)<CLtJeI K (x*)>. (23)

Ponizszy przyktad pokazuje, ze w (21) i (23) rowno$¢ nie musi zachodzic.
Niech Sn bedzie grupa permutacji zbioru skonczonego Xn = |alt...,an},

a (Xn , Sn ,*) obiektem z dziataniem takim, ze g*ai = gia”, gdzie

geSn , a”e X . Je$li n> 3, to transpozycja (a” , a2) nalezy do

K({al , a3}n (@~ , a3}) i nie nalezy do gp <C'Jifal . a3})u3t({a2 , a3}£>.

Jesli n ~2, to transpozycja (a”,a2) nalezy do S({a.Ju{a2}) i nie nalezy

do Sia”n S(a2).
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Nastepujacy lemat dotyczy réwnosci w (21):
Lemat 1

Jesli rodzina {n"}M €™ jest pokryciem widkna X obiektu (1) podzbiorami
niezmienniczymi (tzn. X = [I N. i N spetnia (4) dla t«T, to
tet : T

S(A) = D S(AriN+) dla AEX . (24)
teT z

Dowod:

Pokazemy najpierw, ze
g*(ArtNt) - AnNt dla geS(A) i teT . (25)

Istotnie, dla geS(A) i teT jest g*(AnNt)E A, a wobec niezmienniczo$ci
zbioréw jest takze g*(ANnNNJ)E NI , czyli

g.(AnNt)E AONt

Dla dowodu inkluzji przeciwnej ustalmy xfcAON.j. i potézmy y=g-1x . Witedy

ye AnNt i jest x = g»y , co oznacza, ze xe g° (AfiN?) i konczy dowdd row-

noséci (25). Rowno$¢ ta oznacza, ze S(A) ~ S(AHN?) dla tCT czyli S(AN

€ 07 8(AnN+). Inkluzje przeciwng, a zarazem réwno$¢ (24) otrzymujemy
te T X

z (24) otrzymujemy z (21) uwzgledniajac rownos¢ A= (J (AnN”), wynikajaca

z zatozenia ACX » U | . t6T
te€T

Poniewaz rodzina (12) widkien tranzytywnych obiektu (1) jest szczegdlnym
pokryciem jego widkna X zbiorami niezmienniczymi, wiec z lematu 1 wynika
nastepujacy wniosek:

Wniosek 4
Jesli jest rodzing (12) wiékien tranzytywnych obiektu (1), to

S(A) = p| S(AnX|) dla AE£X
ses

2. GRUPY STABILNOSCI | NIEEFEKTYWNOSCI ZBIOROW PRZEKSZTALCONYCH

Ustalimy teraz zwigzki pomiedzy grupami stabilno$ci i nieefektywnosci
podzbioréw widkna X obiektu (1) i ich obrazéw poprzez przeksztatcenia ge-
nerowane przez elementy grupy G. Ograniczymy sie przy tym do przypadku,
gdy obiekt (1) jest tranzytywny, tzn. taki:, ze rodzina (12) Jest jednoele-
mentowa. Ze wzgledu na (23) i wniosek 4 ograniczenie to nie Jest istotne w
przypadku, gdy znany jest rozkiad (12) dla obiektu nietranzytywnego.
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Nastepny lemat opisuje najprostsze zwiazki tego typu:

Lemat 2
Jesli obiekt (1) jest tranzytywny, to- dla AEX i g®G mamy:

gA -9 (A gL
(@ A =9 (A)g"L

Dowod:

Dla heS(A) mamy g h g1l£ (g*A) dla dowolnego g£G, wiec g S(A) g-
€ 8(g A). Jesli k£§(g*A), to k g-A = g-A, skid g-1k g*A = A, a wiec
g-1S(g'A) gSS(A).

Jesli kc3C(A), to dla xsA mamy k-x = x, skad g k g-1(g'x) = g*x,

« g»X, skad g "h g-x tt x, a zatem g "K(g'A) gEK(A).
Z powyzszego lematu i z okres$lenia (16) wynika nastepujacy:

Wniosek 5

Przy zatozeniach lematu 2 mamy:

S(g A) = S(A) **=> geNG(9(A)),
3€(g A) =K (A) <=S>gE.NGOt(A)).

Bezposrednio z wniosku 3 i lematu 2 otrzymujemy tez:
Wniosek 6

Przy zatozeniach lematu 2 dla KE Gmamy:

9(k-a)> n gsu) g“l.
gEK

Jesli ponadto KENg(9(A)), to S(K-A)» S(A).

K(k-a) = n jiii) g1 .
(k-a) K gjiii) g

Je$li ponadto KENg(1C(a)), to JC(K'A) = H(A).

(26)

(27)

gdzie
g£ G. Zatem g3C(A)g-1£X(g*A). Jesli he ~(g'A), to dla xEA mamy h g X

(28)

(29)

(30)

(31)
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3. GRUPY STABILNOSCI | NIEEFEKTYWNOSCI PODZBIOROW | ICH ELEVENTOW

Jesli X, jest wioknem tranzytywnym obiektu (1), te X, = G*x, , gdzie x,
jest jest dowolnym ustalonym elementem Xg (por. [5J s. 36). Wynika stad,
ze kazdy podzbiér widkna tranzytywnego mozemy przedstawi¢ w postaci Gs*xs»
gdzie Gy,£G, x_e X_ , i na odwrot, kazdy zbior postaci G ex, , gdzie G£G
i xga X, jest zawarty w pewnym wiéknie tranzytywnym. Zatem kazdy podzbidr
wiokna X obiektu (1) ma posta¢c (I G, x_ , gdzie G £G , x_e X_ i s nalezy
do podzbioru P zbioru wskaznikéw S w (12).

Zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 1

Jesli obiekt (1) jest tranzytywny oraz KEG i x€X, to

X(K-x) > ZQK)nK(x) . (32)

Dowod:

Jesli g€ Zq(K)o 3C(x), to dla dowolnego k€K mamy g k* x = k g*x = k*x ,
zatem geX (K*x).

Korzystajac z (22) mozna przedstawi¢ 3C(K*x) jako iloczyn grup nieefek-
tywnoséci wszystkich podzbioréw jednoelementowych zbioru K*x , wilos$ci
réwnej mocy zbioru K. Powyzsze twierdzenie daje pewng aproksymacje z dotu
grupy X(K *x), ktéra wymaga znalezienia tylko dwo6ch grup, co w pewnycji
przypadkach moze sie okazac¢ tatwiejsze do wykonania z punktu widzenia ra-
chunkoéw.

Ponizszy przykiad pokazuje, ze w (32) réwnos$¢ nie musi zachodzi¢. Niech
(Xj , Sj,,*) bedzie obiektem okreslonym w paragrafie 1. Niech K={(alta2,
3j)} i x = al . Woéwczas K+ x = {a,,}  May = gP<K>,X(x) =¢gp <
<(a2,a I') <#firvl = em<™ai,a”)> . Zatem w przypadku JC(K-x) nie jest
réwne

Wniosek 7

Jesli przy zatozeniach twierdzenia 1 istnieje keK takie, ze k-x = Xx,
to X (x)>X (k'x)>Z G(K)niK (x).

Wni os ek 8

Jesli przy zatozeniach twierdzenie 1 i wniosku 7 zachodzi warunek

X (x)£Z G(K), to X(K-x) =X (x).

Wniosek 9

Jes$li KEX i spetnione sg zatozenia twierdzenia 1, to

X (K -x)»z2G(K)n3C(x).
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W dowodach powyzszych wnioskéw oprécz twierdzenia 1 wykorzystuje sie row-
niez wzory (18) li (22).
Udowodnimy teraz zblizone rezultaty dla grupy stabilnosci.

Twierdzenie 2

Jesli obiekt (1) jest tranzytywny, xeX i FjgG, to

9(F-x) » NG(F)n F3t(x) > F , (33)

gdzie
Fa«x) ={f h; feFi heift(x)}

Dowod:

Jesli geNg(F) n FK(x), to g= ¥ h, gdzie fe Fi h6H(x). Zatem g F*x*F
g*x = Ff h-x = F f*x = F x , skad ge S(!F-x). Zachodzi wiec inkluzja
5(p-x)2 NG(F)n F3f(x).

Poniewaz Ng(F) > F, wiec Ng(F)n F3t(x)2 F. Wystarczy jeszcze dowies$¢, ze

R = Ng(F) n F3€(x) jest podgrupa grupy G. Niechr, r'e R. Wéwczas r =  fh
r' = f h?, gdzie f, f'e Fi h,h' € (x). Many wiec r r' = i h i" h'«
= i"i h h', gdzie F, bo i hf Ng(F), featem r r'e R.

Poniewaz N,(F) ~ F mamy fe N, (f), a to poqua h GN,.(F). Mamy wowczas
ot et or on gdzie P GF, zatem r— 6 R co l1<ionczy dowdd.

Z (21) i (33) otrzymujemy:
Wniosek 10

Przy zatozeniach twierdzenia 2 dla A£X zachodzi nieréwnos¢
S(F-A)>Kp(F)nF ( Pi 3*(x)).
xeA

Wniosek 11

Jes$li przy zatozeniach twierdzenia 2 obiekt (1) jest prostotranzytywny
(tzn. dla dowolnych x , yeX istnieje doktadnie jedno g6G takie, ze
X = g"y) i dla x6X zachodzi zwigzek S(F x)EFK (x), to

9(F-x) = NQ(F)n FK(x).
Dowad:

Miech geS(F-x). Woéwczas g = f f , gdzie f{F i gt3f(x), oraz g Frx =
= F-x. Z drugiej strony mamy F-x - F f-x f g-x , skad g€NU(F).
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Twierdzenie 2 daje zblizong apiroksymacje iz dotu grupy S(F’x) do tej dla
C(K'x) w (32), ale tylko w przypadku gdy F jest podgrupa G. Takie aproksy-
macje obu grup mozna stosowaé¢ przy szukaniu reperéw i klasyfikowaniu obiek-
tow (por. [3] i M ).
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0 rPyniUK CIAEHJIbHOCTH H HE3<I$EKTHBHOCTH AECTPAKTHHX OELEKTOB

Pe 3» me

B OToa paboie Hccnfi’;k ioTCft rpynnu cTaOHJibHocTH h Heo>J»i>eKTHBHOCTE aficipaicT-

hhx o0SteKTOB TpoeK ' '(x,G,*), rAe X npOH3BO0JibHOe MHOscecTBO, G- rpynna,

a fleo0OTBae g Ha X cjieBa, yflOBJieTBopjcomee (2) h (3). KpH3eEeHO roafle-
ciBa onpetejisKigHe TpaHciJopMHpoBaHHerpynn cTaéujiBHoeTH SI(A) ={q e G;

gA = a} h Heoi))$eKTHBHOCTE H(A) ={ g6 G;\/x £ A(gx=x)}, r~e A £ X, npn
co3flaHHH hobioc a6CTpaKTHtts 0Otsktob nofloSieKia, nacmoro o6beKTa, G-npo-
AyKTa h npoayKTa oSheKTos . Padoia cosepKKT Taxace MLoJiHoe oracaHHe rpynn
oonpitaeHHuz c g\(A) a je{A).

OCHOBHKME SSMEJTCas

Teopewa 1:
ECJIK O0OteKT (*) TpaH3HTBBeH, KC G H X £ X, TO (Ki(K*x)2i- Ze (Kj O JC(X) ,
r~e 2 (k) iieHipaJiaaaTop K b g.

G

Teopeiia 2:
ECJIH OOtbeKT (*) TpaH3KTHBeH, X 6 X UF ~ G, 10 Ss<F-X) Ne (F) ft FIAM
r~e, HopMajiE3aTop F b G.
Bthmh TeopeksaMH nccaeji.OBaHB,e rpynn 3<i(A) h Si(A) cbhoahtch npa HeKoiopmc
MHOzeciBaz A k nccjieAOBaHHK> rpynn HeB$$eKTnBHocTH 0AHO8JieneHTnux noAUHOIieiTB.
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ON THE GROUPS OF STABILITY AND NONEFFECTIVITY OF ABSTRACT OBJECTS

Sumary

In th#.s paper we Investigate the groups of stability and noneffectivity
of abstract object (1) (X,G, ), where X is any set, Gis any group and «e»
is a function «: G x X—wX for which (2) and (3) holds ("*" is an action of
the group G on the set X).

We mention some identities, which specify transformation of the groups
of stability S(A) = {geC } g*A - a} and noneffectivity 3C(A) » {g«G V
YXEA(g*x m x)} (ASX) at a construction of another abstract objects (sub-
object, partialy object, G- product and product of objects).

Next we describe all subgroups of G conjugate to S(A) and 3t(A).
The basic theorems are:
Theorem 1
If object (1) is transitive and KSG , x€X , then

3C(K-x) » Z 0(K)n3ffx),

where Zg(K) is a cgntraliser of Kin G.

Theorem 2
If object (1) is transitive, xGX and FAG , then

S(F-x) "Np(F)r> F*3€(x) ~.F ,

where N,,(F) is a normaliser of F in G.

We use these theorems to an investigation of the gruops3t(A) and y(A)
of any subset A of X by reducing to the investigation of the grpups of sta-
bility of the subsets of cardinality 1.

Tiumaczyt autor artykutu
Whptyneto do Redakcji 30.1V.1985

Recenzent:
Doc.dr Edward Siwek



