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0 ZWARTOŚCI PEWNYCH KLAS OPERATORÓW

S tre s z c z e n ie . W p racy  wprowadza s ię  p o ję c ie  o p e ra to ra  zwartego 
i  w — zw artego o raz  podaje s ię  6 tw ie rd zeń  o ty c h  o p e ra to ra c h . Pod
stawowym wynikiem p racy  J e s i^ n a s tę p u ją c e  u o g ó ln ie n ie  tw ie rd z en ia  o 
zw a rto śc i o p e ra to ra  lin iow ego  ograniczonego "pochodzące' z [1 ],

T w ierdzen ie . NiśOh X2 b ęd z ie  p r z e s tr z e n ią  F reche ta  z F-normą | • Ig i
a X., n iech  będz ie  p r z e s t r z e n ią  typu  F* z F-normą | • 11 .
Jd iż e ll:
(a )  i s t n i e j ą  wypukłe IP-funkc j e  M i  N sp e łn ia ją c e  warunek A ? w ząrze  

i  t a k i e ,  że otj, >  ,
(b) i  zan u rzen ie  j e s t  c i ą g łe ,

NX2C L i  zan u rzen ie  J e s t  c i ą g łe ,

(c )  Lj, » <  LM , | • >  J e s t  p r z e s tr z e n ią  F re ch e ta ,

(d) ^  X2 , | • | l N j e s t  p r z e s t r z e n ią  F re ch e ta ,
to  każdy o p e ra to r  lin io w y  c ią g ły  odwzorowujący X. w X, j e s t  zwar
t y .  £

W końcowej c z ę ś c i p racy  bada s ię  c ią g ło s c  i  zw artość operatorow  
Hammer,Steina w p rz e s tr z e n ia c h  ciągowych. O s ta tn ie  tw ie rd z en ie  podaje 
warunki w y s ta rc za jąc e  d la  i s t n i e n i a  punktu s ta łe g o  tego  o p e ra to ra .

1 . WSTĘP 

D e f in ic ja  1

O perator A odwzorowujący p rz e s tr z e ń  lin io w ą  X w p rz e s trz e ń  lin io w ą  Y na
zywamy skończen ie wymiarowym, j e ż e l i  zb ió r  w arto śc i tego  o p e ra to ra  j e s t  za
w arty  w skończenie wymiarowej p o d p rz e s trz e n i lin io w e j p rz e s tr z e n i  Y.

D e f in ic ja  2

Zbiór A zaw arty  w p r z e s tr z e n i  X typu  F* nazywamy k-ogran iczonym , gdy dla 
każdej l ic z b y  £ > 0  i s t n i e j e  ta k a  liczb^ą <5 > 0 ,  że j e ż e l i  a eK i  | a | <  ó  
o raz  x 6 A , to  | ax | <  £  .

D e f in ic ja  3
A

O perator A odwzorowujący p rz e s tr z e ń  X typu  F w p rz e s tr z e n i  Y typu F 
nazywamy * -  ograniczonym , j e ż e l i  A odwzorowuje zb io ry  *  -  ograniczone w X 
na z b io ry  •* -  og ran iczone w Y.
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D e f in ic ja  U

O perator A odwzorowujący p r z e s tr z e ń  unormowaną X w p r z e s tr z e ń  unormowa
ną Y nazywamy operatorem  ograniczonym , J e ż e l i  i s t n i e j e  s t a ł a  M >  O ta k a ,  
że d la  każdego x e X  | |T ( x ) | |y < M ||x ||x .

D e f in ic ja  5

O perator A odwzorowujący p rz e s tr z e ń  unormowaną X w p rz e s tr z e ń  unormowa
ną Y nazywamy operatorem  zwartym, J e ż e l i  obraz dowolnego zb io ru  o g ra n i
czonego w X J e s t  w zględnie zw arty  w Y, t j .  Jego dom knięcie j e s t  zbiorem  
zwartym w Y,

D e f in ic ja  6

O perator A odwzorowujący p r z e s tr z e ń  X typu  F w p rz e s tr z e ń  Y ty p u  F na
zywamy *  -  zwartym, j e ż e l i  obraz dowolnego zb io ru  *  -  ograniczonego w X 
J e s t  w zględnie zw arty w Y.

Uwaga 1

Każdy o p e ra to r  zw arty  j e s t  »  -  zw arty , a le  n ie  odw ro tn ie , bo każdy zb ió r  
ograniczony w se n s ie  normy j e s t  * -  og ran iczony , a le  n ie  odw rotnie ( p a tr z

Y -  fu n k c ja , modulafc", p r z e s tr z e ń  modularna o raz w łasn o śc i ty c h  p o ję ć  można 
zn a le źć  w [ 2] .

N iech p  b ęd z ie  *P -  fu n k c ją . Oznaczmy

W ) .
Uwaga 2

P o ję c ie  p r z e s tr z e n i  ty p u  F* o raz  używane d a le j  p o ję c ia :

( 1 )

W dalszym  c iąg u  w ykorzystane będz ie  pochodzące z £1 ]

Tw ierdzenie 1

Niech M I N  będą wypukłymi -  funkcjam i sp e łn ia jąc y m i warunek A 2 w ze
r z e .  Wtedy każdy o p e ra to r  lin io w y  ogran iczony  odw zorujący 1M na 1N j e s t  
zw arty wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy <=CM .
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2. 0 OPERATORACH ZWARTYCH 

Tw ierdzenie 2

Niech X b ęd z ie  p r z e s t r z e n ią  typu  F*^ a Y p r z e s t r z e n ią  F re ch e ta . Niech 
A,B : X—»Y o raz  d la  każdego f i  C  X, A (fi)C B (fi). J e ż e l i  o p e ra to r  B' J e s t  * -  
-  zw arty , to  o p e ra to r  A j e s t  *  -  zw arty .

Dowód

Niech f i c X  b ęd z ie  * -  o g ran iczony . W ystarczy wykazać, że A fil) J e s t  c a ł 
kow icie og ran iczo n y . Ponieważ o p e ra to r  B j e s t  *  -  zw arty , a więc B(fi) j e s t  
j e s t  ca łk o w ic ie  o g ran iczony . Ponieważ podzbiór ca łkow ic ie  ograniczonego je s t  
ca łkow ic ie  o g ran iczony , w ięc zb ió r  A(&) j e s t  ca łk o w ic ie  ograniczony, c z y li  
o p era to r A j e s t  *  -  zw arty .

Tw ierdzenie 3

N iech A(x) = B^x + B2 ( x ) .  J e ż e l i  B1 j e s t  operatorem  liniowym i  og ran ia  
czonym odwzorowującym l p—*-lr  , oo > P  ^ r > 1 ,  a B2 : l p—*• l r  j e s t  takim , 
że i s t n i e j e  m « { m ^ ,  m € l r  , że d la  każdego x € 1 , | [  b 2 ( x ) ]  ' ( i ) | < | m i | ,
to  o p e ra to r  A j e s t  zw arty .

Dowód

Niech f i  C lp  b ęd z ie  dowolnym zbiorem  ograniczonym . Ponieważ o p era to r B-| 
J e s t  zw arty , a więc B1(fi) j e s t  ca łk o w ic ie  ograniczony w l r . Wystarczy wyka
zać, że B2(fi) j e s t  ca łk o w ic ie  ogran iczony  w l r . N iech £ > 0  będzie u s ta lo 
ne. N iech

B2( x) -  B2 ( x^ + B2( x) ,  gdzie

[ b2( x) ] ( 1) d la  1 = 1  n

[ b2 ( x) ] (1 )

d la  i  >• n

d la  i  = 1 , . . . , n

d la  i  z> n .

Obierzmy n ta k ,  aby d la  każdego x £ l p | |  B2(x)|| <  £ .  Ponieważ 3? j e ą t  ope

ratorem  skończenie wymiarowym, a więc B2 (fi) j e s t  ca łkow ic ie  ogran iczony , a 
zatem i s t n i e j e  w nim skończona £ -  s i e ć .  Ta £ -  s ie ć  p lu s  dowolny punkt na
leżący  do Bp(fi) d a je  2 £ -  s ie ć  w 32 ( f i) , c z y l i  B2(fi) j e s t  ca łkow ic ie  o g ran i
czony. Niech ( n^ E ) ..........Nn (£ )(£ )}  będzie  skończoną |  -  s ie c ią  w 3 , (fi), a
{m1 ( £ ) .............. ,(£ ) (£ )}  będz ie  skończoną ^  -  s ie c i ą  w 3
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N iech y € A (8 ) ,  s tą d  i s t n i e j e  x e f t t a k l ,  że y = A(x) = •B1x + B2(x) ■= y 1 + 
+ y 2 » g d z ie  y 1 -  B^x , y2 “ B2( x ) .  Ponieważ y-, e  B1CS2)» więc i s t n i e j e  1(£) 
t a k i e ,  że || y 1 -  Ni ( e ) ( £ ) I <: §  • Ponl eważ y2 eB 2(£)» wlęc l s t n i e J e J ( £ ) ta_
k ie ,  że |  y2 -  Mj ( g ) ( £ ) | |<  §  « s t 3d fly “ (Nl ( g ) ^  + MJ ( 6 ) ^ ^ I  <  czy11
zb ió r  {Ni ( € ) (e )  + Mj (6)(6) . 1 (£ ) .  i , . . . , n ( £ ) ,  j ( £ )  = 1 ..........■ (£ )}  J e s t
skończoną £ -  s i e c i ą  w A(fl), c z y l i  A&łJ J e s t  ca łk o w ic ie  o g ran iczo n y , a więc 
o p e ra to r  A j e s t  zw arty .

T w ierdzenie 4

Niech X~ b ęd z ie  p r z e s t r z e n i ą  F re ch e ta  z F-normą | * L  , a X. n ie c h  będzie
* i lp r z e s t r z e n ią  ty p u  F z F-normą | ’ |-| •

J e ż e l i :

(a )  i s t n i e j ą  wypukłe ' f  -  fu n k c je  M I N  s p e łn ia ją c e  warunek A 2 w z e rz e  i  
t a k i e ,  że ,

(b ) 1MC X1 i  za n u rzen ie  j e s t  c i ą g łe ,
NX2 C 1 i  za n u rzen ie  j e s t  c i ą g łe ,

(c )  1M = 'C l* 1 , 1‘ 1-j ^ J e s t  p r z e s t r z e n ią  FVecheta,

(d ) X2 = < X 2 , |  •[] j e s t  p r z e s t r z e n ią  F re 'cheta ,

to  każdy o p e ra to r  lin io w y  c ią g ły  odwzorowujący X1 w X2 J e s t  *  -  zw arty . 

Dowód:

Niech A będz ie  operatorem  liniowym  ciągłym  odwzorowującym X̂  w X2 . Z za
ło ż e n ia  (b) mamy, że A odwzorowuje 1^ w X2< Niech A^ b ęd z ie  operatorem  l i 
niowym, ciąg łym , różnowartościowym  odwzorowującym 1 na 1M , a A2 n ie ch  
b ęd z ie  operatorem  liniow ym , c iąg łym , różnowartościowym  odwzorowującym X2 
na X ,,. Z z a ło ż e n ia  (b ) ta k ie  o p e ra to ry  i s t n i e j ą .  N iech B = A2AA1. Łatwo 
zauważyć, że B : 1M—*X2 , a więc B : 1M—*1N. Z z a ło ż e n ia  (a )  i  Tw ierdze
n ia  1 o n e ra to r  B j e s t  zw arty . Z tw ie rd z e n ia  F rech e ta  o p e ra to ry  A~1 , A?1

- 1 - 1i s t n i e j ą  o raz  są  lin io w e  i  c i ą g łe .  S tąd  o p e ra to r  A = A2 BA1 j e s t  o p e ra to 
rem *  -  zwartym.

’.iniosek 1

J e ż e l i  X, = X0 j e s t  p r z e s t r z e n ią  m odularną zppe łną generowaną p rzez  mo-
^ 2

d u la r  ę 2 , a X1 = Xę  j e s t  p r z e s t r z e n ią  m odularną generowaną p rze z  modular

ę 1 o raz | ' | - |  = | * |ę> , l * l 2 = I " I? i  sp e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  Tw ierdzenia 4,

to  każdy o p e ra to r  lin io w y  c ią g ły  odwzorowujący X* w X0 j e s t  *  -  zw arty .
Y1 *2

Tw ierdzenie 4

J e ż e l i  X., j e s t  p r z e s t r z e n ią  unormowaną, a X2 J e s t  p r z e s t r z e n ią  Banacha 
i  sp e łn io n e  są  p o z o s ta łe  z a ło ż e n ia  T w ierdzenia 4 , to  każdy o p e ra to r  liniowy 
og ran iczony  odwzorowujący X̂  w X2 J e s t  zw arty .

Dowód jako a n a lo g iczn y  do dowodu T w ierdzen ia  4 pomijamy.
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P rzykład  

Niech

-  t \

= t 2 ,

? 1 (x ) -  2  ( x ( i ) ) ,  9 2( x) = 2 -  ? £ ( x ( i ) )  .
1=1 1=1

Pokażemy, że każdy o p e ra to r  lin io w y  ogran iczony odwzorowujący Xp w Xp
M N   ̂ 2j e s t  zw arty . Łatwo zauważyć, że 1 = 1 ^ , 1  » 12 • D ale j ła tw o pokazać,

że j e ż e l i  x « l 5 , to  x « X ę  o ra z , że j e ż e l i  x e X p  , to  x e l 2 . Zauważmy 

d a le j ,  że zan u rzen ie  1^ w Xp o raz  X^ w 1^ j e s t  c i ą g łe .

N iech xR—* x w l j  . Wtedy dlja każdego a >  O

2 Z  |a ( x  f i )  -  x ( i ) ) l 3 O, gdy n  —»»o, a le  wtedy 
1=1 ' n '

| a (x n ( l )  -  x ( i ) ) | <  1 d la  i  = 1 , 2 , . . .  , s tą d

tx> . .
]a (x n ( i )  -  x ( i ) ) | 3 > 9 1(a (x n -  x ) ) ,  skąd

f l (  a (x n -  x ) ) —* 0 ,  gdy n —»■ d la  każdego a >  0 , c z y l i  xR—=x w se n s ie

1*19-, *
A nalogiczn ie pokazu je s i ę ,  że za n u rzen ie  Xp w 12 j e s t  c i ą g łe .

P rz e s trz e ń  Xp j e s t  p r z e s t r z e n ią  zu p e łn ą . P rz e s trz e ń  < l j  , I ' I >  j e s t

p r z e s tr z e n ią  zu p e łn ą . I s t o t n i e ,  przypuśćm y, że { x n } n ie  j e s t  c iągiem  Cau- 
chy*ego w 1^ , t z n .  i s t n i e j ą  £ > 0 ,  c ią g i  { ^  j  i  { mk j  o raz a > 0  ta k ie ,  

»»
te  £ M a (x „  ( i )  -  x_ ( i ) ) !  S i t  , c z y l i  i s t n i e j e  r 6 N  t a k ie ,  że 

1=1' ^k “k '

^ 21-1  -  M i 5 »

P 2 l - 1 ( t )  “ 1*1» 1 = 1*2



Możemy z a ło ż y ć , że a > 1 .  Wtedy i s t n i e j e  j e X l , . . . , r  } t a k i e ,  że I a (x  ( j )  - 
1 4 I Tc

-  x ( j ) ) |  >  ( J r )  . a s tą d  -  x ^ ) )  >  ( J : )  o i l e  ( J r )  ^  1 , c z y li

{xn} n ie  j e s t  ciągiem  Cauchy’ego w <^1^, || • ||p1 z ’ . Podobnie dowodzi s i ę  za
ło ż e n ie  (d ) .

3 . O ZWARTYCH OPERATORACH HEMMERSTEINA 

Niech d a le j :

K : N x N—*R+ , F :|Nx R —»-R, a X n ie c h  będz ie  p r z e s t r z e n ią  w szy stk ich  c ią 
gów rze czy w is ty ch .

Oznaczmy d la  każdego x € X :

[H (x j] ( i )  = X  K ( i , j ) F ( j , x ( j )  , (2)
> 1

[ ax] ( i )  = 2 ] K ( i , j )  x ( j )  , 
j=1

[F(x)] ( i )  = F ( i , x ( i ) .

T w ierdzenie

N iech M i  N będą wypukłymi ip -  funkcjam i sp e łn ia ją c y m i warunek A ., w ze
rz e  ta k im i, że cCM>-|5^ . J e ż e l i :

(a )  A : 1M 1N i  j e s t  operatorem  ojgraniczonym,

(b) F : 1^—»X o raz  i s t n i e j e  s t a ł a  L > 0  ta k a ,  że d la  w szy s tk ich  x ,y  6 l M 
i  d la  każdego a > 0

X  M (a (F ( i ,x ( i )  -  F ( i , y ( i ) ) ) )  S? X  M (aL(x(i) -  y ( i ) ) )  , 
i=  1 1=1

(c) F ( i ,0 )  = O d la  i  e  N ,

to  H : 1*5—* 1 N o raz  j e s t  operatorem  zwartym i  ciąg łym , g dzie  A,F,H dane są 
wzorem ( 2 ) .

£2___________________  Andrzej K asperski
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Dowód

Z z a ło ż e n ia  (a ) i  z T w ierdzenia 1 o p e ra to r  A J e s t  zw arty . Z za ło żeń  (b )
M Mi  (o) otrzym ujem y, że o p e ra to r  F  J e s t  c ią g ły  i  ogran iczony  o raz F : 1 —»1 ,

Mbo d la  w szystk ich  x ,y ć L

|| F (x ) -  F (y ) ||ę M » i n f  j  £ > 0  : ? M(F ^  g F ^ 0 ) ^  1 1

< inf { e > : 9m < 1} = Lllx - yl?M *

c z y li  o p e ra to r  F J e s t  c ią g ły  i  ze względu na (c) og ran iczony .

Tw ierdzenie 6

Niech M I N  będą wypukłymi -  funkcjam i sp e łn ia jący m i warunek A 2 w ze
rze  ta k im i,  że Pm . J e ż e l i :

(a )  A : 1N—w lM i  j e s t  operatorem  ograniczonym ,

(b) F  : 1^—»1^ o raz  I s t n i e j e  s t a ł a  L !> O ta k a ,  że d la  w szy stk ich  x ,y  £1*
i  każdego a >  O

2 1  N ( a ( F ( i ,x ( i ) )  -  F ( i , y ( l ) ) ) )  4  2H  M (aL(x(i) -  y ( i ) ) ) ,  
i - 1  i=1

(c ) F (0) -  O,

(d) H(Kq ( r 0 ))  C K« ( r Q) d la  pewnego r Q > 0 ,

to  i s t n i e j e  x €  10» ( r  ) t a k i e ,  że H(x ) « x , g dz ie  A F  , H dane sąIV w O
wzorem ( 2 ) ,  a

V r )  = { x e l M :  r i  *

Dowód

Z z a ło ż e n ia  (a )  i  z T w ierdzenia 1 o p e ra to r  A J e s t  zw arty i  c ią g ły .  Z za
łożeń (b) i  (c ) o p e ra to r  F j e s t  c ią g ły ,  og ran iczony . S to su jąc  tw ie rd zen ie
Schaudera o punkcie sta łym  otrzymujemy te z ę .

Uwaga końcowa

Wyniki p rzedstaw ione  w n in ie j s z e j  p rac y  są  wyciągiem z ro z d z ia łu  IV Roz
prawy D o k to rsk ie j a u to ra .
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0 CQ2CEPKHMQM HEKOTOPOrO KJLACCA OIIEPATOPOB 

P e 3 s u  e

B HacioaąeB pafioxe on peaeJiaeitca  KOunaKTHHB h *-KounakTHHfi one par op h 
fla e lo a  6 Teopeu o hhx. OchobhoB pesyjibTai sto o6o6meirae xeopeuu o KounaicT- 
hom zHHeitHOM onepaiope H3 [ l ] .

TeopeMa, Ilycib  Xg npocipaHCTso Spene c F-HopMoB | .  •
IlycTb X  ̂npooipaHCTBo rana f * c F-nopMofl | * | i »  Ecjihi

( a )  cymec t Bys t  Bunymiue 'P-^yHKUHH m h  n  la zn e  a T o  oCM > h  $yH K O B H

t  N yflOBJieTBopasib A g ycJioBe npa ua_nux 3HaaeHaax u.
(S ) lM c  X1 h BJioxeirae ec ib  HenpepuBHHU onepaTopou,

x ^ c l 8 H BJiOKeHHe e c ib  Henpepubhum on ep aT o p o u ,

( b ) lm = < lm, I . ecTb npocxpaHCTBo $peme,
( r )  = <x2 , i | | l n> Boib npooipaH CTBo Speme,

Torma b csk h B  J iH H e f lH u a  H e n p e p u B H u S  o n e p a i o p  j ę e f i c T B y s ą H B  03 X  ̂ b  Xg 

a B m a e T c a  * - K O u n a K T H H M  o n e p a T o p o u .

B K O H ije  p a d O T u  z c c j i e f l y e T o a  K o u n a K T H o c T b  o n e p a i o p a  T a n a  rpauMepmTeflHa b  

n p o c T p a H C T B e  v h c jio b iix  n o a n e m o B a i e j i b H O C T e f i .  I l o c m e a H H a  leop eu a  ^ a e i a o c i a -  

t o n H H e  y c . i o B M  j y i a. c y ą e c T B O B a H n x  H e n o f lB H X H o B  to x k h  s T o r o  o n e p a T o p a .

ON COMPACTNESS OF CERTAIN CLASSES OF OPERATORS 

S u m m a r y

In  t h i s  paper i s  d e fin e d  th e  compact o p e ra to r  and * -  compact o p e ra to r  
and we in tro d u c e  6 theorem s about them . The main r e s u l t  o f  t h i s  paper 
th e  fo llo w in g  g e n e r a l iz a t io n  o f  th e  theorem  about compact l in e a r  bounded 
o p e ra to r  from [ 1] .

Thorem. L et Xg be FTechet space w ith  F-norma | - |^  • Let X̂  be F* -  spa
ce w ith  F-norma |* | -j • I f :

(a )  th e re  e x i s t  convex f  -  fu n c tio n s  M and N such th a t  cC  ̂>  | i N and M,N a re  
fu n c tio n s  s a t i s f y in g  th e  A 2 -  c o n d i t io n  a t  0 ,
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(b) LMCX 1 and embedding i s  con tin u o u s,

X2 c LN and embedding i s  co n tin u o u s,

(c) L̂ j -  < L M , | • ^  >  i s  F réchet sp ace ,

(d) » <  X2 , H l N >  i s  F rdchet sp ace ,

th e n  everçy con tinuous l in e a r  o p e ra to r  from X̂  to  X2 i s  * -  compact.

In  th e  end o f  t h i s  paper i s  s tu d ie d  com pactness o f  Hammerstein o p e ra to rs  
in  th e  sequence spadp. The l a s t  theorem  in tro d u c e  s u f f i c ie n t  c o n d itio n s  fo r  
e x is te n c e  o f fiJqed p o in t  o f  Hammerstein o p e ra to r .

Tłumaczył au to r  a r ty k u łu
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