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0 ZWARTOSCI PEANYCH KLAS OPERATOROW

Streszczenie. Wpracy wprowadza sie pojecie operatora zwartego
i w—zwartego oraz po aj'e sie 6 twierdzen o t?/c_h operatorach. Pod-
stawowym wynikiem pracy Jesi“nastepujace uog6lnienie twierdzenia o
zwartos$ci operatora liniowego ograniczonego "pochodzace' z [1],
Twierdzenie. NiSOh X2 bedzie przestrzenig Frecheta z F-normg |elg i

a X, niech bedzie przestrzenig typu F* z F-normg |11 .
Jdizell:

(a) istnieja wypukte IP-funkcje M i N spetniajgce warunek A ? w zarze
i takie, ze otj, > )

(b) i zanurzenie jest ciagte,
xX2cC N zanurzenie Jest ciggte,
(c) Lj, »< LM, |« > Jest przestrzenig Frecheta,

(d) N X2 || IN  jest przestrzenig Frecheta,
to kazdy operator liniowy ciggty odwzorowujacy X. WXE, jest zwar-
ty.

Wkoncowej cze$ci pracy bada_ sie ci:?] tosc i zwarto$¢ operatorow

Hammer,Steina"w przestrzeniach ciggowych. Ostatnie twierdzenie podaje
warunki wystarczajace dla istnienia punktu statego tego operatora.

1. WSTEP

Definicja 1

Operator A odwzorowujacy przestrzeA liniowg X w przestrzen liniowa Y na-
zywamy skonczenie wymiarowym, jezeli zbiér warto$ci tego operatora jest za-
warty w skoriczenie wymiarowej podprzestrzeni liniowej przestrzeni Y.
Definicja 2

Zbiér A zawarty w przestrzeni X typu F* nazywamy k-ograniczonym, gdy dla
kazdej liczby £>0 istnieje taka liczb”"g $>0, ze jezeli aeK i |a|< 0
oraz Xx6A , to |ax|< £ .
Definicja 3

A

Operator A odwzorowujacy przestrzen X typu F wprzestrzeni Y typu F
nazywamy * - ograniczonym, jezeli A odwzorowuje zbiory * - ograniczone w X
na zbiory - ograniczone w.
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Definicja U

Operator A odwzorowujacy przestrzeh unormowang X w przestrzed unormowa-
ng Y nazywamy operatorem ograniczonym, Jezeli istnieje stata M> O taka,
ze dla kazdego xeX |[|T(x)|ly< M]|x||x .
Definicja 5

Operator A odwzorowujacy przestrzen unormowang X w przestrzeA unormowa-
ng Y nazywamy operatorem zwartym, Jezeli obraz dowolnego zbioru ograni-
czonego w X Jest wzglednie zwarty wY, tj. Jego domkniecie jest zbiorem
zwartym w'Y,
Definicja 6

Operator A odwzorowujacy przestrzen X typu F w przestrzen Y typu F na-
zywamy * - zwartym, jezeli obraz dowolnego zbioru * - ograniczonego w X
Jest wzglednie zwarty wY.
Uwaga 1

Kazdy operator zwarty jest » - zwarty, ale nie odwrotnie, bo kazdy zbidr
ograniczony w sensie normy jest *- ograniczony, ale nie odwrotnie (patrz

W ).
Uwaga 2
Pojecie przestrzeni typu F* oraz uzywane dalej pojecia:
Y - funkcja, modulafc", przestrzen modularna oraz wtasnosci tych poje¢ mozna
znalez¢ w[2].
Niech p bedzie *P- funkcjg. Oznaczmy

(1)

Wdalszym ciggu wykorzystane bedzie pochodzace z £1]
Twierdzenie 1

Niech M IN bedg wypuktymi - funkcjami spetniajagcymi warunek A2 w ze-
rze. Wtedy kazdy operator liniowy ograniczony odwzorujagcy 1Mna 1N jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy <M .
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2. 0 OPERATORACH 2WARTYCH

Twierdzenie 2

Niech X bedzie przestrzenig typu F** a Y przestrzenig Frecheta. Niech
AB : X—»Y oraz dla kazdego fi C X, A(fi)CB(fi). Jezeli operator B Jest * -
- zwarty, to operator A jest * - zwarty.

Dowdd

Niech fic X bedzie * - ograniczony. Wystarczy wykaza¢, ze Afil) Jest cat-
kowicie ograniczony. Poniewaz operator B jest * - zwarty, a wiec B(fi) jest
jest catkowicie ograniczony. Poniewaz podzbidér catkowicie ograniczonego jest

catkowicie ograniczony, wiec zbidor A(&) jest catkowicie ograniczony, czyli
operator A jest * - zwarty.

Twierdzenie 3

Niech A(x) = B + B2(x). Jezeli Bl jest operatorem liniowym i ogrania

czonym odwzorowujagcym Ilp—*-Ir , oo >P ~r> 1, a B2 : Ip—=Ir jest takim,
ze istnieje m « {m~, m€lr , ze dla kazdego x€1 , [[b2(x)1 "(i)|<|m i],
to operator A jest zwarty.

Dowdd

Niech fi Clp bedzie dowolnym zbiorem ograniczonym. Poniewaz operator B
Jest zwarty, a wiec B1(fi) jest catkowicie ograniczony w Ir. Wystarczy wyka-
zaé, ze B2(fi) jest catkowicie ograniczony wlr. Niech £>0 bedzie ustalo-
ne. Niech

B2(x) - B2(x™ + B2(x), gdzie

[b2(x)](1) dla 1=1 n
dla i >n
dla i=1,...,n

[b2(x)](1) dla izn .

Obierzmy n tak, aby dla kazdego x£Ip]|| B2(x)|| < £. Poniewaz 3? jeat ope-

ratorem skofczenie wymiarowym, a wiec B2(fi) jest catkowicie ograniczony, a
zatem istnieje w nim skofAczona £- sie¢. Ta £ - sie¢ plus dowolny punkt na-
lezacy do Bp(fi) daje 2£- sieé¢ w 32(fi), czyli B2(fi) jest catkowicie ograni-
czony. Niech (n"E)...... N (£)(£)} bedzie skonczong | - siecig w 3,(fi), a
{ML(E) e (£)(£)} bedzie skonczong * - siecig w3
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Niech y€A(8), stad istnieje xefttakl, zey = A(X) =+Blx + B2(x) wyl +
+y2 » gdzie yl - B , y2 “ B2(x). Poniewaz y-, e B1CS2)» wiec istnieje 1(£)
takie, ze ||yl - Ni(e)(£)I<: 8§« Ponlewaz y2eB2(£)»wleclstnielde J(£) ta_
kie, ze |y2 - M(g)(£)]l< § «st3d fly* (NN(g )™ +M(6) "] < czyll
zbiér {Ni(€)(e) + Mi(6)(6) . 1(E) . i,....,n(£), J(£) = 1l..... m(£)} Jest
skonczong £ - siecig w A(fl), czyli A& Jest catkowicie ograniczony, a wiec
operator A jest zwarty.

Twierdzenie 4

Niech X~ bedzie przestrzenlq Frecheta z F-normg |*L , a X. niech bedzie
przestrzenig typu F z F-normg | || -
Jezeli:
(a) istnieja wypukte 'f- funkcje M IN spetniajace warunek A 2 w zerze i
takie, ze ,
(b) IMC X1 i zanurzenie jest ciggte,

X2 C 1N i zanurzenie jest ciggte,
(c) IM="CI*1, 1°4{~Jest przestrzenia FVecheta,
(d) X2 = <X2,] jest przestrzenig Fre'cheta,
to kazdy operator liniowy ciggty odwzorowujacy X1 w X2 Jest * - zwarty.
Dowdd:

Niech A bedzie operatorem liniowym ciggtym odwzorowujgcym X* w X2. Z za-
tozenia (b) mamy, ze A odwzorowuje 1N w X2< Niech A" bedzie operatorem Ii-
niowym, ciagtym, réznowartosciowym odwzorowujagcym 1 na 1M, a A2 niech
bedzie operatorem liniowym, ciggtym, réznowartoSciowym odwzorowujagcym X2
na X,,. Z zatozenia (b) takie operatory istniejg. Niech B = A2AAL. Latwo
zauwazy¢, ze B : 1IM—*X2 , a wiec B : 1IM—*IN. Z zatozenia (a) i Twierdze-
nia 1 onerator B jest zwarty. Z twierdzenia Frecheta operatory A~1, A?1
istnieja oraz sa liniowe i ciagte. Stad operator A= Ateal jest operato-
rem * - zwartym.
iniosek 1

Jezeli X, = X0 jest przestrzenig modularng zppetng generowang przez mo-

" 2
dular €2 , a X1 = Xe jest przestrzenig modularng generowang przez modular

el oraz |'|-] = |*l> , 1*12 = 1"1? i spetnione sg zatozenia Twierdzenia 4,

to kazdy operator liniowy ciggty odwzorowujagcy X* w X0 jest * - zwarty.
Y1 *2
Twierdzenie 4

Jezeli X, jest przestrzenig unormowana, a X2 Jest przestrzenig Banacha
i speinione sa pozostate zatozenia Twierdzenia 4, to kazdy operator liniowy
ograniczony odwzorowujacy X* w X2 Jest zwarty.

Dowod jako analogiczny do dowodu Twierdzenia 4 pomijamy.
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Przyktad
Niech
-t A21-1 - M5 »
=12, pola(t) ¢ 1*1» 1= 1%
?21(x -2 x (i)), 92(x =2- ?2£(x (i
(x) 1=1(()) (x) l:1(())

Pokazemy, ze kazdy operator liniowy ograniczony odwzorowujagcy Xp w Xp

jest zwarty. tatwo zauwazy¢, ze 1M= 1’N, 1 » 12 « Dalej tatwo Bokaza%,
ze jezeli x«15 , to x«Xe oraz, ze jezeli xeXp , to xel2 . Zauwazmy

dalej, ze zanurzenie 1 w Xp oraz X w 17 jest ciagte.

Niech xR—*x wlj . Wtedy dlja kazdego a > O
%Zl la(x fi) - x(i))I3 O, gdy n —»»0, ale wtedy
= ' n '

la(xn(l) - x(i))|<ldlai =1,2,... , stad

e . :
Ja(xn(i) - x(i))|3>9 1(a(xn - x)), skad

fl(a(xn - x))—=*0, gdy n—m dla kazdego a > 0, czyli XR—=x w sensie
1*19-, *
Analogicznie pokazuje sie, ze zanurzenie Xp w12 jest ciggte.

Przestrzen Xp jest przestrzenig zupetng. Przestrzen <1j , I'l > jest
przestrzenig zupetng. Istotnie, przypusémy, ze {xn} nie jest ciggiem Cau-
chy*ego w 1* , tzn. istnieja £>0, ciggi {~ j i {nkj oraz a>0 takie,

»»

te EMa(x, (i) - X i))! Sit, czyli istnieje r6N takie, ze
EMatx () - x, () y j
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Mozemy zatozy¢, 2el a >1. Wtedy istnieje je X I""’El} takie, ze IIa(x_l_(j) -
o

- x(j))] > (Jr) . a stad - x™)) > (J:) oile (Ir) ™ 1, czyli

{xn} nie jest ciggiem Cauchy’ego w <"1”, | ¢|plz’ . Podobnie dowodzi sie za-
tozenie (d).

3. O 2WARTYCH OPERATORACH HEMMERSTEINA

Niech dalej:

K: Nx N—R+ , F INx R—-R, a X niech bedzie przestrzenig wszystkich cig-
gow rzeczywistych.
Oznaczmy dla kazdego x€X:

[H(xjI) = X K (L)F(.x (1) )
>1

[q (1) = 2] K(i.j) x() ,
=1

[FOOT () = F(i,x(i).

Twierdzenie

Niech Mi N beda wypuktymi ip- funkcjami spetniajacymi warunek A., w ze-
rze takimi, ze oCM>-|5" . Jezeli:

(a) A: IM 1INi jest operatorem ojgraniczonym,

(b) F : 1"—»X oraz istnieje stata L >0 taka, ze dla wszystkich x,y 61 M
i dla kazdego a >0

i>§1 M (a(F(i.x(i) - F(i,y(i)))) S? i<:1 M(@aL(x()) - y(i)))

(c) F(i,0) =0Odla ieN,

to H: I*»—*1N oraz jest operatorem zwartym i ciggtym, gdzie A,F,H dane sg
wzorem (2).
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Dowad

Z zatozenia (a) i z Twierdzenia 1 operator A Jest zwarty. Z zatozen (b)
i (o) otrzymujemy, ze operator F Jest ciggty i ograniczony oraz F : 1 —»1",
bo dla wszystkich x,y¢L

| F(x) - F(y)|leM» infj £ >0 :? MF" gF~r0) N 11

<inf {e >: 9m < 1} =Llx - yI?M*

czyli operator F Jest ciggty i ze wzgledu na (c) ograniczony.
Twierdzenie 6

Niech M IN beda wypuktymi - funkcjami spetniajacymi warunek A2 w ze-
rze takimi, ze Pm . Jezeli:

(@) A: IN—wIMi jest operatorem ograniczonym,

(b) F : 17—»1~ oraz Istnieje statalL !>0O taka, ze dla wszystkich x,y £1*
i kazdego a > O

|211 N (a(F(i,x(i)) - F(i,y(D)))) 4 |2:|'1| M(aL(x(i) - y(i))).

(c) F(0) - O,
(d) H(Kg (r0)) C K« (rQ) dla pewnego rQ >0,

to istnieje x €1q>§/(r ) takie, ze H(xW) « X5 gdzieA F, H dane sa
wzorem (2), a

\% r)y ={xelM: ri *

Dowod

Z zatozenia (a) i z Twierdzenia 1 operator A Jest zwarty i ciggty. Z za-
tozen (b) i (c) operator F jest ciggty, ograniczony. Stosujac twierdzenie
Schaudera o punkcie statym otrzymujemy teze.

Uwaga koncowa

Wyniki przedstawione w niniejszej pracy sg wyciggiem z rozdziatu IV Roz-
prawy Doktorskiej autora.
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0 CREPKHVIM HEKOTOPOXO KILACCA OIIEPATOPOB

P e 3su e

B HacioageB pafioxe onpeaeJiaeitca KOunaKTHHB h *-KounakTHHfi oneparop h
flaeloa 6 Teopeu 0 hhx. COchobhoB pesyjibTai sto o06o6meirae xeopeuu o KounaicT-
hom zHHeitHOM onepaiope H3 [I].

TeopeMa, llycib Xg npocipaHCTso Spene ¢ F-HopMoB |.

IlycTb  X“npooipaHCTBo ranaf* ¢ F-nopMofl |*|i» Ecjihi

(a) cymecteByst Bunymiue PyHKUHH m n nlazne aTo ocm > h $yHKOBH
t N yflOBJieTBopasib Ag yclioBe npa ua nux 3HaaeHaax u.
(S) IMc X1 h Blioxeirae ecib HenpepuBHHU onepaTopou,

x~cl8 HBJiOKeHHe ecib Henpepubhum onepaTopou,
(b) Im =<Im, 1. ecTb npocxpaHCTBo $peme,
(r) = <x2,i ||In> Boib npooipaHCTBo Speme,

Torma bcskhB JiHHeflHua HenpepuBHuS onepaiop jeeficTBysagHB 03 X~ b Xg
aBmaeTca *-KOunaKTHHM onepaTopou.

B KOHije padOTu zccjieflyeToa KounaKTHocTb onepaiopa Tana rpauMemeefIHa b
npocTpaHCTBe Vvhcjiobiix noanemoBaiejibHOCTefi. IlocmeaHHa leopeua aei aocia-

tonHHe yc.ioBM jyia. cygecTBOBaHNX HenoflBHXHoB toXkh sToro onepaTopa.

ON COMPACTNESS OF CERTAIN CLASSES OF OPERATORS

Summary

In this paper is defined the compact operator and * - compact operator
and we introduce 6 theorems about them. The main result of this paper
the following generalization of the theorem about compact linear bounded
operator from [1].

Thorem. Let Xg be FTechet space with F-norma |- | < Let X* be F* - spa-
ce with F-norma |*| § < If:

(a) there exist convex f - functions Mand N such that cC"> |iN and MN are
functions satisfying the A2 - condition at 0,
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(b) LMCX1 and embedding is continuous,

X2c LN and embedding is continuous,

() y- <LM, |*" > is Fréchet space,
(d) »< X2 , H IN> is Frdchet space,

then evergy continuous linear operator from X* to X2 is *- compact.

In the end of this paper is studied compactness of Hammerstein operators
in the sequence spadp. The last theorem introduce sufficient conditions for
existence of fiJged point of Hammerstein operator.
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