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pewna konstrukcja koproduktu półprostego w kategorii grup

Streszczenie. Celem pracy jest podanie sposobu konstrukcji kopro- 
duktu półprostego w kategorii grup. Ogólna definicja koproduktu pół
prostego w kategorii z obiektem zerowym została zastosowana! do kate
gorii grup. Grupa G okazała się być koproduktem półprostym grup K i H, 
gdy istnieją homomorfizmy grupy G na grupy K i H oraz homomorfizm 
grupy H w grupę G takie, że najmniejszy dzielnik normalny grupy G za
wierający obraz grupy H jest jądrem homomorfizmu grupy G na grupę K 
oraz złożenie homomorfizmu grupy H w grupę G z homomorfizmem grupy G 
na grupę H jest identycznością na grupie H. Twierdzenie to pozwala 
zbadać czy dana grupa jest koproduktem półprostym danych grup czy też 
nie.

Konstrukcja dowolnego koproduktu półprostego zawarta została w dal
szej części pracy. W celu skonstruowania koproduktu półprostego grup 
należy półgrupę ciągów elementów grup wyjściowych oraz pewnej dowol
nej grupy podzielić przez podpółgrupę normalną spełniającą odpowied
nie warunki. Z tych warunków wynika, że półgrupa ilorazowa jest grupą 
oraz koproduktem półprostym grup wyjściowych. Dodatkowo okazuje się, 
że w powyższy sposób można skonstruować każdy koprodukt półprosty. 
Przedstawiona metoda nie jest jednak jednoznaczna, tzn. biorąc inną 
grupę dowolną oraz inną podgrupę możemy otrzymać ten sam koprodukt 
półprosty.

1. WST§P

W pracy [2 ] podałem definicję koproduktu półprostego nie wskazując przy 
tym na żaden przykład. W tym artykule rozpatrzę koprodukt półprosty w ka
tegorii grup i podam sposób jego konstrukcji. Punkt 2 zawiera ogólne roz
ważania na temat koproduktu półprostego w kategorii grup, a punkt 4 - spo
sób jego konstrukcji. Własności półgrup, wykorzystywane w konstrukcji za
warte zostały w punkcie 3.

W artykule spotykamy sytuację, gdy pewien zbiór jest grupą oraz podzbio
rem półgrupy, przy czym nie jest pocjpółgrupą, tzn. działanie grupowe i pół- 
grupowe nie pokrywają się. Dlatego w całym artykule oznacza działanie 
w półgrupie, a "." działanie w odpowiedniej grupie, przy czym znak działa
nia grupowego "," jest z reguły opuszczony, gdy nie prowadzi to do nieporo
zumień. ^

Ponadto \ J oznacza "istnieje dokładnie jeden", a w przypadku gdy G jest 
grupą a HCG, oznacza najmniejszy dzielnik normalny w G zawierający zbiór H 
(por. definicja 31.4).
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2. DEFINICJA KOPRODUKTU PÓŁPROSTEGO

W tym paragrafie przypomniane zostaną podstawowe definicje zawarte w [i] 
oraz definicja koproduktu półprostego przedstawiona w [2]. Twierdzenie 2.1 
podaje interpretację pojęcia koproduktu półprostego w kategorii grup.
Definicja 2.1

Obiektem zerowym kategorii lit nazywamy każdy taki obiekt 0, że dla każ
dego obiektu X kategorii lit istnieje dokładnie Jeden morfizm cC : X —-0 oraz 
dokładnie jeden morfizm |5 : 0 — >-X. Wszystkie obiekty zerowe danej kategorii 
są izomorficzne. Morfizmem zerowym nazywamy taki morfizm 0 ^  : X —*Y, że 
istnieją morfizmy oC : 0 — *-Y oraz f i : X —*0 spełniające warunek 0 ^  = cC .  
Oczywiście dla dowolnych danych obiektów X i Y kategorii lit , w której ist
nieje obiekt zerowy, istnieje dokładnie jeden morfizm zerowy (por. [1]).
Definicja ¿.2

Morfizm <£ : H — «-G nazywamy koretrakcją, gdy istnieje morfizm jS : G —>H 
taki, ż e p < £ =  idH . (por.
Definicja 2.3

Morfizm G— *K nazywamy ko jądrem morfizmu £: H — *G gdy:

a) d hk

b ) A | : G — X £ 6  = 0 ^ = ^  V  1>: K — ~X 4 = 1» f  (por. [1 ])

Definicja I2.4*
Grupę O nazywamy koproduktem półprostym grup K i H, gdy istnieją morfiz

my ‘f  : G— »-K oraz £: H — »-G takie, że:
a) morfizm jest kojądrem morfizmu
b) morfizm £ jest koretrakcją (por. M ) .
Definicja 2.5

Morfizm oC : X — *-Y nazywamy epimorfizmem, gdy dla dowolnych morfizmów *P:
Y—* Z i : Y — »-Z z tego, że PoC = 41 aCwynika, że ¥* = <j)(por. [1 ]).
Twierdzenie 2.1

Grupa G jest koproduktem półprostym grup K i H wtedy i tylko wtedy, gdy 
istnieją homomorfizmy " f : G —*-K, 6 : H — »-G, Tt; G — »-H spełniające własności:
a) homomorfizm " f jest suriekcją,
b) ker ■( m £(H)G ,
c) Tt£= idjj .

Dowód:
"=£>" Niech grupa G będzie koproduktem półprostym grup K i H. Z defini

cji 1.4 wynika istnienie homomorfizmów y  : G— **K oraz £: H — *-G takich, że
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homomorfizm £ Jest koretrakcją, a homomorfizm f  jest kojądrem homomorfiz- 
mu £. Znany jest fakt, że każde kojądro jest epimorfizmem, a epimorfizmy 
w kategorii grup są suriekcjami (por. [1]). więc homomorfizm ’f ' jest suriek- 
cją. Pokażemy teraz, że £(H) cker , Prawdziwa jest następująca implika
cja, wynikająca z definicji kjojądra:

x e 6(H)=> V  h €H x = £(h) =s> (x) = • f 6(h) = O^Ch) = eJ{”^‘x 6ker "f

Ponieważ ker *f. <lG więc £(h)Gc ker •f .
Udowodnimy teraz, że ker-^c E(H)G .

Zdefiniujemy homomorfizm:

G— * G A  g 6 G |(g) ! = [g]

Oczywiście ^ 6 = G oraz ker £ = £(H)

Na! iflocy definicji 2.3 kojądra istnieje homomorfizm

K — taki, że T> f  - £ .

Prawdziwa jest więc implikacja:

x eker>jf =*>4(x) = ^T(x) = = eG/-^yG

x e ker 4 x e£(M) G

Pozostaje do wykazania warunek c). Homomorfizm £ jest koretrakcją więc 
istnieje homomorfizm TC ; G —s>H taki, że TC £ = idjj

»«#=" z warunku c). wynika oczywiście, że homomorfizm 6 jest. koretrak
cją. Sprawdzamy teraz, że homomorfizm f  jest kojądrem homomorfizmu £. 
Ponieważ £(H)c£(h)G = kerf" , więc f  £ = Op^ . Niech teraz 4 : G —»-X bę
dzie dowolnym homomorfizmem takim, że 4, E = Op^ . Prawdziwa jest następu

jąca implikacja: 4 £ = Oppp,*̂  E(H) Cker4 =£■ fiCH^c ker4=^kerY c ker 4 • 
Odwzorowanie oj1 zdefiniujemy w następujący sposób:

l>: K->X A k e K  tf(k) := 4(g) gdzie ge-f"1(k).

Ponieważ ker^ c ker 4 więc definicja powyższa jest prawidłowa. Łatwo wi
dać, że odwzorowanie ■& jest homomorfizmem oraz i>r= 4 . Jest on również 
jedyny, bo przypuśćmy, że i ) 1' :  K —<~X spełnia również 4 =
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wtedy:

A k 6 K tf(k) -,|(g) = ̂ Y(g) - tf'(k),

gdzie g€ y -100*

3. WYBRANE WŁASNOŚCI PÓŁGRUP

Centralną rolę w konstrukcji koproduktu półprostego odgrywa pojęcie pół- 
grupy. Na podstawie ogólnie znanych własności oraz bardziej szczegółowych 
z pracy [i] opracowałem ten parjagraf, wprowadzając pojęcia i własności pod 
kątem wykorzystania do konstrukcji koproduktu półprostego. Zasadnicze 
wnioski zebrałem w lemacie 3.4.
Definicja 3.1

Zbiór P z łącznym działaniem oraz elementem neutralnym ep nazywamy pół- 
grupą z jednością. Odwzorowanie półgrup zachowujące działanie oraz element 
neutralny nazywamy homomorfizmem półgrup z jednością.
Uwaga 3.1

W tej pracy rozpatrujemy tylko półgrupy z jednością, a więc przez pół- 
grupę będziemy stale rozumieli półgrupę z jednością.
Definicja 3.2

Dla dowolnego zbioru X, półgrupę utworzoną ze skończonych ciągów 
elementów zbioru X z działaniem - konkatenacją ciągów, nazywamy półgrupą 
wolną generowaną przez zbiór X. Elementem neutralnym półgrupy jest 
ciąg zerpelementowy (pusty). Zbiór X utożsamiamy z ciągami jednoelemento- 
wymi, a więc możemy pisać: XC3"^ .
Lemat 3.1

Dla dowolnego zbioru X, dowolnej półgrupy G i dla dowolnego odwzorowa
nia f : X— »-G istnieje dokładnie jeden homomorfizm półgrup f : — »G ta
ki, że f|x = f .
Definicja 3.3

Podzbiór N półgrupy P nazywamy podpółgrupą półgrupy P , gdy jest on
zamknięty ze względu na działanie w półgrupie oraz ep 6N . Podpółgrupę N
nazywamy normalną, gdy spełnia warunek: jeżeli dla dowolnych elementów
a.b,c półgrupy P z tego, że dwa z elementów a b x, a c, b należą do D wy
nika, że ten trzeci też należy do N. Piszemy wtedy N<JP. Podpółgrupę N na
zywamy pełną, gdy:

A  x « P  V  y * P  x« y* N .
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Lemat 3.2
Jeżeli N jest normalną podpółgrupą półgrupy P to spełnione są warunki:

a) ep*xeN=-*x€N

b) a*b£N*=*b»a€N

c) a0*b 1»a1 ...*bn*an e.N i aQ,... ,ane N-=»b1*.. .kbjj« N 

Dowód
a) Załóżmy, że ep*xeN. Ponieważ N *4P więc ep£N i dalej ej*x*ep eN oraz 

ep^epfiN . Ostatecznie na mocy normalności podpółgrupy N : x SN.
b) Załóżmy, że a*beN. Wynika stąd, że a#b*a*beN i z warunku normalnoś

ci podpółgrupy N wynika, że b*a eN.
c) Załóżmy, że a0*b 1*a1*.. ,»bn*an e N i a0 ,a.|,... ,an 6 N.

Wtedy aQ*an eN i na mocy normalności podpółgrupy N wynika, że b f a f b g t B t g . . .  
...*bn i*an N. mocy normalności podpółgrupy N wynika również, że
jeżeli

b 1*b2»<-.. .*bl_1'»bi-Wai*bi+1*al+1*.. .*-b̂ _1*i-ar_19<-bn £ N oraz ai e N

to

bi*^2** * **bi*bi+1*ai+1*-' • ,tbn-1<tan-1'i,'bn ̂

co po n-1 krokach pozwala wykazać, że .. bn £ N.
Defftnicja 3.4

Jeżeli H jest podzbiorem półgrupy P to przez HP oznaczamy najmniejszą 
podpółgrupą normalną zawierającą H. Jest ona przekrojem wszystkich podpół- 
grup normalnych półgrupy P zawierających zbiór H.
Definicja 3.5

Relację równoważności p w półgrupie P nazywamy kongruemcją gdy:

A a , b , c , d e P  a f  DAo^> d = ^ a * o ę  b*d 
Definicja 3.6

p
Jeżeli p  jest kongruencją w półgrupie P, to przez /p rozumiemy pół- 

grupę utworzoną z klas abstrakcji relacji z działaniem określonych wzorem: 
[a]*[b] =* [a*b].
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Definicja 3.7
Niech N będzie podzbiorem półgrupy P. Przez będziemy rozumieli rela

cję określoną wzorem:

x y <=i-Vz eP x * z e N A y * z e N

Lemat 3.3
Jeżeli N jest normalną podpółgrupą półgrupy P, to ^  jest kongruencją oraz 

N = {x€P| x ?N ep}

Dowód
Dowodzimy wpierw, że pN jest relacją równoważności. Zwrotnośó i syme

tria są oczywiste. Niech x pN y i y pNz , wtedy V a»*>eP x*a, y*a, y*b, 
z*beN, a stąd y *a* z w b-eN. Z normalności podpółgrupy N wynika, że 
a * z e B  i na mocy lematu 2.2 z*a eN. Tak więc V  a eP x w-a e N i z * a eN, 
co pociąga za sobą x p^z.

Dowodzimy teraz, że jest kongruencją. Niech x pNy i z pNw.
Wtedy: Va,b€P x*a, y*a, z»b, w-*b€N. Na mocy normalności podpółgrupy
P wynika stąd, że x * z ■* b *a, y * w  (*b*a eN, a więc pc *z ę»Ny * w.

Na końcu dowodzimy równości N = jx6P | x pNep J . Ponieważ N<P, więc 
prawdziwe są in£>likacje:

x £ N = b x * e p eK A  ep *ep 6N = > x  pNep 

x 9fjep= ^'V z £ P  x * z e N  A e p*z GN=^- 

*=>Vz6P e^*xeli A  ep* x * z £ B = ^ x 6 N

Twierdzenie 3.1

Jeżeli N jest normalną i pełną podpółgrupą półgrupy P, to P/pK jest gru-
Pą.
Dowód

PNa mocy definicji 2.6 jest półgrupą. Wystarczy wykazać, że każdy
element p/pjj jest odwracalny. Niech [x] e P/pj, . Ponieważ podpółgrupą N jest 
pełna, więc V y 6 p x*yeN. Jak wykazano w lemacie 3.3 x a-y^ep , a więc 
M - M  = eP/9r • stosując lemat 3.2 otrzymujemy, że również [y]* [*]*■ ep/p •
Definicja 3.8

Niech c|>:P— »-G będzie homomorfizmem półgrup. Przez O cj> oznaczymy kongru- 
encję zdetfiniowaną wzorem: = fiy)
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Twierdzenie 3.2 (Twierdzenie o izomorfizmie)
Jeżeli ^ :P—*G Jest homomorfizmem półgrup, to półgrupa P/f^ Jest izo

morficzna z obrazem <j» (P) półgrupy P w odwzorowaniu (por. [3]).
Definicja 3)‘9

Jeżeli sP—*G Jest homomorfizmem półgrup, to przez ker tj* oznaczymy
podzbiór P zdefiniowany wzorem

k er^  : = {x  €P|«|>(x) * eG}

Najważniejsze fakty, potrzebne w następnym paragrafie zostały zebrane 
w następującym lemacie:
Lemat 3.4

Jeżeli <}> :P— *G jest homomorfizmem półgrupy P na grupę G oraz H Jest 
podzbiorem półgrupy P, to:
a) ker Jest normalną i pełną podpółgrupą półgrupy P 

?ker«|» = ? +

°) P/?ker*~G 

dW  (Hukeri)iP) ” $7777°

e) TTUTceriJ P = T̂ TFrT0)
Dowód

a) Niech dwa z elementów a*b*c, a *  c, b należą do ker^ . Korzystając 
z tego, że obraz półg\rupy P w odwzorowaniu <|> Jest grupą wykazujemy bez 
trudu, że trzeci z nich należy do ker tj> .

Niech a €. Ą  jest odwzorowaniem na grupę, więc:

V b € P  f (a) f(b) = eQ tzn. a*b€kert{>.

b) xfker(fy =>Vz eP x*zeker«|> y#zfeker<j» ==#•

■=*Vz e P  «j> ( x  * z )  = | ( y *  z ) = » V z  e  P f ( x )  <J»(z) = cj» ( y ) t ( i(z)  =s>

=*+(*) - (y) “ *xfyy

" « = "  x p ^y  = ^^> (x )  = tf>(y) =*• V u  £ G i | i ( x ) u  = e G = <j»(y)u =>

=*V z e P <j>(z) ■> uA^ji(x)<j>(z) = eH = (f>(y)̂ >(z) =»

—•Vt 6 P z * z e ker a  y « z e ker«f> “♦*ęjcer^ Y
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c) Jest to oczywisty wniosek z b) oraz z twierdzenia ¡5.2.
d) "c" Ponieważ ̂ (Hu ker )CJ<f(H;G więc (H u ker ) C (<J>(h )G) . Łatwo

można zauważyć, że <j>~1 jęnn0) « ?  więc ku kei^fc^-1 ^ 5«) oraz ponieważ 
odwzorowanie jest suriekc ją: i|> (Hukertj>P) C .

'O " Udowodnimy wpierw, że tj» (fiu ker$P) <G. Niech x,y-€ ̂ (iTuker^).
Va ,b e Hu ker̂ > P x « <j»(a)A y = ̂ *(b). Ponieważ ker ̂  Jest pełną podpółgru- 
pą w P, więc V c e P  bwceker^, a st£d ^(b)sj>(c) (b»c).* eG i osta
tecznie <j>(c) = <^(b)-1 . Tak więc xy-1 = <|>(a) «¡»(b)”1 = i}>(a*c). Wystarczy 
wykazać, że c € Hu ker+P. Mamy b * c 6 ker <j< więc e^* b*c £ Huker^P .
. b€HtTŁirfP więc ep * c £  Hu ker^f i na mocy lematu ¡3.2 c £ kuker^F. Udo
wodniliśmy, że^ (Hu ker^F) jest podgrupą grupy G.

Dowodzimy teraz jej normalności. Niech x 6^ (Huker^>P) oraz y€G. V a e P  
y =<j>(a) oraz Vb  6 ku ker<̂ P x = ̂ >(b). Ponieważ ker jest podpółgrupą, więc
V  e € P  a w c e ker C  k u ker Jak wyżej zauważmy, że ̂ >(a)-1 = <p(c). Wynika
z tego, że yxy_1 - *}> (a)t)>(b)̂ (a)_1 = <{> (a*b*c). Z normalności podpółgrupy 
fiukerfP wynika, że a * b * c « H U  ker^P.

Ponieważ H c H  U ker<j»P, więc <j>(H)c^{ku ker<f>P) i na mocy wyżej udowodnio
nej normalności podgrupy t|> (Hu ker<j>P): <j>( H,) Gc if (Hu kerijF).

e) Na mocy warunku d): «jł “1 <j> (Hu kerc|F) = <f>-1 (if (H;G) . Oczywistym jest,
że H u ker<|>p sj> -1 c[> (Hu kerijF). Pozostaje wykazać, (że tji"1 (Hu ker^P)c:Huker|’.
Niech (x)6 f (Hu kertjF). Wtedy Vy e Hu ker^P ̂ (p<) c <J>(y). Na mocy warunku
b) V  z eP fcc w-z eker^ Ay w z £ker ̂  . Wtedy y w x w z e H u ker$P oraz y * z 6.
€ ri uker<|>P, a więc na mocy normalności podpółgrupy ku ker<fP; x eH uker^P .

4. KONSTRUKCJA KOPRODUKTU PÓŁPROSTEGO

Zasadniczy wynik pracy-zawarty jest w twierdzeniu (4.1, pokazującym spo
sób konstrukcji koproduktu połprostego i dostateczną jej ogólność. Twier
dzenie 4.1 poprzedzone jest lematem pomocniczym.
Lemat k. 1

Załóżmy, że:
a) G,K,H są grupami,
b) ̂ ¡G — £ :H —*-G oraz Tt: G —*>H są homomorfizmamji,
c) TCE*> idH ,
d) €(H) - kertf ,
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e) S m kerlt^kerf ,
f) Odwzorowanie " f Jest surlekcją.
Teza: istnieje odwzorowanie «*> : K— » ker Tt takiej że^ w  = idR “ (e,

A g i G  V s * S  V h S H  Vk £K g = so»(k) £(h)

Dowód
Zdefiniujemy odwzorowanie pomocnicze:

% :G - +  G A g  eG |(g):- g£Tt(g)"1 

Na mocy założenia c) mamy:

*£(«> ««(g)rtcn(g)-1 - TŁ(g)5t(g)-1 = eH 

Na mocy założenia d) mamy:

Na mocy założeń b) i f) istnieje odwzorowanie (nie koniecznie 
fizm) ui :K— *-G takie, że:

Y “  = ldK oraz £5 (eK) =eG .

Niech u) := . Dowodzimy własności odwzorowania.
Na mocy (3.2):

5lco 0RH a więc w(K)cker)I

Na mocy (AU3) i (4|.A):

y-o> = = idR oraz<o(eK) = |,ai(eK) = eGS1t(eG)-1 « eQ

Dla każdego g£G zachodzi oczywista tożsamość:

g = s t o f ( g ) E T C ( g ) gdzie s 

Na mocy (A|.2) oraz (Aj.A):

TC(s) ^ ^ g l M g ) ) ' 1 - eH

) = eG oraz

(4 . 1)

(Af.2)

homomor-

(A1.A)

(4.5)



B6 Marek Żabka

Definicja A.1
Niech K i H są grupami, a S Jest dowolnym zbiorem. Symbolem oznaczy

my Jedyny homomorfizm P g H: T s ^ k u h - *‘K spełniający warunki:

A x  g S u H ' cK

A x € K ^ h (x ) «. x 

Twierdzenie |4.1
Grupa G jest koproduktem półprostym grup K i H wjtedy i tylko wtedy gdy 

istnieje grupa S oraz zbiór N takie, że:
a) N jest normalną i pełną podpółgrupą półgrupy p ^ s u K u H  ’
b) P/p “  G,

‘N
c) A h 1th2 6H h2* ( h 1 h2)"1€N,
d) oraz eK &N,

e) Ncker nker t Ł .

f) scffuTTp ,
g) A k 1(k2£K [ \ x 6 P  (k1 k2)* x £ N = # k 1* k2* x 6HUlTP.

Dowód:
"=»" Niech grupa G będzie koproduktem półprostym grup K i H. Na mocy 

twierdzenia 12.1 istnieją homomorfizmy y,:G— »K, £ : H — »G i5t:G— >H takie, 
że odwzorowanie " f jest suriekcją oraz ker ■jf' = £(H)G iitE= idjg. Na mocy 
lematu y+. 1 istnieje odwzorowanie cu :K —* ker TC takie, id^ oraz
aj(eR) = eG . Niech S:= kerTinkerfy, P := , a t|> :P—*G będzie |ho-
momorfizmem półgrup takim, że: A  sfeS «J>(s) = s A k € K  «j> (k) =w(k)
AhfeH f(h) = £(h) oraz N := ker <j» . Na mocy lematu 4.1:

A  g e G V s € . s V k e K  V  h 6.H g « so>(k) £(h) =<j>(s»k*h),

a ŵ ięc odwzorowanie c|> Jest suriekcją. Na mocy lematu 2.4 N = ker <|> jest 
normalną pełną podpółgrupą półgrupy P oraz p/ 9 n ~  Ct, a więc udowodniliśmy 
warunki a) i b).

Zauważmy, że A h 1th2£ H  <J> (h.,* h2* (h^ h2)-1) = eG = <j>(eH) = tj>(eK), co 
dowodzi warunków c) i d).

W celu dowodu warunki e) zauważmy, że zachodzą równości: r t - * s  h oraz 
'^>= ̂ SK* ^wności te są oczywiście dla zbioru S U K u H  , a więc na mocy le
matu 5T1 zachodzą dla całej półgrupy P . Na mocy tych równości mamy 
kerc|>cker oraz ker^C k e r ^  , co dowodzi tego warunku.
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Zachodzi następujący ciąg inkluzji dowodzący warunku f): SC^“1(«J>(S)) »
= t " 1(S) = f "1 (kerTtnkert')cf1 (ker* ) = f 1 TSÜÜ^) - f 1 “
H'uT?P* Ta ostatnia równość wynika z lematu 3|.4.
Dowodzimy jeszcze warunku g). Oczywiście ker <PSH = kerfjftj») = <J>” (ker^f). 

Niech k ^ k ^ K  i x 6 P. Załóżmy, że (k^ k2)*x«N, Mamy na mocy definicji 
H.1 odwzorowania oraz warunku e) îVsH((k1 k2)*x) = V^H(k1 * k2* x) »
= eR , a więc k1 * k2 * x e ker (ker^) = Hu NP.

"<é= " Grupa izomorficzna z koproduktem półprostym grup K i H jest oczy
wiście również koproduktem półprostym tych samych grup, a więc wysltarczy, 
wykazać, że P/ę>N jest takim koproduktem półprostym. Na mocy warunku a) oraz 
twierdzenia 31.1 P/ęN jest grupą. Na mocy warunków d) i e) możemy zdefinio
wać następujące homorfizmy grup:

f:P/?N-*K /\[x ]£P/Çn f([x]) t - ^ C x )

^ :P/Vn A [ x] ep/?N W [ XJ) V s f r i x )

ji : P —*P/pN A x  ep jł(x) := [x]

£ s= /̂ /H , a więc g : H —♦ P/̂ >N A x € H  £(x) = [x] .

Dowodzimy poszczególnych warunków twierdzenia 2\.1.
a) A k e K  f([k]) = <p|H(k) = k, a więc - f Jest suriekcją.
b) A h e H  " f i i i h ) )  “ ^PggCh) = eK, a więc 6(H)Cker^, co pociąga za sobą

EUÏT^c ker? . Na mocy lematu 3*4 |ł (HUNPjcpÜÜ0 . - 6(H)°
Dowodzimy teraz, że ker'jfc jł(K u NP). Niech [xjeker’ÿ". Wtedy ̂ ^(x) =

= eK. Ponieważ xs^sujçuH , więc istnieją y1 ,y2,. . .yn e SU K UH takie, że
Kx = y-]* y2*..-*yn • Oznaczymy przez rQ: = eK oraz ri+1:= ri W i | +1>* Pod-

półgrupa N jest pełna, więc istnieją ̂  e P takie, że r ^ I j E N .  Ponieważ
^gnCx) = eR , więc rn = eR i stąd £n e N .

Przypuśćmy, że y^£ SUH. Wtedy r^ = r^_^ , a więc ^  6 S . Warunek
f) pociąga za sobą Su Hc Hu NP . Ponieważ Hu N^Pjwięc r|_ix 4>i ® Hu NP.

Przypuśćmy, że yi £ K. Wtedy ri = ri_1 ŷ  ̂ . Mamy r^# ̂ 6 N ,  a więc
(ri_1 y ^ *  N i na mocy warunku g) i’i_1 w ŷ ŵ 6 H u N .
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Mamy ostatecznie A i  ri_1 *  NP, a wiSc ro#yi*4i*rl*y2*^2*' * *
...*rn # y n ^ s H U N ^  . Na mocy lematu }.2b) oraz dalej na mocy
lematu £5.2c)

x = y1# y2*.. .*yn e hu NP, a więc [x] € ̂ (7TuU?).

Udowodniliśmy powyżej, że kerf c£(rtb> NP). Razem z poprzednio wykazanymi 
Inkluzjami [ i  (W UW P ) c  SThJ0 C ker'jf' otrzymujemy £(H)G «ker'jf'.

c) ftE(h) •= 5t([h]) = ^ ( h )  » h, więc 3££= idH .
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HEKOTOPAH. KOHCTPyKUJlH nOJDTIPHMOrO KOHPO^yKTA

b KAiEropjra rpynn

' P e a ¡0 m e

B oiatse oSnjKe onpe^eaeEHe noaynpasioro npcH3BeseHHe b fcareropHH c Hyae- 
Bbai oSteKToM npHKeneHO b Kareropna rpynn, Fpynna P  sBaserca noaynpaMbOł 
npoH3BeAeHHeM rpynn K k H Kor.ua cyąecrByioTŁ roMOMopęstjMt; rpynna T Ha 
rpynnu K h H h roMOMop$H3M rpynnu H b rpynny r raxae %ro HHHHKajrs- 
naa HopMMŁHas co^rpynna b rpynne T coaepxasomaa o6pa3 rpynnH H aBxaesca 
HApoM rokckopi>jfsaa r aa K h t osce ozoxeHKe roMOMcp$H3ita E Ha V c rc- 
MCKop$H3KOM F Ha E aBaaerca hashtaaeoKEK roitoMop(J)H3MOM Ha H,

Kpoae Toro b ot ar be K3JioxeH cnocoó KOHOipyKiajia noayupaMoro upoH3Be,neHHH 
b icareropnn rpynn. JUa cKOHOipyapoBaHHa noaynpaiioro npoaaBeAeHHa rpynn cae- 
Ayer nojiyrpynny nocaeAOBaTeJi&HocTefi ssesseHioB a3hhhx rpynn h HeKoropoft npo- 
h3boju>so8 rpynnu c$aKTopH3OBars no noayrpynne y^oBaeiBopaiomeS onpeieaeHHHK 
ycaoBKaK, Hcnoabsyerca ary k o k o t pyKanio mh noayaKK Bce aoaynpaisae apoKcse- 
AeHHS AaiiHHx rpynn ho Booóaje roBopa ks saoe noaynpasłHe npoH3Be,seHHe Sorsbae 
qen pas.
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CARTAIN STRUCTURE OF SEMI-SIMPLE CO-PRODUKT IN A GROUP CATEGORY 

S u m m a r y

The purpose of the paper is to show how a semisiople cojproducjt in the 
category of groups can be constructed. The general definition of the semi
simple coprodukte in a category with zero object is applied to the catego
ry og groups. A group G is the semi simple coproduct of groups' K and H if 
there exists homomorphisms of G on K and H and a homomorphism of H onto G 
and the minimal invariant subgroup of G, wich contains a image of H, is a 
kernel of the homomorphism of G on K and also a composition of the homo
morphism of H onto G with the homomorphism of G on H is an identity homor-
phism of H. Using this theorem we can check if a certain group is the se
misimple coproduct of given groups or not.

The next| part of the paper contains a construction of semisimple copro
duct of groups. Roughly speaking, we construct the semisimple coproduct di
viding the semigroup ofl the sequences of elements of given groups and any 
group by certain it's subsemigroup wich holds some conditions. In this way 
we can construct all semisimple coproducts but it may happen that using 
another any group and another subsemigroup we will obtain the same semi
simple coproduct.
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