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BADANIE STABILNOŚCI PEWNYCH RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH CZ/JSTKOWYCH WYŻSZEGO 
RZĘDU

Streszczenie: W pracy stosując oszacowanie energetyczne badamy Sta
bilność rozwiązań równań postaci

u (o ,x )  = <pQ(x )  x e [0 , 1]

z dowolnym układem warunków brzegowych w punktach x = 0 i x = 1. 
Otrzymano oszacowanie

o ile współczynniki spełniają następujące założenia:
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Rozpatrujemy także równanie postaci

(t,x)€ [0,t] x [0,1]

z zespołem warunków początkowych 1 zerowym warunkiem brzegowym, gdzie 
L.j, L2, L-j(t) s)| liniowymi operatorami różniczkowymi wfżględem x€R'.
Dla funkcjonału '

1 1 1  
V(t) = £ /  (L-,u)2dx + J  uL2udx + f  + |^) dx +

0 0 0

1 u
+ S  [2 So o

uzyskano oszacowanie

tr
o

przy założeniach:

1 1 - 2

V

V(t) s? V(0)exp J  NflT) d«

a) S Í L1 I *  1
0 0

b) /  S e L2udx - /  uL2 H  ^
o o

1 1
c) J ” L̂ uL-jUdx >0, L-jUL^(t)udx >  0 ^t > 0

O 0

1 1 . u
J  L1ug(u)dx>0, J 1 j ^ ,g(^)d1jjdx > 0
O O Lo

1 1

d) J(L3u)2dx N(t) /  uL2udx, g(u) - funkcja ciągła.
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Otrzymane wyniki wykorzystano do; badania stabilności rozwiązań try
wialnych rozpatrywanych równań.

Rozpatrzmy równanie postaci:

Oceny rozwiązań równania dokonamy w oparciu o pojęcie normy z przestrzeni 
L2.
Twierdzenie 1

Jeżeli dla (t,x) 6 Si współczynniki powyższego równania spełniają warun
ki:

a) a(x) »0, b(x) > 0  oraz

I - 32a 32a
|x=0 3x|x=1 x=0 “ ¡ 7

b) c(t,x) >14-, >-0 d(t,x) SsO

określone dla (t,x) 6 Si « £o,oo) x [o,lJ
z warunkami początkowymi:

1.1. u(0,x) » ł*0(x)
dla x e[o,l]

to
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Dowód
Niech

1 2 
V(t) = J '  + a(x) + b ( x ) ( f jp  + °(' ': »x ) u^ ]^ x

Różniczkując równanie (1) względem t mamy

dv r r a u  3¿u . a3u A i  . a^u
^  " J  i ?  + a(x) i ?  ¡2SÍ b(x) ^

+ c(t,x)u If + 4 If u2] dx

( 2 ).

Wykorzystując założenie a) przekształcamy pewne człony prawej strony powyż
szego równania (2)

f ii» *  «  . (,(,) 5ÍS£ $ -  - /  »(.(X) 5^) *
i  áx5 3x53t ax5 3x23t n i  3X 3x5 3x2 t

3 3 u A
3 X7 3x ^ 3 t

1 1

- /
o o

*3„. »3.

2 33 U 3 3 U\
= “ Wat ax (a(x) ̂ 7 }

1 1
/  fp  (a(x) to|0 O 3x ax

^ 2  (a(x) ^!«) §£ 3x 3x 3t
1 1

/ 33 i i  \ 33U\ 3u .
5?  (a(x) ^  ^  dxO O 3x

(3)

- /
33 i  i  \ a3U\ 3u ,
S 7  < • «  j?) at “

Analogicznie 

1

/
,i \ 3u 32u j 
b(x ) 3x 3x3^

I

- / (4)
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Z (2), (3), W  mamy

o

3c

czyli

"1 2 
/ [ (H )2 + a(x) + b(x) (ix^ + c(t,x)u2] d x ^

\ j [ ( ^ ( x ) ) 2 ♦ a(x) (i|a)2 + b(x) (^g)2 + °(0»xt) ^ ] d x

Na mocy nierówności (8) i założeń a), b)f c) otrzymujemy

M1 J  u2dx i£ M2 J  + ̂ ]dx
O O

c • k • d •

Rozpatrzmy równanie postaci

a2u(|jXl + L1 + L2u(t,x) + Lj(t)u(t,x) + g(u) =
3t

(5)

. + 'Śt u2}

Z (I) i (5) otrzymujemy 

1

J
0

Na mocy założenia b) z (6) mamy

<7)

(8 )

(9)

(IX)
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z zerowymi warunkami brzegowymi i następującymi warunkami początkowymi i
II.1. u(0,x) = ^(x) *» uQ

gdzie:
Lr, L2, hj(t) są pewnymi liniowymi operatorami różniczkowymi względem 

x « R .
Przyjmujemy, te powyższe równanie jest określone w 2 =  [o,t] x  [o,l] gdzie 
O <  I eo ,
Do badania tego ró(imania wykorzystujemy funkcjonał postaci:

1 1 

V(t) - ^ J  (L1u(t,x))2dx + J  u(t,x)L2u(t,x)dx +
0 œ

(D

+ J  + + / [ 2 /  ® W dł? <*]
0 0 0

Twierdzenie 2
Jeżeli operatory występujące w równaniu (II) dla każdego x 

t »  0 spełniają następujące warunki: jĵf)

1 1 ?
 ̂dx 1 - A,é OK . co»« L, * ¡ £ ¿ 1  «  > A /

o o
1

b) — L2u(t,x)dx = J* u(t,x) L2 dx

c) J  L.ju(t,x) L2u(t,x) dx ̂  O
O

1

J  L^Ctjx) Lj(t)u(t,x)dx > 0
O

1 1 u
J  L1u(t,x)g(u)dx >  O, / [ /  ety d7?] dx ̂ 0
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1 1
d) V  J  (L3(t)u(t,x))2dx N(t) J  u(t,x) L2u(t,x)dx

N(t) g 0

e) g(u) - ciągła funkcja zmiennej u, to dla każdego t słuszna jest nierów
ność

t
V(t) s£ V(0)exp J  N(i)dt 

O

Dowód:
Obliczając pochodną wzdłuż rozwiązania równania (II) otrzymujemy

z (1)

egł-ij l , u ( « . x )  l ,  i a & J l  *  .  j ( 2 4 H  l 2u ( « ,x )  .
o O

. u(t,x) L2 dx x /  [4 L, L,u(t.x)
o

(2)

+ (i LiU(tfX) + L1 dx

+ 2 / g(u)
O

Przekształcając i wykorzystując założenie b) mamy: 

1 1
® v  ■ o o

+ J a u(t x̂) L^u(t,x) + 2  f 3-U^ ^  L2u(tfx)dx +
O 3t O

+ 2 f  Hfcll  g ( u ) d *  2 /  2 ! ^ 2 i  (3 )
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Z (IX) i (3) otrzymujemy

= J L1u(t,x)(- ■, L2u(t,x) - Ljuit^) - g(u))dx +
0 3t

V 1 -
+ f  Li dx + /  -a.. LlU(t,x)dx .+ (4)
o o 3t

1

io

Z (4) mamy

^  ^  L2u(t,x)dx *
<•0 o

1 1 

+ J 5 LlU(t,x) L3u(t,x)dx + /  L1u(t,x)g(u)dx + (5)
O

1

+ 2 /  L3u(t,x)dx
O

Wykorzystując założenie a) i dokonując prostego przekształcenia dostajemy 
nierówność

r 1 g ^
^  -A./ dx + J  L1u(t,x) L2u(t,x)dx +

L o o

1 1
J  L^u(t,x) L3u(t,x)dx + J  L1u(t,x)g(u)dx + (6)

1

+
ó
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1 1 

+ J  (?u^ ł.x) + L3(t)u(t,x))2dx - J  (L3(t)u{t,x))2dx -
0 o

-  /
i

fo

Na mocy założenia c) z (6) otrzymujemy 

1
— i[|̂ - ̂  N(t) £  u(t,x)L2u(t,x)dx g 

O

r i i
^  N(t) I ^ J  (L1u(t,x))2dx + J  u(t,x)L2u(t,x)dx +

O O

+ /  + ?.V.(t|X))2 ^  + J  ajJVlpdijjdxj = N(t)V(t)

Z (7) dostajemy

t
V(t)«V(0)exp J  N(T)dtf

0 c.k.d

Uwaga 1.
Twierdzenie 2 jest uogólnieniem poniższego przykładu. Przykład ma 

zać, że istnieją równania spełniające założenia a) - d) twierdzenia
Przykład:

f o t y )  + 2z - a2u(t»x) + A(t> + u3 - oat“2 3t 3x ax

¿(0,x) = ^(x)

a- ^  - r2M

(6)

(7)

99

poka-
(2).

Hr.(8) 

11.(9)
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z - stała 
V tym przykładzie

L1u(t,x) « 2zu(t,x) 

LjU(t,x) - A(t)

L2u(t,x) - -

g(u) - u3(t,x)

Sprawdzamy założenia twierdzenia 2

ad. a) J  L1 dx = 2z J  dx K = 2z >  1
O O

a d . b) j S a ^ x l  L2 u ( t ,x ) d x  = /  M*xA (_ ł2u(|jx))dx 
O O

. .  j  -a~-u%  zi- dx =

3x

8x

1 1

_ au(t.x) 8u(t,x) 
<TE ax

0 O

1 

O
+ u(t,x)

- J  u(t,x)w at 3x
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- Ju(t,x) dx
d at ax2

ad

- L2 dx
O

1 1 2 
. c) J* L-jÛ t,*) L2u(t,x)dx >= J  2zu(t,x)(- 3 u(|»x))dx =

O O 3x

= - 2z J  u(t,x) dx =
O 3x

1 1 2

- - 2zu(t,x) + 2z J  dx > 0
O O

1 1 

J* L^uit^) Lj(t)u(t,x) dx = ;  2zu(t,x) A(t) -U^ -|X̂  dx 
O O

1 2

= 2zAj(t) u(t,x) 3U3^*~  ̂dx = zA(t) J  dx = O
O

1 1 
J  L1u(t,x)g(u)dx = J  2zu(t,x)u^(t,x)dx ̂ O

1- u

O

1_ u
S\f ^ = f\ /  drlr* = U
O “-O O I-O ■* O

1 1 
ad. d) J (Lj(t)u(t,x))2dx = J (A(t) 3u^ * x̂ ) dx =

A2(t)u(t,x) ^ * 2 A2(t) f u(t,x) 3 u('tt:x) dx =
« 0X

I
= A2(t) J  u(t,x)L2u(t,x)dx

O
N(t) ■= A2(t) 

ad. ê  g(u) = u3(tpx) - funkcja ciągła.



A więc z tezy twierdzenia 2 mamy;

1

V(t)^ V(0) exp j  kZ{X) dS (11)
O

Wykażmy również stabilność rozwiązania równania II (8) - 11(10) względem 
warunków początkowych

1 1 

^ J*.(L1u(t,x))2dx « z2 J  u2(t,x)dx = z2|u(t,x)|2 (12)
O 0

|02   A. Czech, D. Jama

1 1 «2 , 
J  u(tfx)L2u(t,x)dx = - J  u(t,x) ' Û 't^  ^
0 0 

1 1
(13)

-u(t,x) + /  dx >  0
0 0

z (1), ( 1 2 ) ,  ( 1 3 )  mamy

z^uit.x)! 2 ̂  V(t) (14)

Uwzględniając następnie (12) z (14) otrzymujemy

jt
z2j|u(t,x)f 2*C V(0)exp f  A2(Ti) dt> (15)

Dla równania 11.(8) - II.(10), \$t)określone (1) dla t = 0 przyjmuje po
stać;

v(°) - X / [ L1 *,(x)]2dx + /(ti(x)L2 Ÿ>2(pr)) dx +
0 0

( 16)
1 1 ^ ( x )

+ /  <2 L 1 SM*) + P2(x))2 dx + f  2 Î J  g(^)dJdx 
O 0 0



Badanie stabilności pewnych równań.. 103,

J 1 (V, / \
V(0) = z2 J^(x)dx + J  V-,(x) (---- ^ --  ) dx +

O O

1 1 

+ J  z j ^ M  + V2(x)]2 dx + 2 f  % "iî (x)dx 
O O

Z (10), (9) mamy

*>-,(0) = ^(1) = O

z2 /  V^(x)dx = z2^  
O

a 2f ! , ( x )
iW(- ' dx

3'P1(x)l 
— 53rH

, , a*(x) 
-T5T- 1 + / < ^ ) dx

O O

(17)

(18)

(19)

(20)

J*  ( z  <P1 (x )  +<ip2 ( x ) ) 2 dx = J z  <ip1( x )  + ( J ^ (x ) | 2 ^
0

<  z2|*P1 (x)|| 2 + 2z|i»1(x)j |ł^(x)J +Jł»2(x)|2

1  J t f ( x ) d x - ^ ( x ) | ^ | * , ( , ) | 2
O

Uwzględniając (19) - (22) z (15) otrzymujemy

| « ( t . » ) | W [ j * , ( » ) P  (2  *  ¿ > >

2 1 || ai°-i(x)
+ 7 l~S3r- exp /  A2 (TT) dt

( 2 1 )

(22)

(23)
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Jeżeli

t
exp /  A2(t)cn? <  M <  «> (24)

0

oraz

[ | 9 1(x)|2(2 * £ g )  * ||fi,(x)Iił»2(x)| + ^ l ^ ( x ) | 2 ♦

(25)
1 | W l (x)l2

•*
wówczas z (23), (24), (25) mamy

Ju(t,x)J2^ Ó M  

Dla ustalonego £ wybierając 5 = t  otrzymujemy 

|u(t,x)| <  6 

Wniosek 1
Rozwiązanie trywialne rozpatrywanego równania {ll.(8) - 11,(10) jest sta

bilne względem warunków początkowych.
Uwaga 2

2ri“1Jeżeli w powyższym przykładzie z funkcję g(u) przyjąć g(u) = u , to 
zachodzi również twierdzenie 2 jak i wniosek 1. Można to wykazać przez ana
logiczne postępowanie.
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HCGJIEJIOBAHHE CTAEHUbHOCTH HEKOTOPHX flHMEPBHIJIAJIbHHI 
RACTHUX yPABHEHHił BfflUElł CTEHEHH

P • 3 n  a  e

B pafioie Hcnojib3yerca oHepreTHaecxaa oueHica Hccjie^oBaHHa cTaCMb-
h o o t h  p e m e H H f t  y p a B H e H H f i

i!“ « (a(x) 2^“) ♦ (b(x) |£) -c(t,x)u - d(t,x)
it5 ix1 »7 ** ** 3t

<t,x)efl = [o^pi x [0,1] 
u<0,x) = f>o <x) x<S [o,l]

^ | t_0 -*,<*> * t  [°'1]

c  npoH3BoaLHO0 cacseMofi rpaHKaHtcc ycJiOBua a nyHKTax x= 0  a x = l .  
HoayaeHa oqeHxa

iiu « ■ [/ [(?,i(x, ) 2 + ‘¿ ? >2+<!fe) 2 + ( V - w

flxa KoaJxfHQHeHTOB y ^o B jeT B opanąHx cJte^ymąHe y ca o B a a j

a) a (x) gsO, b(x) ^0, b(0) = 0

a (0) = a (1) = I .  3 a  I _ 32a _ 32a
lx=0  “ ® * lx -1  "  * 7 0IIX x=1

3cb) c(t,x) >/*'•) > 0, d(b,x) >  0, ^  0

„•) max fsup a(x), sup b(x), sup c(t,x)J^ W, 
x,E [0,1] x6 [0,1] (t,x)e&

P a c c M a i p H B a e i c a  laxae y p a BHeHHe BH^a



c aaBHHMH HasaubBHMH yoaoBHKMH H HyüeBbni rpaHKBHbai yoJioBHeíi, ra e  L-|, L2 , 
L3 (U) -  JiHHeâHue antJiiJepeHnjiajibHue one par opa oTHOcaiejibHO x & R1. 

fia® jiyHKnaoHajia

1 1 1 L u 2 1 U
V(t) = j J  (L.jU) 2dx + J  uLjUdx + J  (-1- + In) dx *j^2 J  qtyd^jdx 

0 0 0 0 0

nojiy^zeHa oqesKa

¡106________ -  .   A. Czech, D. Jama

Ł

A  v <t) *£ V(0) exp J  N(ï)dtrt > 0  

npH ycjioBHax

1 1 2f 3u du . ^ ■ P /ta.a) J  lr Li If dx> *̂/ <§£> dx 1 -a.«o 
0 0

b) /  §£ -L2udx = /  uL2 It dx 
0 0

1

c) ^  L1uL2udx ^  0, J  uL^ (t ) udx ̂  0 i\t ̂  0
0 0 

1 1 u
/  I^ujgfujdx 5= 0, / [ J  lg (t¡ ) d^J dx >  0

0 ' 0

1 1
d) £  (L^u)2dx ̂  N(t) J  uL2udx

IlMyqeHHHe p e 3yjibTaTH Honojib3yx)Tca a m i  HccJieAOBaHHÄ cTaOmi b H o c i n  Tpn- 
BHajibHux p e m e H H g  pacc M a T p H B a e M m c  ypasHeHHñ.
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TESTING OF STABILITY OF CERTAIN HIGHER ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS

S u m a r y
Ir, this work an energetic estimation is used for the studying of the 

stability of the equation

(a(jx) £ « )  + |H (b(x) |H) - c(t,x)u - d(t,x) at

(t,x)e st= £o,~0 * [0,1] 

u(0,x) = <p0(x) x e [0,1]

H l t - o “ ^ (x> M

with a given initial conditions for x = 0 and x = 1. 
The estimation achieved

i“i-vëÿh 2
w * * + (£̂ } + ^ 2]dx]1/2

for the coefficients satisfying;

a) a(x) >0, b(x) >  0, b(0) = 0

a(0> = °(1) *= | | L 0 = |f 32 a| 32a
X=1 a ? | x = o  a ? x= 1

b) q(tfx) > M 1 0, d(t,x)^0, f§*£0

c) max fsup a(x]L» sup b(x). sup c(t,x)J 6 M_
X € [0,1j X 6  [0,1J (t,x)€ a

The equation of the form

+ L1 + L2U + L3(t)u(t,x) + g(u) = 0

(t,x) É [0,T] x {0,1]
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is considered for given initial conditions and zero boundary condi
tions where L1 . L2. LjCJO are differentical operators for x fi R1.
:or the functional

1 1 1 L u a  
V(t) - ^ /  (L^u)^dx + f  uL2udx + + 1

0 0 0

1 U
J [ 2 f  g(»?)^]dx

d* +

2
,) f Ll dx>A. j* (||) dx 1 - X i O

2 u
f  2 J

0 0

at the conditions:

1

J0

1 1 
> /  ^  L2udx " /  uL2 I e
3 0

1 1 

j L^LgUdx >0, J 
0 0

1 u

/[J0 0 l 0

1

f0 0 

the estimation follows

J  L-juLgUdx >0, J  L1uL^(t)udx ̂ 0  A t  > 0  
0 0

1 u
J L1ug(u)dx ÿO, /[J* g(1?)dłł]dx ̂ 0  
0 0 l0 J

1 ¡
d) J (LjU)¿dx :£ N(t) J*uL2udx

i
/ \ V(t) «  V(0) exp f N(t)dt' 
t*0 t

The obtained results are used for studying the stability of the trivial so
lution of the considered equation.
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