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PEWNE WŁASNOŚCI UOGÓLNIONEGO ROZWIĄZANIA NIELINIOWEGO RÓWNANIA FALOWEGO

Streszczenie. Stosu/ląc w pracy znane metody badania uogólnionych 
rozwłązań równań liniowych rozszerzamy Je na nieliniowe równania fa
lowe postaci

2
+ b(t,x) - A u  + F(t,x,u) « f(t,x) (t,x) £ [o,t] x  fi 

u(0,x) - u0(x)

Wflt-0 - U1(x)

u(t,x) = o, (t,x)e fo,T] x3fi, 

gdzie f(t,x), b(t,x), u1(x) £ L2(Jł)

F(t,x,u) € L,,. ((0,T) ; Ĥ Ofi))

uQ(x) * H^(Q).n L2(tt)

Badamy uogólniane rozwiązanie powyższego równania klasy 

L-([0,T]ł Hg(O) n C2(«))

Głównym rezultatem jest oszacowanie postaci

II t|lL2(ft) ̂  ’

gdzie m jestj stałą zależną od ||uQ|| , f «i|» T. Oszacowanie zostało wy
prowadzone przy następujących założeniach:

a) b(t,x) 5* b1(t) >  O

b) uFz(t,x,u) ^  0, uF(t,xfu)^0, F(t,x,0) = 0
<  O o = const.
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przy spełnieniu dodatkowego założenia

uzyskano wyniki:

lim ||u | .,,(&) = K, K - pewna stałla.
t—  h]

Z otrzymanych oszacowań wyciągnięto wnioski dotyczące istnienia, jed* 
noznaczności i ciągłej zależności od danych rozpatrywanego równania,
W pracy wykorzystano symbolikę użytą w monografii [ij. Otrzymane wy
niki mogą być wykorzystane także w badaniu stabilności rozwiązań roz
patrywanych równań.

Podstawowe pojęcia i oznaczenia:
ii - zbiór otwarty i spójny zawarty w Rn 
dx - dx1dx2...dxn = dSł

L (ii) - przestrzeń funkcji całkowanych z drugą potęgą

H^(Q) - przestrzeń Sobolewa funkcji z L2(il) mających pierwsze uogólniane
pochodne względem x, - u' oraz u' 1» L-(ii) z normą

[i i

o
/ + l2(»)

oraz równych zero w pewnyp otoczeniu brzegu obszaru SI 
gdzie
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Oznaczając

Q 1-1 3Xi 3Xi ^

mamy

Iu*Il2(R) ” a(u,u)

¡uf 1 Jest równoważna £a(u,u)] 1̂ 2
Hq (SI)

(u,v) *= J* uv dx 

n a2,.

'i

Rozpatrzmy równanie 
2

I. + b(t,x) -i A u  + F(t,x,u) = f(t,x)

określone dla (t,x)6[o,T]* £2 » V
o warunkach początkowych postaci:

u(o,x) - uQ(x)

au | ,  \at “ un(x) ox|t=o 1

i zerowych warunkach brzegowych gdzie

t ' £ , T) ^)i b(t,x); û  (x) 6 L (S)

F(t,x,u) 6 Lie#<(0,T)ł Ĥ CSi)) 

uQ(x) £ H^(SU n LjjCS»
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Będziemy badać uogólnione rozwiązania u równania I należące do przestrzeni 
Ł'(I°,T); n LjgCC)) gdzie, przez uogólnione rozwiązanie rozumiemy funk
cję z powyższej przestrzeni spełniającą tożsamość całkową:

1. S  *4 “t4* b(tfx)û .Û dx - J*Auu'dx + /  F(t,x,u)û .dx -

- / f.(t,x)û .dx

Twierdzenie 1
Jeżeli dla (t,x)$  V

») b(t,x) b1(t) >  0

b) uFt(t,x,u) jg 0, uF(t,x,u) ̂ 0 , F(t,x,o) = O

c sC Fu(t,x,u) O c»const

to dla ogólnego rozwiązania równania I.

KIK V*Utlt V » *  *
Dowód:

Mnożąc równanie I przez u^ i całkując obie strony po 'SI oraz uwzględ
niając wprowadzone oznaczenia otrzymujemy

2. + (b(t,x)û .,û ) - (Auup + (F(t,x,u)u^) =

przekształcamy poszczególne człony powyższej równości. Całkując przez 
części wykorzystując zerowy warunek brzegowy otrzymujemy:

3. - £Au,u^.) = a(u,û .)

5. (b(tfx)u^#up » f b(tfx)(û .)2dx ^  b1(t) || u{.||2
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6. (F(t,x,u),u') - 4r 5 Fudx " S u F(t,x,u)dx 
fi fi

Wykorzystując przekształcenia 3 - 6 ,  otrzymujemy z 2 następującą nie
równość

7* \ iiilutl22,„> + â u-u) ♦ M*) B ut?2 +2 ot(l tllL2(fi) L2(Jł)

+ TE $  Fudx u F(t,x,u)dx + (f,û .) 

przy czym

a) (u,u£) = gę a(u,u)

ale

k  F^.*.u> - Ft + Fuut

mnożąc obie strony powyższego równania przez u i dokonując prostych prze
kształceń mamy

[u |ę F(t,x,u) = uf; + f;u;u = uf; + \ F;[u2]t

Możliwe są dwa przypadki:

a) [u2J ^ O

wtedy na mocy założeń twierdzenia mamy'

^[u2]t c[u2]; - c u2

i nierówność 7 otrzyma postać

Z  ̂ [ K I 22(ft) + a<u-u> + Fudxj + «

< J uF^cbc + c J*u2dx + (f,u;) ^  c gę || u|2 ♦ (f ,Ut)
ft fi
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Całkując obie strony nierówności|[8)od 0 do t mamy

t

9* * I + * a(u’u) +/  ** /  bl(t) dt

 ̂\ llulIT2 ,0 v + 7 a(uo’uo> + S F(o,x,u0)u0dx + lc|u|2

0 2

przy wykorzystaniu warunków brzegowych.
■Wykorzystując założenia twierdzenia 1, nierówność

t t

/  i “1 4 <B) d5 ̂  /* ̂  u®) ^  dla ° * * * T

oraz równoważność ~\ja(u,u) = luli M mamy:
£(»)

“»■i.«» * /  |f|2,it * / K I A a at0 0

Oznaczając wyrażenie w nawiasie kwadratowym przez K^(|u0|| , Ju-J,

, 2 ’ "1 ( K I ' l “ i l >  "  *  / K l ^ w  «
Wykorzystując nierówność Gronwalla-Bellmana otrzymujemy

b) [u2];» o

T) mamy:
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wówczas na mocy założeń twierdzenia 1 

14. Fu(t,x,u){u2],t $  0 

Z 7, 8 i, 14 otrzymujemy

15’ ? If [ K l j ^  + a(u*u) + bi(t)flutflL2(a) + di (f*u'}

Wykorzystując analogiczne przekształcenie jak w a) otrzymujemy

*• I <!&«)« I I “’Ił2«) * I“«Ih>  * 2/  *

+ /  i-i2dt.+ /|u;i|22(fl)dt

Oznaczając wyrażenie w nawiasie kwadratowym przez M2(||u0||, ||u1|| ,T) i wyko
rzystując nierówność Gronwalla-Bellmana otrzymujemy

17‘ M2(luol ,flull,T) eT - =2 dla 0 <  ł <  T

Niech m *= max [^»ć2J 
a więc z 13 i 17 mamy

'»2 , ^ m
(SO

c. n.d.
lUtllL2(2)

Uwaga 1
Wykorzystując otrzymane oszacowanie można stosując metodę Galerkina 

wykazać istnienie rozwiązania równania I w przestrzeni

natomiast jednoznaczność gwarantuje nam spełnienie warunku Lipschiza przez 
funkcję F(t,x,u).
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Uwaga 2ł
Kładąc M » max[M-, (J uQ|, |u-|| ,T); M2̂ IuoI * Iulll *T  ̂1 wykorzystując prze

kształcenia w dowodzie twierdzenia I otrzymujemy następujące nierówności:

t t
,B2P i  M - 2 f b J t j k l 2, dt + f luli2, dt 

Ż2«) g  1 L2(R) g  " L (ft)

j, t
'l|22, „ ^  H exp t[l - | f b^(t)dtj
1/(8) 0

■ ro t
3 °  t ^ J ^ H 1 « ) *  M  +  J *  M  e x P  t  I1 -  I  /  M t ) d t ] a t^2®)

Twierdzenie 2:
Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 1, to u Jest ciągle zależne od 

danych początkowych i funkcji f(t,x) na przedziale £o ,t].
Dowód wynika z nierówności 10 i 15 otrzymanych w dowodzie twierdzenia 1.
Twierdzenie 3:

Jeżeli spełnione są założenia twierdzenia 1 oraz jeżeli

v A f 2 r  1T1 t >  T1 [1 - f J  b1(t)dtl ̂  O 
0

to

lim j uJ , t-»»o " L (Û)
V lim II u I - = K
K= const t-*°® H0(8)

Dowód wynika wprost z założeń twierdzenia i uwagi 2.

iATURA
[_ 1 ] J.L. Llous: Quelques méthodes de respolution des problèmes aux limites non linéaires. Paris 1969.
[ 2J A. Friedmen: Free boundary problems for parabolic equattions. J.Math. 

r e ch.9/1959/pp.499-518.
[3J S. Krejn: Liniejnyje dlfferiencialnyje uprawnienia w Banachowom pro- 

stranstwl. Nauka, 1967.
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HEKOTOPHE CBOMCTBA OBOBIUEHHOrO PEISEHH5I 

HEJIHHE0HOrO BOJIHOBOrO yPABHEHHS

p e 3 d u e

B paOoTe paccnaTpHBaioTch. H SBecTaue u e io ^ u  Hccjie,noBaHxa o6oCmeHHŁix peme- 
HBiS JiHHeftHux ypaBHeHHtt h n e p e H o c a rc a  Ha c jiy ^ a fl HejiHHeflHuz bo jih o bk ł  ypaBHe- 

HHfi BH^a

2
-2-y + b(Ł,x) ~  -Au + F(t,x,u) = f(t,x) (t,x)« [OfTl x &
3t 3t

u(0,x) = u q (x )

^lt-o = U1<X)

u(t,x) = 0, (t,x) s  [o ,t] X 3 8

r̂ e

f(t,x), b(t,x), U1 (x) i£ L2 (SI)

F(t,x,u) 36 L**! (0,T) ; (£1) )

uQ (x) £ (ft) n l 2 (fl)

HccJie^ymica oCoCąeHHHe pemeHHH iaHHoro ypaBHeHHH u a c o a  

L°*( [o , T] ; (SI) H  L2 (£) )

fjiaBHbiM pe3yjiBTaTOM ABJiaeTca. cmernca

r^ e  m -  nocioH H H aa, a a B a c ju ja s  o i  ||u0 § '  || u l f  '  T-
OneHKa BHBOflHToa npa caeiyionH X npe ojioxeHiiax

a) b(t,x) ̂  b1 (t) >  0
b) uF2 (t, xr u) <0, uF (t, x, u) >0, F(t,x,0) = 0

c < F u(t,x,u) ^  0 c = const
npH flOnOJIHHieJIbHOM npeflHOJIOHteHHH

t
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noay^eHoi

lim IKI 2 = 0t— s L2ta)
lim Bull, - K K — HeKoiopaa nocToaHHaa
t— S

Ha noayneHHHX oubhok cjiê yei bhboäh, xacammaeca cymecTBOBaHH« h ei,BK- 
ciBeHHOcTH pemeHHH paccsaaTpHBaeMoro ypaBHeraa, B paSoTe HcnoJib3 0BaHa chk 
bojiKKa MOHorpa$HH [l], IIOJryieHHbte pe3yjibTaTu MoryT 6htb acnoJiB3oBanu Tarae 
ÄJis HccJieiOBaHHa cTaCmibHOCTH pemeHHä pace war pHBaeMbix ypaBHeHüä.

CERTAIN PROPERTIES OF GENERALIZED SOLUTION OF NON-LINEAR SCHRÖDINGER 
EQUATION

S u m m a r y
In the work the known methods for studying generalised colutions of li

near equations are considered and (used for the case of non-linear wave equa
tions of the form

2
+ b(t,x) - A u  + F(t,x,u) = f(t,x) (t,x) e [0,t] x £1

3t

u(Ofx) - uQ(x)

III - u^x)
t-0

u(t,x) = 0, (t,x) £ [o ,t] x 3ffl

where f(t,x), b(t,x), u1(x)-£ L2(£i)

F(t,x,u) 6 L“ ((0,T);

u0(x) £ H^(a) n L2(ft)

Generalised solutions of class L*° ([o ,t]; n L2(fi) are considered.
The main result is the estimation

N l*®)* '
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for m constant depending an j| uQ| , ||u.|| , T, The estimation ach^ved under the 
conditions:

a) b(t,x) >b.,(t) >0.

b) uF2(t,x,u) <  0, uF(t,x,u) >0, F(t,x,0) = 0

c < F u(t,x,u) ̂ 0  c = const.

At the additional condition

From the given estimations follow the corrolaries concerning the existence 
and the uniqueness of the solution of given equation. In the work the sym
bolic forms [l] is used. The results of the work can be used form the stu
dying of the stability of solutions of the considered equations.

t

it follows

= K, K - const.
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