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Streszczenie. W pracy zajęto się problemem istnienia i zależności 
od dowolnej funkcji rozwiązania równania

«f(x)) = g(x,?(x)) (1 )

w kląsie funkcji spełniających warunek Lipschitza.
Niech I = [0,a] lub [0,a), gdzie 0 < a ^  + oo. Niech f, g będą funk

cjami danymi spełniającymi w I założenia (i), (ii), (iii). Funkcja p 
jest funkcją niewiadomą. _,W pracy udowodni ono :|
Twierdzenie. Niech x 61. Jeżeli spełnione śą założenia (i), (ii), 
(iii) oraz istnieje taka liczba V > 0 , żexo

r(x0) n  X (x0)<V , nCN;
r= i r  i c r  i  o

istnieje taka liczba M > 0, że
o

TT % . n■ŁN

gdzie liczby łer(xQ), ^(^g) określone są odpowiednio wzorami (6), 
(7) to llpschitzowskie w [0»xQ] rozwiązanie równania (1) zależy od 
dowolnej funkcji.

W pracy tej zajęłam się lipschitzowskimi rozwiązaniami równania funkcyj
nego

<P(f(x)) - g(x,Y(x)) (1)

gdzie f,g są funkcjami danymi, a (p poszukiwanym rozwiązaniem.
Niech I = (O,a] lub (O,a), gdzie O < a < +«,.
Przez Lip ([a,b] ) oznaczmy klasę funkcji t*: [a,b] — »■ R spełniających wa

runek Lipschitza.
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Przyjmijmy następujące założenia o funkcjach danych:
(i) f: [o,a]— »[o,a] jest funkcją ściśle rosnącą}

O <  f(x) <  x; x e 1}

(ii) g: fo,a]xR— *R oraz istnieją funkcje

k: 1x1 — »[Ojit-oo), i; Ixl“-*[o,+oo)

takie, że spełniony Jest warunek

|g(x,y) - g(x,y)| k(x,x)jx-x| + l(x,x)|y-y|, x,xel, y,yeR;
(2)

lim_ k(x,x)|x-x| = 0, x,x 61} 
x-*x

1  jest funkcją ograniczoną w 1 x1 ;
(iii) istnieje funkcja s: f(l)xf(I) —> [o, + °o) spełniająca warunek

|f"1 (x) - f“1(?)|=$ s(x,x)|x-x|;
(3)

lim--s(x,x) |x-x| = 0; 
x - V x  ' 1

n- 1 n- 1
Przyjmijmy umowę ai, = 0 i T-} a. = 1.

k=n K k=n K
Niech f* oznacza i-tą iteratę funkcji f.

Uwaga. Z założenia (i) wynika, że (patrz [i] , str. 20):
1. dla każdego przedziału J = [o,b), b^a zachodzi f(Jj cj,
2. dla każdego x el ciąg |fn(x)| jest ściśle malejący oraz lim fn(x) = D.

n-»M
Twierdzenie

Niech xq €I. Jeżeli spełnione są założenia (i) - (iii) oraz warunki:
istnieje taka liczba V >  0, że dla każdego neN 

xo

istnieje taka liczba Mx >  0, że dla każdego neN

(5)
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gdzie

•Ĵ ,(x0) = sup{k(f“1 (x), f"1 (x))s(x,x); x,xe (fr+1 (x(J),
(6)

r-1 ,2 ,...;

t£(*0) » 3up|l(f-1(x), f"1(x))s(x,x)ł x , x t ( f i * 2 ( x 0 ) ,  fi+1(x(j)]| .
(7)

¿■*0 f 1 f • • •

to lipschitzowskie rozwiązanie równania (1 ) w [o,xQJ zależy od dowolnej 
funkcji, to znaczy, że dla każdej funkcji *(>0: If(x<̂sxij}*R spełniającej w 
[f(x0),xj warunki:

istnieje taka liczba M >  O, że

|̂ »0(?l) - ̂f>0(x)| ̂  M|x-x|ł (8)

*„(*(*„)) = g(*0 ,<P0(x0)) (9J

istnieje dokładnie jedna funkcja'i® 6 Lip( [o,xJ ) spełniająca w [o,xQ] rów
nanie (1 ) oraz taka, że

V(x) » <p0(x); X e[f(x0),xj.

Dowód
Z założenia (i) oraz warunków (2) 1 (3) wynika, że funkcje] f,g są cią

głe w [b,xj, a więc w (0 ,xj istnieje ciągłe rozwiązanie równania (1 ) 
zależne od dowolnej funkcji (patrz [i], lemat 3.1).

Niech y>n będzie funkcją spełniającą warunki (8) i (9), niech 
Io = Lf(x0), xj.

Wprowadźmy oznaczenie = i (IQ)» k=1,2,...
OG

Widzimy, że U  Xv » I.k-0 K

Wiadomo, że ciągłe rozwiązanie równania (1) wyraża się wzorem

ł»(x) = 'Pk(x)} x6Iki k-0,1,..., (1°)
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gdzie

? k (x) - g ( f ' 1 (x), «Pk _ i ( f " 1 (x))).

Wykażemy, że ciągłe rozwiązanie V spełnia warunek Lipschitza w [o,xQ] . 
W tym celu utwórzmy ciąg funkcji vn:InxIn fo, + «>); n=0,1,...ł
gdzie

- r \ r +1 /„\ X-—r+ 1/t;\ t~t t /»—i—1 /„\ i—1 /Vn(x,x) = I]k(f-r(x),f-r (x))s(f-r+1(x),f-r+1( x ) n i ( f 1_1(x),f-1_l(i)|)!x 
n r=1 1=0

n-1
X s(f-i(5f),f-i(x)) + M rri(f-tl-1 (x),f-l-1 (x))s(f-ł(x),f-i(i{))ł (11)

x,3t€ln} n»0,1t...

Niech x,x€ln+ .̂ Łatwo zauważyć, że 

Vn+1 (x.x)=k(f-1 (x),f“1 (x))s(x,x) + l(f-1 (x),

f“1 (x)Ds(x,x)V (f-1 (x),f_1<*)).
(12)

Wykażemy teraz nierówność

|<P(x) - *P(x)| e  Vp(x,x) |x-5c11 x,x elpł p=0,1,... (13)

Z warunku (S) wynika, że dla p=0 nierówność (13) jest prawdziwa.
Załóżmy, że nierówność (13) jest spełniona dla p=n.
Dla p=n+1 korzystając z (10), (12) i (13) mamy

|'P(x)-(flx)| =|'Pn+1 (x) - '¡f>n+1 (x)| = |g(f_1 (x), <t>n( f 1 (x))) - 

- g(f"1 (x), <pn(f-1 (x)))| ̂  k(f“ ‘(x), f-1 (x))s(x,x) |x-x| +

4. l(f-1 (x),f"1 (x)) |i>n( f 1 (x)) - ?n(f-1 (x))|^ k(f-1 (x),f“1 (x))s(x,x)|x-x + 

+ l(f“1 (x), f“1 (S))s(x,xj Vn(f" (x), f"1 (x))|x - x| = Vn+1 (x,5f)|x - 5? | •, 

co kończy indukcyjny dowód nierówności (1 3 ).



Rozwlązanig nieliniowego równania. 129

Z (6) i (7) wynika, że

vn(x,xKz:i>er(x0) jrr v x°> * «  jj v* 0 * « v

XpX GIjjJ n=0y 1 • • • f

a stąd

|<p(x) - ¥(x)| - (Vx + M Mx )| x - x|ł x,x 6 In , n=0,1...

Tak więc *P 6 Lip(I) (por. [2], lemat 1).
Oznaczmy lim cp(x) = «(granica ta istnieje gdyż cPeLip(I)). 

x-*0
Z ciągłości funkcjtf. g,f” 1 otrzymujemy istnienie granicy

lim g(f"1 (x), <P(f~1 (x))) = g(0 ,17). 
x~»0

Tak więc istnieje rozwiązanie równania TJ = g(0,lj) i funkcja określona na
stępująco

Y(x)
cP(x) dla x£l 

TJ dla x=0

jest lipschitzowskim rozwiązaniem równania (1 ).
Jednoznaczność tego rozwiązania wynika z Jednoznaczności rozwiązania cią
głego równania (1 ) co kończy dowód twierdzenia!.

W prący [2] sformułowane zostało twierdzenie o istnieniu rozwiązania 
<¡(»6 Lip( [o,a]) równania'. (1 ) zależnego od dow\olnej funkcji przy mocniejszych 
założeniach o funkcjach danych (f- 1 6 Lip(l), g 6 Lip(IlxR)).

Przykład. Zajmijmy się równaniem

<P(x2) = ł * 2 |yui|°+ 1 > x e [o,D. (14)

Niech x0 = • Sprawdźmy kolejno założenia twierdzenia.

|g(x,y) - g(x,y)| = ę X 2 j-yjyr - X 2 Ti x2|y-y| + 5- (x+jf)||x-x| ;

|t- ' w  - r-’w | <  ̂  1 *-T|.
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Tak więc dla x,x 6 (OtxQ][ł yeR możemy przyjąć

k(x,x) - r(* + *); l(x,x) = ^ x2; s(x,x) = — ; 1 .

Jak widać

% i ą )  . ł  s u p j - ^ ł  X . x e ( - ^  . ¿T ł i“0'1»• • • t

v  - t5 * Mxo = 1*o o

Spełnione są więc wszystkie założenia twierdzenia zamieszczonego w tej pra
cy a stąd wynika, że równanie (14) ma rozwiązanie <PeLip( [o. a >  zależne 
od dowolnej funkcji.

Powyższy przykład pokazuje, że pomimo tego, że funkcje dane nie spełnia
ją warunku Lipschitza (w naszym przypadku f"1) istnieje lipschitzowskie roz
wiązanie równania (14).
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PEffiEHHP HEJIHHEtiHOrO -ETDCIJIOHAJIbHOrO yPABHEHHH 
y£0METB0P£JCt4HE yCJIOBffiO JHHHUHqA.

P e 3 d u e

Pafioia KaoaeTca oyąecTBOBaBH« a 3aBacaMocTa ot npoH3Bojibno2 $yHKnaa pe- 
nemcfi ifyHKięłOHajibHoro ypaBaeHaa

<p(f (x)) » g(x,<>(x)) 
a K,iacce 4 yHicnafi y ^ o B x e T B o p a B q a x  ycjuoBam JlanaHna.

(1)
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D y o T Ł  I o6 o3HauaeT npoMe x y T O K  [0 ,aj hzh [o,a)|, r^e 0 < a ^  + 0 0 . nycTb 
f, g -  gamine $ y H K U K H  y^oBJieTBopaioąHe y c n o B K H M  '(i), (ii), (iii). OyHKipja 
<p oto (JyHKĘ&a H e H 3BeoiHaa.

B  paóoie A 0K a 3a H 0
y i B e o z j e H H e . IlyoTB x 0 £ i .  IIpn ycjioBaax (i), (ii), (iii) eojiH cymeciByeT
TaKoe <ihojio V  > 0 , vto

o
n n-1

* r (xo> F i  ^ i |Xo ) ś  Vx ' n 6 N  
i=r 0

E
p=i

h cymeciByeT TaKoe aacj io M > 0 ,  n o
o

n ^ i <xo > ^ Mx ' n€N
i=0

r«e aacjia ^ r(x0), onpeaejienu oooiBeTCTBeHHO cjiopuyjtaMH (6), (7) to
jmnmmiOBCKoe b [OfXj pemeHae ypaBHeHHH (1) 3aBH0HT ot npoH3BoabHoa (JiyHKipiH.

THE SOLUTIONS OF NON-LINEAR FUNCTIONAL EQUATION FULFILLING A LIPSCHITZ 
CONDITION

S u m  m a r y
We shall deal with existence and dependence on an arbitrary function of 

solution of the functional equation

(p(f(x)) = g(x, <p(x)) 0 )

in the class of functions fulfilling a Lipschitz condition.
Let I=[o,a] or [o,a), 0<ass + oo. Let f, g be given functions subjected

to the conditions (i), (ii), (iii). The function y  is an unknown function.
In this paper there is a theorem proved.

Theorem. Let xQ®I. If hypotheses (i)|, (ii), (iii) are fulfilled and there
exists number V > 0  such that 

xo

± * r (x0) ff*C 1 (x0) ^ V  , n 6 N>
r=l i=r o

tftiere exists number H >  0 such that 
xo

"x, , n*N
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where the numbers 9«,(x0), \ ( * 0 ) are defined by (6j), (7) then lipschitzian 
in [o»xQ] solution of equation (1 ) depends on an arbitrary function.
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