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NIEKTORE WLASNOSCI ZBIORU PUNKTOW OSIAGALNYCH
W PRZESTRZENI R3 ZA POMOCA MNOZNIKOW +1 i -1

Streszczenie. W pracy przedstawionej pewng whkasnos¢ zbioru punktéw

osiggalnych przez mnozniki +1 i -1 oraz szeregi o wyrazach, ktére sa
wektorami w przestrzeni R®, majace dwie osie rozbieznosci i jedng o0$
zbieznosci. W pracy udowodniono, ze zbidér punktédw osiggalnych jest
gesty w pasku zbieznosci. Co wiecej, jest on gesty w przecieciu pas-
ka zbieznosci z kazda ptaszczyzng nieréwnolegty do ptaszczyzny wyzna-
czonej przez osie gtéwne. Na koniec podano przyktad szeregu ilustru-
jacego twierdzenie. W przyktadzie tym zbidr punktéw osiggalnych jest
gesty w pasku zbieznosci, mimo ze na kazdej plaszczyznie paska zbiez-
nosci jest co najwyzej jeden punkt osiagalny. Nieskonczona ilos¢
ptaszczyzn nie ma nawet zadnego punktu osiggalnego.

W pracy przedstawiono pewng wkasnos¢ zbioru punktéw osiggalnych przez
szeregi o wyrazach w przestrzeni R3 za pomocg mnoznikéw ze zbioru T =
= {+1,-1}.

Oznaczmy przez S szereg o wyrazach vn, n = 1,2,..., gdzie vn sag wekto-
rami z przestrzeni R3 takimi, ze

Ilim v =0

n-*<»

Niech v oznacza wektor jednostkowy zaczepiony w poozatku uk#adu wspot-
rzednych, a R bedzie oznacza¢ otjwarty, katowy obszar o wierzchotku w po-

czatku uktadu wspétrzednych. Przez ¢ v oznaczamy Y
K vne R

Definicja |1
Wektor v nazywamy kierunkiem ghkjownym szeregu S, jesli vn = dla kaz-
R

dego R zawierajacego wektor v. Kazda linie prosta zawierajacag kierunek gtow-
ny szeregu S nazywamy osig gioéwng szeregu. Bedziemy méwili, ze v jest kie-
runkiem zbieznosci lub rozbieznosci, jesli odpowiednio szereg o wyrazach
réownych iloczynowi skalarnemu wektoréw v i vn tj. (v»n) jas”™ absolutnie
zbiezny lub rozbiezny. Odpowiednig o$ nazywamy osig zbieznosci lub rozbiez-

nosci .
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Definicja 2

Méwimy, ze punkt P z przestrzeni R™ jest osiagalny przez szereg S, jesli

istnieje taki ciag mnoznikéw {t,,} ze zbioru T, gdzie n = 1,2,..., ze
*Q
e Vn -P

Przytoczony jeszcze wazne twierdzenie o szeregach wektorowych w R™.
Twierdzenie 1

Jesli v jest kierunkiem g#éwnym szeregu S, v1 i v2 sa dowolnymi wektora-
mi jednostkowymi prostopaddtymi do wektora v, to dla kazdego 8 >0 istnieje

taki podciag }ciagu {vn], ze
00 i
2Z |Jv»vnl“ 00 1 [(visvir A~ dla i = 1,2.

Zaleznie od tego, jakie osie posiada szereg S r6zne sa wkasnosci zbioru
punktéw osiggalnych. W niniejszej pracy rozpatrywano przypadek, gdy szereg
S ma dwie osie gidéwne i oS zbieznosci liniowo niezalezne. Bez zmniejszenia
ogélnosci mozna zaktada¢, ze osie te sa wzajemnie prostopad®e. Niech wiec
osie Ox i Oy beda osiami gioéwnymi, oS Oz niech bedzie osig .bieznosci.
Zbioér punktéw osiggalnych na osi 0Oz przez szereg o wyrazach zn> gdzie zn
jest trzecia wspétrzedng wektora vn danego szeregu S, za pomoca mnoznikoéw
ze zbioru T jest zbiorem doskonatym. Poprowadzmy przez kazdy punktu tego
zbioru ptaszczyzne roéwnolegta do ptaszczyzny Oxy. Otrzymany zbidr bedziemy
nazywa¢ paskiem zbieznosci szeregu S. Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Jezeli szereg S ma powyzsze whasnosci, to dla kazdej ptaszczyzny q nie-
réwnolegtej do ptaszczyzny wyznaczonej przez osie gtéwne zbidér punktéw osia-
galnych jest gasty w przecieciu tej plaszczyzny z paskiem zbieznosci.

Dowéd twierdzenia

Niech ptaszczyzna g ma réwnanie Ax + By + Cz = 0. Bez zmniejszenia ogoél-
nosci mozna zaktada¢, ze przechodzi ona przez poczatek uktadu wspétrzednych
i A/ O, Niech P (X,Y,Z) bedzie punktem ptaszczyzny q i paska zbieznosci.
Zachodzi wiec:

AX + 3Y + CZ =0

oraz istnieje taki ciag mnoznikéw {t*}, ze

2?2 Von
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Mozna wigc dobrac¢ tak duze N, ze spednione sag warunki:

nz -t V nj<lI @)

oraz

1 v HI i 318 n>N -

Ponadto, poniewaz Ox i Oy sg osiami gddéwnymi, wiec z twierdzenia (1) istnie-
ja dwa podciagi ciggu {vn}» oznaczmy je odpowiednio przez {v/~} i {v°}, ta-~
kie, ze speinione sag warunki:

EK|]-°° 1 E K P 1 EKI<T ®
1 E K 1<* w
gdzie przez oznaczylismy wektor (x",y”,z”) i podobnie przez v* wektor
x*, y®, z®).

. i S PN fo <lee £ g
Pozostake wyrazy ciagu [vh), po odrzuceniu ciagbw |vnj = , |viF »ivid’®
oznaczmy przez Vv,"} "e

Dobierzmy ciag mnoznikéw -Jt* j tak, by zachodzito:

Dzna tak zrobi¢ na podstawie dwéch lematéw,
,emat 1

Dla skonczonego uktadu {vn}* mozna dobra¢ tak cigg mnoznikéow {t" , ze

tnvn]] < 12 “axWn]|

Dowdéd znajduje sie w pracy (1)-
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Lemat 2

Dla nieskonczonego ciggu wektorow j , takiego, ze IllIm]jvn] = 0 mozna
dobra¢ tak cigg mnoznikéw {tn}, ze

le Vnl < 24axHvni

Dowéd lematu
Dobierzmy wskaznik i cigg mnoznikoéw It jNi tak, aby byty spednione
warunki 1

N.
iiovo» | iZPilaxllvnli

lvnll< maxlvnll 2 ' dlan>M1

Ogélnie w s-tym kroku dobieramy taki wskaznik N i cigg mnoznikéw Ft }NS

4l
aby byty spednione warunki:
N
Jz tnvn |< 12max |vn | oraz lvh I< max |vj 1- dla n > Ns
Ns-1+1 2
Mozna tak zrobi¢ na podstawie lematu (1) oraz tego, ze limjJjwn = O.
tatwo zauwazy¢, ze spednia on warunek Cauchy’ego, ponadto
00 00 N
i£E VnH ? +7 =240 |, NWll

co konczy dowdd lematu.
Obierzmy za punkt P’CXIY".Z) punkt

N »0

NV 220 8 v

Zachodzi

1Z - z71< | ®)
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Dobierzmy nastepnie ciag {t~J ~ tak, aby by+ spedniony warunek:

N,
tX +x"-x]<8§ (@)

co mozna zrobidé na postawie (3).

VAR S
Oznaczmy P.i =P + > StVa

Otrzymujemy
IX» - x|< na podstawie (7) ®
\Z:-z|< £ 9

Nastepnie na podstawie (4) dobieramy mnoznikoéw tak, aby zachcjdzido:
£ < yr 4y, =Y @0)

00
Oznaczmy P2(X2,Y2,Z2) = P1 + tn v"
Zachodzi :

IX2 - XjJ < £ na podstawie (A) i (8)

IY2 -yj =0 na podstawie (10)
1Z2 - Z|< - £ na podstawie (@) i (9

Punkt P2 Jest "bliski"™ punktu P, ale nie musi naleze¢ do ptaszczyzny q.
Dobieramy na koniec ciag mnoznikéw {th}" tak, aby punkt PAX™N,YAN,ZMN)
od NHL 00]

= + z t*v" nalezat do ptaszczyzny q oraz | ~ ! t*v" |l dostatecznie
* NA+1 n n N1+1 n n 1L

mata. Maja wiec by¢ speknione warunki:
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to znaczy
A +B TtnK +C I X ZA - (AX2+BY2+CZ2) = a (€%))
PO
Poniewaz 23 jAXx" +Byi + CzA =00 na podstawie (3), wiec mozna dobrac¢
N1+11

ciag mnoznikéw t* tak,aby byt spedniony warunek ([12) a wiec i (11). Punkt
P~ nalezy wiec do ptaszczyzny q. Ponadro P~ Jedf: "bliski"™ punktu P. Zauwaz-
my bogiem, ze a Jest mate oraz

23tAyAl< n na podstawie (3) a3)
It ~rANI na Podstawie (3) [¢7))
la]- jAX24BtR+CZ2 [* Ja(X2-X) + B(Y2-Y) + C(Z2-Z)|<£(A+ ~C) as)

Zatem na podstawie (12), (13), (14), (@5

< 1 (A +]]P+D

Ostatecznie otrzymujemy, ze punkt P £ q oraz

IX, - x]< £+ f (A+\C+l)

Iy3 -yl<1 1 1z23-12]< ae

N A eo Nq
Nasuwajac na siebie poszczeg6lne szeregi 2Z! g 2 2%! ty Vi 24t i
00
2 mt*vV* ,23 t"v" , tak, aby byta zachowana kolejno$¢ wyrazoéw nie
1 N1+1

zmieniamy sumy szeregu S, co konczy dowéd twierdzenia.
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Przyktad

n

. f_liﬂ + 1 i
Rozwazmy szereg o wyrazach vR = (@ “ , =)

Proste Ox i Oy sa osiami gtéwnymi, prosta 02 jest osig zbieznosci. Na
kazdej ptaszczyznie paska zbieznosci znajduje sie co najwyzej jeden punkt
osiggalny, co wiecej, moznapokaza¢, ze na nieskonczonej ilosci ptaszczyzn
nie ma zadnego punktu osiggalnego, a mimo to zbidér punktéw osiggalnych jest
gesty w pasku zbieznosci, co wiecej, gesty w przecieciu tego paska z kazda
ptaszczyzng nieréwnolegta do ptaszczyzny Oxy! Mozna pokazaé¢, ze rzut tych
ptaszczyzn, ktére nie maja punktédw osiggalnych, na o$ 0S jest gesty w danym
zbiorze doskonatym na osi Oz i jak wynika z udowodnionego twierdzenia réw-
niez brzegowy.
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HEKOTOPHE CBO&CTBA MHOKECTB TOHEK AOGTHKHMUZ2 B 1IPOCTPAHCTBE
nPH rdvora yraomiTEJIEM +1 a - i

Pe3joue

B paboie paccMOTpeHO onpezezeHHoe choScibo iiHoxeciBa loaeic aocxhxhmhx
npa noMoma MHOxaxezeS +l a -1 a pa”a c ZByua. rzaBHtnja ochmh a ozhoB octk)
cxozhmocih. Hzeaa paza hbjizbtos BeKxopatiH b npocTpaacTBe R e

B ciarte nokKaZaHO, aio mhoxectbo zocihxhmhx Toaea hbzhbxch nzoiHmi b
nojioce cxofIBMOCia. Eozee Toro, sto MBOxecxBO nzoiHO b nepeceaeHaa o6zacia
cxoabuoctb ¢ xaxzoB njiocKOciBio HenapazzezHoS zo euiockoctb rzaBHM oce8.

B KOHije paOoiH zaB npaMep paza, zeMOHCipapyiogero xeopeay. B npaaepe mho-

aeciBO zocxhxhmhx loaex bxoxho b nojioce cxozhmocih, xoxx Ha tcaxzoS nzoc-

kocth bozoch Haxozaxca He Sojiee 0zho8 zocxhxhmo8 iohkh. CygecTByei Oecico-
HeHHoe uHozeciBO nzocicocxeB Ha Koxopux Hex zocihxbmhx rovex.

SOME PROPERTIES OF SET OF THE POINTS AVAILABLE IN R3 SPACE MEANS OF
MULTIPLIERS +1 NAD -1

Summary

Un the paper, there is presented certain property of tje set of points,
that are accessible using the multipliers +1,-1 and the series of vektors
in R3 with two divergence axes and one convergence axis.
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It is proveld in the paper that the set of points, that are accessible, are
dense in convergence strip. Wiat is more it is dense in intersection of
every not parallel plane which is with the jplane inctuding divergence axis
with convergence strip. In the end the example of the series illustating
the theorem is given. In this example the set of points, that are accessi-
ble is dense in corvengence strip, in spite of the fact that every plane
of corvengence strip has at most one point accesible.
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