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NIEKTÓRE WŁASNOŚCI ZBIORU PUNKTÓW OSIĄGALNYCH 
W PRZESTRZENI R3 ZA POMOCĄ MNOŻNIKÓW +1 i -1

Streszczenie. W pracy przedstawionej pewną własność zbioru punktów 
osiągalnych przez mnożniki +1 i -1 oraz szeregi o wyrazach, które są 
wektorami w przestrzeni R^, mające dwie osie rozbieżności i jedną oś 
zbieżności. W pracy udowodniono, że zbiór punktów osiągalnych jest 
gęsty w pasku zbieżności. Co więcej, jest on gęsty w przecięciu pas­
ka zbieżności z każdą płaszczyzną nierównoległą do płaszczyzny wyzna­
czonej przez osie główne. Na koniec podano przykład szeregu ilustru­
jącego twierdzenie. W przykładzie tym zbiór punktów osiągalnych jest 
gęsty w pasku zbieżności, mimo że na każdej płaszczyźnie paska zbież­
ności jest co najwyżej jeden punkt osiągalny. Nieskończona ilość 
płaszczyzn nie ma nawet żadnego punktu osiągalnego.

W pracy przedstawiono pewną własność zbioru punktów osiągalnych przez 
szeregi o wyrazach w przestrzeni R3 za pomocą mnożników ze zbioru T =
= {+1,-1}.

Oznaczmy przez S szereg o wyrazach vn, n = 1,2,..., gdzie vn są wekto­
rami z przestrzeni R3 takimi, że

lim || v || = 0 
n-*<»

Niech v oznacza wektor jednostkowy zaczepiony w poozątku układu współ­
rzędnych, a R będzie oznaczać otjwarty, kątowy obszar o wierzchołku w po­
czątku układu współrzędnych. Przez ę  v oznaczamy . v

K vn e R

Definicja I
Wektor v nazywamy kierunkiem głjównym szeregu S, jeśli vn = dla każ-

R
dego R zawierającego wektor v. Każdą linię prostą zawierającą kierunek głów­
ny szeregu S nazywamy osią główną szeregu. Będziemy mówili, że v jest kie­
runkiem zbieżności lub rozbieżności, jeśli odpowiednio szereg o wyrazach 
równych iloczynowi skalarnemu wektorów v i vn tj. (v »vn) jas^ absolutnie 
zbieżny lub rozbieżny. Odpowiednią oś nazywamy osią zbieżności lub rozbież­
ności.
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Definicja 2
Mówimy, że punkt P z przestrzeni R^ jest osiągalny przez szereg S, jeśli 

istnieje taki ciąg mnożników {t„ } ze zbioru T, gdzie n = 1,2,..., że

*Q
ę  V n  - P

Przytoczony jeszcze ważne twierdzenie o szeregach wektorowych w R^. 
Twierdzenie 1

Jeśli v jest kierunkiem głównym szeregu S, v1 i v2 są dowolnymi wektora­
mi jednostkowymi prostopadłymi do wektora v, to dla każdego 8 > 0  istnieje 
taki podciąg } ciągu {vn|, że

oo  i
2 Z  | v»vń I “ 00 1 |(vi»vń^l ̂  ^ dla i = 1,2.

Zależnie od tego, jakie osie posiada szereg S różne są własności zbioru 
punktów osiągalnych. W niniejszej pracy rozpatrywano przypadek, gdy szereg 
S ma dwie osie główne i oś zbieżności liniowo niezależne. Bez zmniejszenia 
ogólności można zakładać, że osie te są wzajemnie prostopad'e. Niech więc 
osie 0x i Oy będą osiami głównymi, oś Oz niech będzie osią .bieżności.
Zbiór punktów osiągalnych na osi Oz przez szereg o wyrazach zn> gdzie zn 
jest trzecią współrzędną wektora vn danego szeregu S, za pomocą mnożników 
ze zbioru T jest zbiorem doskonałym. Poprowadźmy przez każdy punktu tego 
zbioru płaszczyznę równoległą do płaszczyzny Oxy. Otrzymany zbiór będziemy 
nazywać paskiem zbieżności szeregu S. Udowodnimy następujące twierdzenie.
Twierdzenie

Jeżeli szereg S ma powyższe własności, to dla każdej płaszczyzny q nie- 
równoległej do płaszczyzny wyznaczonej przez osie główne zbiór punktów osią­
galnych jest gąsty w przecięciu tej płaszczyzny z paskiem zbieżności.
Dowód twierdzenia

Niech płaszczyzna q ma równanie Ax + By + Cz = 0. Bez zmniejszenia ogól­
ności można zakładać, że przechodzi ona przez początek układu współrzędnych 
i A / O, Niech P (X,Y,Z) będzie punktem płaszczyzny q i paska zbieżności. 
Zachodzi więc:

AX + 3Y + CZ ■= 0

oraz istnieje taki ciąg mnożników {t^}, że

2 “ ? V n

*



Można więc dobrać tak duże N, że spełnione są warunki:

ll Z - t  V n | < l  (2)
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oraz

1 v H i i  318 n > N -

Ponadto, ponieważ 0x i Oy są osiami głównymi, więc z twierdzenia (1) istnie­
ją dwa podciągi ciągu {vn}» oznaczmy je odpowiednio przez {v^} i {v^}, ta~ 
kie, że spełnione są warunki:

E K | - ° °  1 E K 6 łI 1 E K I < f (3)

g in 1 E K  l<* W

gdzie przez oznaczyliśmy wektor (x^,y^,z^) i podobnie przez v * wektor 
(x*, y®, z®).

r i  « - f l N f  < 1 ° °  f  ił}0 9Pozostałe wyrazy ciągu |vn), po odrzuceniu ciągów |vnj , |vn J- »ivn J
oznaczmy przez v,̂ } ̂  •
Dobierzmy ciąg mnożników -Jt* j tak, by zachodziło:

< 5 >

Dżna tak zrobić na podstawie dwóch lematów,

skończonego układu {vn}^ można dobrać tak ciąg mnożników { t ^  , że
,emat 1 

Dla

O
tnvn|| <  12 “ax!lvn||

Dowód znajduje się w pracy (1).
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Lemat 2
Dla nieskończonego ciągu wektorów j , takiego, że llm|vn || = 0 można 

dobrać tak ciąg mnożników {tn}, że

l ę  V n l  < 24“ axHv n i  

lematu
r iNiDobierzmy wskaźnik i ciąg mnożników it j tak, aby były spełnione 

ki: 1

i i  v » l

Dowód lematu
Dobie 

warunki:

N.
<■ 12m axllv n lin

l v n l l <  m axllv n II ?  ' d l a n > M 1

t lNsOgólnie w s-tym kroku dobieramy taki wskaźnik N i ciąg mnożników |t }
.+1aby były spełnione warunki:

N
J Z  tnvn | <  12max |vn | oraz || vn || <  max | v j  1- dla n >  Ns 
Ns-1+1 2

Można tak zrobić na podstawie lematu (1) oraz tego, że lim||vn |j = O.
Łatwo zauważyć, że spełnia on warunek Cauchy’ego, ponadto

oo oo N
i £  V n H  ?  +” J = 24̂ l , N| Vnll

co kończy dowód lematu.
Obierzmy za punkt P’CXlY'.Z1) punkt

N »o
^  V .  * 20 ^  v *

Zachodzi

|Z - Z'I< |  (6)
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Dobierzmy następnie ciąg {t^J ' tak, aby był spełniony warunek: 

N,
(7)t X  + x ' - x | < §

co można zrobió na postawie (3).
Ni/ Tl* "I / fOznaczmy P. = P + -> . t_v_i n n

Otrzymujemy

| X^ - x|< na podstawie (7) (8)

\Z: - z | <  £ (9)
Następnie na podstawie (4) dobieramy mnożników tak, aby zachcjdziło:

£  <  y" + Y, = Y (10)

oo
Oznaczmy P2(X2,Y2,Z2) = P1 + tn v"

Zachodzi:

| X2 - Xj <  £ na podstawie (A) i (8)

|Y2 - Yj = 0 na podstawie (10)

| Z2 - Z | <  -| £ na podstawie (4) i (9)

Punkt P2 Jest "bliski" punktu P, ale nie musi należeć do płaszczyzny q.
Dobieramy na koniec ciąg mnożników {t*n} "  tak, aby punkt P^(X^,Y^,Z^) ixł N +̂1 00
= + z  t^v' należał do płaszczyzny q oraz | ^  ! t* v' II dostatecznie

*  N ^ + 1  n  n  N 1 + 1  n  n  11

mała. Mają więc być spełnione warunki:
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to znaczy

A + B T t n K  + C I X ZA - (AX2+BY2+CZ2) = a (12)

PO
Ponieważ 2 3  ¡Ax' +Byi + CzA = ©o na podstawie (3), więc można dobrać 

N1+1I
ciąg mnożników t' tak,aby był spełniony warunek ([12) a więc i (11). Punkt 
P^ należy więc do płaszczyzny q. Ponadro P^ Jedf: "bliski" punktu P. Zauważ­
my bogiem, że a Jest małe oraz

23 t A yA|<  n na podstawie (3) (13)

l ^ t ^ A ^ I  na Podstawie (3) (14)

| a | - j AX2+Btf2+CZ2 [ * |a(X2-X) + B(Y2-Y) + C(Z2-Z)|< £(A+  ^ C )  (15)

Zatem na podstawie (12), (13), (14), (15)

< 1 (A + ||P+1)

Ostatecznie otrzymujemy, że punkt P^ £ q oraz 

| X ,  -  x | <  £ +  f  ( A  +  \ C+1)

|y3 - y | <  | i | z3 - z| <  a e
N

— li 11 • 11 II ^
N ̂ eo ^  1

Nasuwając na siebie poszczególne szeregi 2Z! » 21! t” VI" » 2 J  t' v'liii ą n n > n n
oo

2  ■ t*V’* ,23 t'v' , tak, aby była zachowana kolejność wyrazów nie
1 N 1+1

zmieniamy sumy szeregu S, co kończy dowód twierdzenia.
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Przykład
 ̂ f-1jn + 1 i Rozważmy szereg o wyrazach vR = (■* ‘ 'R  , — )

Proste Ox i Oy są osiami głównymi, prosta 02 jest osią zbieżności. Na 
każdej płaszczyźnie paska zbieżności znajduje się co najwyżej jeden punkt 
osiągalny, co więcej, możnapokazać, że na nieskończonej ilości płaszczyzn 
nie ma żadnego punktu osiągalnego, a mimo to zbiór punktów osiągalnych jest 
gęsty w pasku zbieżności, co więcej, gęsty w przecięciu tego paska z każdą 
płaszczyzną nierównoległą do płaszczyzny Oxy! Można pokazać, że rzut tych 
płaszczyzn, które nie mają punktów osiągalnych, na oś OS jest gęsty w danym 
zbiorze doskonałym na osi Oz i jak wynika z udowodnionego twierdzenia rów­
nież brzegowy.
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HEKOTOPHE CB0&CTBA MHOKECTB TOHEK A0GTHKHMU2 B IIPOCTPAHCTBE 
nPH ncMoma yraomiTEjiEM +1 a - i

P e 3 ¡o u e

B paóoie  paccMOTpeHO onpezezeHHoe cboSc ibo  iiHoxeciBa loaeic aocxhxhmhx 
npa noMoma MHOxaxezeS +1 a -1 a pa^a c ZByua. rzaBHtnja ochmh a ozhoB ocłk) 

cxozhm ocih. Hzeaa paza hbjizbtos BeKxopatiH b npocTpaacTBe R •
B c ia r t e  noKa3aHO, a io  mhoxectbo  zocihxhm hx Toaea hbzhbxch nzoiHm i b 

nojioce cxoflBMOCia. Eozee Toro, s to  MBOxecxBO nzoiHO b nepeceaeHaa oózacia  
cxoabuoctb c xaxzoB njiocKOciBio HenapazzezHoS zo euiockoctb rz a B H M  oce8.

B KOHije paÓoiH zaB  npaMep paza, zeMOHCipapyioąero xeopeay. B npaaepe mho- 

aeciBO  zocxhxhmhx lo a e x  bxoxho b nojioce cxozhm ocih, xoxx Ha tcaxzoS nzoc- 

kocth  bozoch Haxozaxca He Sojiee ozho8 zocxhxhmo8 ioh kh . CyąecTByei Óecico- 

HeHHoe uHozeciBO nzocicocxeB Ha Koxopux Hex zocihxbm hx rovex.

SOME PROPERTIES OF SET OF THE POINTS AVAILABLE IN R3 SPACE MEANS OF 
MULTIPLIERS +1 NAD -1

S u m m a r y
Un the paper, there is presented certain property of tje set of points, 

that are accessible using the multipliers +1,-1 and the series of vektors 
in R3 with two divergence axes and one convergence axis.
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It is proveld in the paper that the set of points, that are accessible, are 
dense in convergence strip. Wiat is more it is dense in intersection of 
every not parallel plane which is with the ¡plane inctuding divergence axis 
with convergence strip. In the end the example of the series illustating 
the theorem is given. In this example the set of points, that are accessi­
ble is dense in corvengence strip, in spite of the fact that every plane 
of corvengence strip has at most one point accesible.
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