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NOWY DOWOD TWIERDZENIA O UZBIEZNIANIU W Rn

Streszczenie. W pracy podano nowy dowdéd twierdzenia ze dla dowol-
nego ciagu zbieznego do zera {xk}cRH, istnieje ciag mnoznikow
£k = - 1 taki, ze szereg Zifkxk Jest zbiezny w Rn. Historia tego

twierdzenia rozpoczyna sie od nazwiska Bernharda Riemanna, ktéry udo-
wodni+ je dla przypadku ri=1 (w silniejszym sformutowaniu). Pedne roz-
wigzanie podat po raz pierwszy dr J. Timmler w swojej pracy doktoil-
skiej .-

1. HISTORIA PROBLEMU
Bernhard Riemann udowodni4 nastepujace twierdzenie:

Jesli {xk} jest zerowym ciggiem liczb dodatnich takim,

ze = +00» dla dowolnego X rzeczywilstego istnieje

ciag mnoznikéw {£k}, » i1 1, dla ktérego zachodzi = X.

Jak tatwo zauwazy¢, twierdzenie to nie da sie bezposrednio uog6lni¢ na
przestrzenie Rn, n >1 (wystarczy przyja¢ xk = (k-1, 0, ,,,, 0) 6 Rn, K*1).
Nietrywialnym okazuje sie nawet problem:

Czy dla kazdego ciagu zerowego {xk} C Rn, n >1 istnieje ciag mnoznikéw
1£kJ, = i 1 taki, ze szereg S £ kxk Jest zbiezny w Rn?

Czesciowe rozwigzanie tego problemu pojawido sie w pracy [i] a pedne roz-
wigzanie po raz pierwszy w pracy doktorskiej dra J. TImmlera [2]. Warto za-
znaczy¢, ze pozytywne, rozwigzanie ostatniego problemu spowodowatd rozpocze-
cie badan nad dwoma kolejnymi zagadnieniami:

A. Poczukiwanie warunkéw wystarczajacych dla ciagu zerowego {*k} c Rn na to,

by dla dowolnego x € Rn istniat cigag mnoznikéw £k = - 1 taki, ze

Z £ kxk = x

B. Opisanie zbioréw postaci

przy ustalonym, ale dowolnym {xkf-

s
Warunki, b ktérych mowa w zagadnieniu A podane sg w pracy [2J.
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2, TWIERDZENIA POMOCNICZE

Lemat 1

Dla kazdego n«N istnieje € =e(n) 6 N takie, ze sposrdd dowolnych 8 wek-
toréw Rn o normie nie wiekszej od 1, mozna wybrac¢ xk oraz

, k™~ kj , takie, ze

K esle

Dowdd:
Niech n6N, 6 =2 (2n + 1)n, X., xQ 6 Rn, xk|* 1, 1« ke« O

Przyjmijmy z definicji
\ “[h «TT* gd2ie - k< n-1
In-1= [1"H " 1]

Gdy n > 1,to istnieje przedziat 1. taki, ze co najmniej
1

= [11>(2n + Dn 1

sposrod wektoréw xi,...,x ma pierwsza wspodrzedna w przedziale I, ;

k1
oznaczymy je X, R
Gdy n > 2,to istnieje przedziat 'Ko taki, ze co najmniej
02 > (@2n + 1)n-2

sposrod wektoréow x, ,...,X, ma druga wspodrzedng w przedziale It .

11 101 2
Po (n - 1) - krjokach dochodzimy do sytuacji gdy mamy O > 2n + 1 wekto-
réw, oznaczymy je Xl- ,...,X. , 0 tej whasnosci, ze jeSli n > 1 to i - te

1, ®n-1
wspotrzedne tych wektoréw naleza do pewnego przedziatu I. , dla i : K in
Ki
<n-1.
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Poniewaz wszystkich przedziatéw Ik jest 2n to sposrod wektorow

Xt mozna wybra¢ dwa takie, ze Ich n-te wspotrzedne naleza do
n n-1

pewnego przedziatu Ik i oznaczymy te wektory z.,, Zg.

Jak tatwo zauwazyc:

Lemat 2

Niech O(n) bedzie takie, jak w lemacie 1, gdzie n eN. Woéwczas dla kazde-
go meN, dowolnych x*,...,xm6Rn, |xk |~ 1» 1~ Kk «im, istnieja

El....... €{-1, 1} takie, ze j £k xk |~ ®" 1 dla kazdee® 1=1»....“
Dowod:
Gdy m <IO, to wystarcza przyja¢ £ = ... = £m =1.
Gdy m =0, to z lematu 1 wynika, ze istniejg k», kg - 1™ k*"< kg™ m
o whasnosci Jxk - xk j < 1; wystarcza przyjac
’-1 k = kg
~k
1 k4 k2

Zatozmy, ze teza lematu jest stuszna dla pewnego m 3*0.
Niech x1t...,xm+le Rn, |pk|<1, 1™ K*m+ 1 .
Na mocy lematu 1 wSréd wektoréw x.,... ,X znajdujemy dwa, np. xk , xk ,

k] < k2 takie, ze \x™ - xkJ " 1.

Niech
xk jeslil< k< k1A k1< k< kg
xv ~ xk jesli k = k.
nk 1 5 J
Kk +1 JeSli k2 « k sCm

Oczywiscie zachodzi |pk[<1. Zatem z zatozenia indukcyjnego istnieja
61F...,5m {’1. 1} takie, ze
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Przyjmijmy
jesli 1 £k < k.
-S* Jesli k = k.

k-1 Jeshi k?”~ ksim+ 1

3. TWIERDZENIE

Dla kazdego cigagu zerowego {*k} c Rn mozna dobra¢ ciagw . £k = 1
taki, ze szereg Z]£kxk jest zbiezny w Rn.
Dowod;

Niech {xk}cR¥, xk—»0.

Definiujemy pomocniczy ciag {t,j}cN

tl = min |[t®N : t »2 1 IKk | 1™ 2~1 dla kazdego k > t}

th+1 = mIn{tEN ; t> tl i [Kk||* 2"i_l dla kazdego k S*tj

/prowadzamy wektory yk = : 2Jk >t~ k < i+ i 1 E Bt

Oczywiscie stale zachodzi |hk|< 1.

Potozmy £-=...=£% 1= 1
Z lematu 2 wynika, ze dla kazdego zbioru wektoréw y. ) Y. mozna "
- -
bra¢ ciag liczb ; i£ F—l,ll/spehiajacych teze Iemyi:%z.
ti O T R §

Pokazemy, ze ciag j ¢; Eja }! >1 jest ciggiem Cauchy’ego.
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Wéwczas dla 1~ j mamy

$(0-1)(2-1 + Z! 2.1)< 2-1+2(0-1)

i»l
gdzie = max {tg - tg< ij

Poniewaz przestrzeh Rn jest zupedna, wiec szereg E e n jest zbiezny w RIL
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HOBOE J(OKA3ATEJIbCTBO O~HOM TEOPEMH O CX0)iHMOCTH

Pe3bue

B HacToamefl pafioie aaeTca hobob AOKaaaiejiBCTBO cjie,SyK>me8 ieopeun:
fljin npoH3BOJibHOO cxoflHneftoa k Hyjno noeae.noBaTejibHocTH c rO cynecTByei
nooaefl0BaieaBHOCTB =-1 laaaa, aio pafl 2Z£kxk exotica.

Hoiopaa aioro Bonpooa bocxoaht ot EepHxap.ua PjniaHHa, Koiopuk “oaaaan
xeopeMy ftta cayaaa n = 1 (b HeckKOJiBKO o6ne8 $opiayjiHpoBKe). B joKTopcKoS
flaccepiaaHH H. TmiMjiep flOKasax ee ~Jia npoHSBoabHoro HaiypaabHoro.

A NEW PROOF OF A THEOREM ON CONVERQUENCE IN Rn

Summary

A new proof of the following Theorem
Ixk} C Rn there exist a sequence of mult
series ”~ Ekxk convergels. First who inwes

s given: For any zero - sequence
pliers £k = - 1 such that the
tiquated this problem was Bernhard
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Rleman. He proved the theorem In the case n - 1 (in some of general formu-
lation) . A proof of the general theorem for arbitrary n was given in doctor

dissertation by J. Timmler.
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