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PRACE ZYGMUNTA ZAHORSKIEGO 
Z TEORII FUNKCDI RZECZYWISTYCH5' ̂

Profesor Zygmunt ZAHORSKI rozpoczął twórczą działalność naukową Jeszcze 
w okresie międzywojennym. Pierwsza Jego publikacja ukazała się w r. 1937 
w Sprawozdaniach Warszawskiego Towarzystwa Naukowego. Lata wojny to czas 
intensywnej pracy, wynikiem której są twierdzenia do dziś cytowane w licz
nych pracach naukowych, a także w monografiach. Prace te, opublikowane w 
czasie wojny lub bezpośrednio po jej zakończeniu, poświęcona są różniez- 
kowalności funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej. Ta proble

matyka interesowała profesora Zahorskiego do końca lat czterdziestych a na
stępnie zajął się problemami zbieżności szeregów Fouriera. Problemy róż- 
niczkowalności stały się tematem prac jego uczniów. Obecnie, prace te są 
kontynuowane przez matematyków polskich, słowackich, czeskich, rumuńskich, 
węgierskich, włoskich i amerykańskich. Każdy zeszyt amerykańskiego czaso

pisma Real Analysis Exchange przynosi nowe publikacje cytujące prace Za
horskiego. 0 roli, jaką odegrał w rozwoju tych badań, można dowiedzieć się 
z pierwszych zdań wstępu do wydanej w roku 1978 podstawowej w teorii róż- 
nićzkowalności monografii A. Brucknera "Differentiation of Real Functions": 
"It has now been about forty years since the publication of Saks's book. 
Theory of the Integral, a book which deals considerably with topics which
are related to differentiation theroy. Since that time, particulary since
the publication of Zahorski's paper 216 (pozycja 25 spisu prac pr,f. Za
horskiego), in 1950, much work has been done related to the differentia
tion of real functions, ...". Czytelnik tej monografii może przekonać się, 
jak często wyniki Zahorskiego, a także jego uczniów, są w niej cytowane i
jak Wiele osiągnięć innych autorów ma swe źródło w jego pracach.

3uż pierwsza, wymieniona na początku praca [l] z roku 1937, poświęco
na była funkcji różniczkowalnej , raonotonicznej , niestałej, mającej gesty 
zbiór przedziałów stałości. Choć funkcję o takich własnościach skonstruo

wał już wcześniej S. Mazurkiewicz [iż] , konstrukcja Zahorskiego była 
znacznie prostsza. Dziś, kiedy dzięki wynikom pracy Zahorskiego, wymienio
nej w cytacie z Brucknera, istnienie takich funkcji jest dobrze znane, a 
ich konstrukcje łatwe (porównaj A.M. Bruckner and 3.L. Leonard [sj ), ao-

x ̂ Numery prac prof. Zahorskiego odnoszą się do spisu jego prac osobno dru
kowanego w tym numerze Zesz. Pol. Sl., a numery prac innych autorów,cy
towanych w tym artykule, do spisu prac na końcu tego artykułu.
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żerny stwierdzić, jak bardzo wiedza o pochodnych pogłębiła się i rozsze
rzyła.

Druga z prac Zahorskiego [2] opublikowana w czasie wojny w Matemati- 
Czeskira Sbórniku, zawiera twierdzenie bardzo ważne, bo charakteryzujące 
zbiory punktów nieróźnicżkowalnoóci funkcji cięgłej. Różna twierdzenie 
charakteryzujęce zbiory były znane od dawna. Na przykład zbiory punktów 
ciągłości, to zbiory typu G^, zbiory miejsc zerowych funkcji ciągłych,to 
zbiory domknięte itd. Pytanie, jak opisać w terminach miary i topologii 
zbiory punktów nieróżniczkowslnoóci było o wiele trudniejsze.Zahorski wy

kazał, że w przypadku funkcji cięgłej są nimi i tylko nimi wszystkie zbio
ry postaci A ^ B ,  gdzie A jest typu G^, a B jest typu G gg i miary 
zero. Charakteryzacja ta pozostaje prawdziwa i w przypadku gdy punkty, w 
których pochodna jest nieskończona uważać za punkty nieróźnicżkowalności, 
i w przypadku gdy uważać je za punkty różniczkowalnoóci. Wynik Zahorskie
go uogólnił A. Brudno, pokazując, że charakteryzacje znaleziona przez Za
horskiego pozostaje prawdziwa dla wszystkich funkcji rzeczywistych, a nie 
tylko ciągłych [bj .

0 zbiorze punktów, w których pochodna jest niaskończons, było wiadomo 
od dawna, że musi być typu G^ i miary zero. Oarnik [lżj pokazał, że dla 
każdego zbioru E tego typu i tej miary istnieje funkcja cięgła, mająca 
pochodną nieskończoną w punktach zbioru E i wszystkie pochodne Diniego 
skończone w pozostałych punktach. Równocześnie zapytał, czy funkcja taka 
może być poza zbiorem E różniczkbwalna. Pozytywna odpowiedź Zahorskiego, 
opublikowana w pracy [3] , stanowi : równocześnie charakteryzację zbioru

punktów, w których pochodna funkcji ciągłej i mającej wszędzie pochodną 
jest nieskończona.

W punkcie, w którym nie istnieje pochodna, a więc w takim,w którym nie 
wszystkie pochodne Diniego są sobie równe, mogę zachodzić różne nierówno
ści lub równości między pochodnymi Diniego. Każdy taki układ nierówności 
i równości wyznacza związany z nim typ nieróźnicżkowalnoóci. Zahorski w 
nieopublikowanej rozprawie habilitacyjnej opisał zbiory punktów nieróż- 
niczkowalności różnych typów. Są to warunki konieczne, dostateczne,a czę

sto i warunki charakteryzujące dla tych zbiorów, przy założeniach ciągło

ści lub bez jakichkolwiek założeń o funkcjach. Streszczenie tych wyników 
zostało opublikowane w nocie nr [li] . Powtórzenie treści tego streszcze
nia w tyra miejscu nie wydaje się celowe. Każdego mogą zaciekawić jednak 
pewne sformułowane tam wnioski. Na przykład nie istnieję funkcje ciągłe, 
których pochodne Diniego przyjmują w keżdyra punkcie dokładnie trzy lub 
dokładnie cztery wartości (w jednych punktach trzy, w innych cztery).Funk

cja ciągła, której pochodne Diniego w każdym punkcie przyjmują dokładnie 
dwie albo dokładnie cztery różne wartości, musi w pewnych punktach posia
dać choćby jedną pochodną jednostronną. Problemem nierozwiązanym jest,czy 
takie funkcje w ogóle istnieją. Pewne z tych wyników otrzymał wcześniej i 
niezależnie A. Brudno [&] . Badania zbiorów nieróźnicżkowalnoóci pewnych
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typów kontynuował F.M.Filipczak, z prac którego wymieńmy tu przede wszyst

kim rozprawę habilitacyjne [9].
Przejdźmy teraz do najczęściej cytowanej pracy “Sur la première déri

vée ¡25] . Była ona bardzo ważnym krokiem w kierunku poznania własności 
funkcji pochodnych. Nie znamy do dziś wałsności charakteryzujęcych pochod
ne, JeZeli pominęć niewiele różniący się od definicji pochodnej warunek 
C. Neugebeuera [l8] , Szerszą niż rodzina Jwszystkich ( pochodnych jfunkcji 
ciągłych, rodzinę funkcji pierwszej klasy Baire’a o własności Darboux oraz 
krzyżującą się z rodziną pochodnych rodzinę funkcji aproksymatywnie ciąg
łych, można opisać za pomocą własności zbiorów Lebesgue'aj tych funkcji, 
czyli zbiorów |x : f(x) > aj i {x t f ( x ) <  a}. Klasy ,.jfunkcji pochod
nych ńie można opisać tylko za pomocą własności zbiorów Lebesgue’a.Zahor
ski zwraca na to uwagę na drugiej stronie pracy ¡25] , wskazując, że cha
rakteryzacja tak ograniczonymi środkami nie obejmie nawet pochodnych o- 
graniczonych. Mylny jest pogląd Brucknera, przedstawiony w pracy [4], że 
Zahorski postawił probiera charakteryzacji funkcji pochodnych za pomocą sa
mych zbiorów Lebesgue'a. Postawił natomiast problem charakteryzacji zbio
rów Lebesgue'a dla pochodnych funkcji ciągłych. Sam rozwiązał ten problem 
dla pochodnych ograniczonych. Zbiory spełniające warunek charakteryzujący 
nazwał zbiorami klasy HĄ . Określił też szerszą klasę zbiorów Mj i je
szcze szerszą Mg i wykazał, że zbiory Lebesgue'a pochodnych skończonych 
należą do klasy MJt a pochodnych funkcji ciągłych przyjmujących wartości 
skończone i nieskończone do klasy Mg. Funkcje mierzalne górnie i dolnie 
względem klasy Mir czyli takie, że wszystkie zbiory Lebesgue'a należą do 
klasy Ml , nazwał funkcjami klasy Klasy Zahorskiego są dobrymi
uogólnieniami klas pochodnych ograniczonych, pochodnych skończonych i po
chodnych funkcji ciągłych. Bruckner poświęcił im jeden z rozdziałów swo
jej monografii. Posługuje się nimi w postaci oryginalnej lub zmodyfikowa
nej wielu autorów. Wymieńmy tu L. Miśika [16] , S.N. Hukhopadhyay'a (l7j , 
R.O'Malley 'a [20 ] , C. Weila (30J i D. Preissa [21] . Ten ostatni rozwią
zał ostatecznie problem Zahorskiego, charakteryzując zbiory Lebesgue'a dla 
pochodnych skończonych i nieskończonych funkcji ciągłych i nieciągłych.

Trwała miejsce w literaturze zajmuje zamieszczona w omawianej pracy [2^ 
charakteryzacja zbioru Lebesgue'a funkcji aproksymatywnie ciągłej. Oowód 
dostateczności własności Mg, charakteryzującej te zbiory, polegający na 
konstrukcji ograniczonej funkcji aproksymatywnie ciągłej.nieujemnej,z za
danym zbiorem miejsc zerowych, jest bardzo często wykorzystywany ja ko-część 
składowa innych konstrukcji. W pracy tej znajduje się teZ silne kryterium 
raonotonlczności funkcji. Składa się na nie koniunkcja własności Darboux 
badanej funkcji, istnienia jej pochodnej poza zbiorem przeliczalnym (co po

woduje, że rozważana funkcja jest pierwszej klasy Baire'a) i nieujecnośc 
tej pochodnej prawie wszędzie. Best ono podobne do kryterium Toistowa [2î§, 
złożonego z aproksymatywnej ciągłości rozważanej funkcji, istnienia joj 
pochodnej aproksyraatywnej poza zbiorem przeliczalnym i niaujemności tej po-
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chodnej prawie wszędzie. Dek widać obszary działania obu kryteriów krzy
żuję się. Założenia o różniczkowalności eę u ! Tołstowa słabsza niż u Za
horskiego. a z założeniami o samej funkcji, tj. o klasie Baire'a i cię- 
głoścl sproksymatywnej Jest odwrotnie. Zahorski zapytał.czy wystarczy dla 
monotoniczności i cięgłości stwierdzić słabsze cztery własności dotyczęce 
zarówno różniczkowalności Jak 1 samej funkcji, (li f Jest Z klasy Bal- 
re'a; 2: f ma własność Darbouz; 3: f^ skończona lub nie, istnieje z 
wyjętklem zbioru najwyżej przeliczalnego; 4: Jest nleujemna prawie

wszędzie). Obejmowałoby to zarówno twierdzenie Zahorskiego Jak i twier
dzenie Tołstowa. a nawet więcej od obu tych twierdzeń. Zahorski pokazał, 
że żaden z tych czterech warunków nie może być pominięty. Ten trudny pro
blem doczekał się rozwięzania pozytywnego dopiero po 15 latach. Znaleźli 
niemal Jednocześnie i niezależnie A. Bruckner 1 T. Swiętkowski [3] , [23] .

Innym ważnym zbiorem analizy matematycznej, opisanym przez Zahorskiego. 
Jest zbiór punktów rozbieżności całki osobliwej [9] . Warunki konieczne dla 
tego zbioru, przy założeniu że Jędro spełnie pewne dość ogólne warunki, 
podał Faddiejew Jeszcze w roku 1936, [8] , przy czym Jędro było funkcję 
trzech zmiennych: wolnej, całkowania i przejścia do granicy. Zahorski za
jął się warunkami wysterczajęcyml w przypadku szczególnym, gdy Jędro ma 
postać funkcji dwóch zmiennych, z których Jednę zaetępiono różnicę dwu in
nych. Ten przypadek obejmuje Jednak Jędra najważniejsze dla anslizy mate

matycznej: Jędro Fejera, ogólniej Jędro Cesaro (C,r) oraz Abela-Poissona 
dla sumowelności szeregów trygonometrycznych Fouriera, Jędra różniczkowa
nia Jednostronnego, symetrycznego i innych bardziej ogólnych. Ten wynik 
Zahorskiego pozwala charakteryzować zbiory punktów nieróżniczkowalności; 
funkcji absolutnie cięgłych, a nawet funkcji spełnlsjęcych warunek Lip- 
achitzaj Jako zbiory typu G ̂  miary zero.

Konstrukcja Zahorskiego z pracy £3] , etanowięcej rozwięzania problemu 
Darnlka, pozwoliła jej autorowi na rozwięzania pewnego trudnego problemu 
Z geometrii różniczkowej przy bardzo słabych założeniach, sformułowanego 
przez S. Mazura. Wiadomo było (A.D. Ward [29] ), że krzywa Dordana, majęca 
atycznę poza przeliczalnym zbiorem punktów, ma przedstawienie parametrycz

ne różniczkowaIna prawie wszędzie. Mazur pytał, czy można Je poprawić tak, 
by było różniczkowalne wszędzie. Zahorski odpowiedział pozytywnie, £is] za- 
kładsjęc o samej krzywej mniej niż Ward. Zamist istnienia stycznych wy
starczy lokalna wpisywalność krzywej w stożki kołowe i pewien warunek o- 
graniczajęcy ilość punktów wielokrotnych. Bez żadnych warunków krzywa pro

stowałoś ma przedstawienie parametryczne wszędzie różniczkowalne z pochod
nymi ograniczonymi, Do tej samej gałęzi osobliwości geometrii różniczko

wej należy praes [27]. Zawiera ona konstrukcję łuku zwykłego, prostowal- 
nego, którego styczna przyjmuje na każdym łuku częściowym wszystkie kie
runki. Autor dowodzi przy tym, że taka krzywa nie może posiadać Stycznej 
w gęstym i nieprzeliczalnym zbiorze punktów. Przykład w pewnym sensie 
przeciwny - bo łuku zwykłego, raajęcego wszędzie stycznę,której indykatry-
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aa sferyczna, różna od punktu, posiada domknięcie będęce zbiorem zerowy- 
mlarowym- został anonsowany w roku 1946 w C.R. Acad. Paris (nota 6 ),Peł
ny dowód wysłany do 3ourn. of the Chinese Math. Soc. w roku 1947 Szaginęł 
i nie jest do dziś opublikowany.

Charakteryzacje pewnych zbiorów punktowych zawiera też praca £io] . Tym 
razem dotyczy ona funkcji o wysokim stopniu regularności, bo klasy C ^ .

Promień zbieżności szeregu Taylora f(x) + f'(x) ♦ |-j- f* (x) + ... funk
cji f t może dla pewnych punktów x być równy zero. Punkty takie na
zywamy osobliwymi w sensie Pringsheime. Oeżeli promień zbieżności szeregu 
Taylora Jest dodatni i dla wszystkich h z pewnego otoczenia zera szereg 
ten Je3t zbieżny do f(x+h), to punkt x nazywa się punktem regularnym. 
Punkt, który nie jest ani regularny, ani osobliwy w sensie Pringshelma na

zywa się osobliwy w sensie Cauchy'ego. Dla każdej funkcji f e C ^  abiory 
jej punktów osobliwych w obu sensach sę rozłęczne, ich suma jest zbiorem 
domkniętym, i jak wykazał Zahorski zbiór punktów osobliwych w sensie Prings- 
heima jest typu Gg a w sensie Cauchy'ego typu Fg i pierwszej katego
rii. Trudna i złożona konstrukcja, zajmujęca większę część pracy, stanowi 
dowód, że wymienione tu własności obu zbiorów, a więc pośrednio i dopeł

nienia ich Sumy, charakteryzuję całkowicie trójki postaci |zbiór punktów 
osobliwych w s. Pringsheime, zbiór punktów osobliwych w s.Cauchy’ego,zbiór 
punktów regularnych^. Dowód tego twierdzenia został później zmodyfikowany 
przez H. Salzmana i K. Zsllera ¡22] , a samo twierdzenie częściowo uogól
nione przez T. Banga [i] i H. Zahorskę ¡3l] .

Praca 0 punktach osobliwych powstała w zwięzku z problemem Ulama, któ

ry Banach zakomunikował Zahorskiemu w naetępujęcej postaci i czy istnieje 
funkcja cięgła f(x), taka, że dla każdej funkcji analitycznej g(x) zbiór 
rozwięzań równania f(x) » g(x) jest co najwyżej przeliczalny. Odpowiedź 
pozytywna, otrzymana w kilka minut po zadaniu pytania, jest opublikowana 
w pracy £lĆ| . Warto zauwyżyć, że Ułam wpisał do Księżki Szkockiej pytania 
w formie przeciwnej niż zadał je Banach, odpowiadajęcej sformułowaniu “Czy 
nie istnieje funkcja cięgła...1*. Przeczytawszy, że Zahorski odpowiada po

zytywnie, nie zwrócił uwagi na różnice sformułowań i publikujęc księżkę 
¡26] przypisał Zahorskiemu wynik przeciwny niż Zahorski otrzymał, a więc 
błędny, niemożliwy.

Rozwięzania równań f (x) » g(x) sę też tematem pracy £20] . 3. Gillis [ll] 
skonstruował skomplikowany przykład funkcji cięgłej f(x), takiej, żs dla 
najprostszej funkcji analitycznej ax + b majęcej punkty wykresu nad i pod 
wykresem funkcji f zbiory rozwięzań wymienionego równania sę nieprzeli
czalne. Praca ¡20| zawiera bardzo prosty, elementarny dowód, że fenoaen 
taki zachodzi dla bardzo wielu funkcji f, między innymi dla cięgłej i 
nigdzie nie różniczkowalnej funkcji Weierstrassa. przy tym g może być do- 
wolnę funkcję analitycznę, nie tylko liniowę, a mawet więcej.dowalnę funk

cję majęcę pochodne Diniego skończone.
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Najbardziej znane aą prace Zahorskiego z teorii szeregów Fouriera. Wia
domo od roku 1966 [7] , że szereg Fouriera funkcji sumowalnej z kwadratem 
jeat zbieZny prawie wszędzie. Przypuszczenie. Ze tak jest znajduje się w 
rozprawie doktorskiej Luzina z roku 1912. Wielu wybitnych matematyków, 
wśród nich Zahorski, próbowało wykazać prawdziwość tej hipotezy. Gdy pró
by te nie wiodły się, coraz większego znaczenia nabierało stwierdzenie Koł- 
mogorowa zamieszczone we wspólnej pracy z Mieriszowem w roku 1927 [13] , Ze 
istnieje szereg trygonometryczny ze zbieżnę sumę kwadratów współczynników, 
który po pewnym przestawieniu wyrazów staje się prawie wszędzie rozbieżny. 
Wobec twierdzenia Rlesza-Fischera, jest to równoważne istnieniu funkcji 
sumowalnej z kwadratem, której szereg Fouriera po pewnym przestawieniu 
Jest rozbieżny prawie wszędzie.Kołmogorow jednak nie podał ani dowodu, ani 
współczynników szeregu, ani permutacji Jego wyrazów. Próby wykazania tego 
twierdzenia, niektóre nawet po otrzymaniu wskazówek od samego Kołmogorowa 
nie dawały rezultatu. Dopiero Zahorski opublikował (bez wskazówek) w roku 
1960 przykład szeregu i metodę permutacji z dowodem w nocie 41 , potwier

dzające zapis Kołmogorowa. Praca ta jest oceniana przez specjalistów jako 
niezwykle trudna, świadczy o tym też historia zagadnienia.Twierdzenie Car- 
lesona o zbieżności prawie wszędzie szeregu Fouriera funkcji sumowalnej z 
kwadratem podnosi znaczenie wyniku Zahorskiego. Ciekawe, że w przestrzeni 
permutacji szeregów z pewnę naturalnę miarę, permutacje dajęce rozbież

ność prawie wszędzie tworzę zbiór miary zero. Jak wynika z prac A.M. Gar- 
sii [10] .

Natychmiast po opublikowaniu metody Zahorskiego przeniesiono ję na sze*1 
regi ortogonalne Haara i Walsha a następnie na dowolne układy ortogonalne 
zupełne w L2 (P. Ulianow ¡27] , ¡26] ), a nawet na rozwinięcia względem 
dowolnych baz w L2 (A.M. Olewekij [19] ). Do matematyków rozwijajęcych 
metodę Zahorskiego i metody analogiczne należę też A.A. Tałalian [24] i K. 
Tendori.

Na tym kończymy przeględ prac. Obejmuje on tylko prace powszechnie u- 
znane za ważne lub interesujęce specjalnie autora przeględu.Pełny i wnik

liwy przeględ wszystkich prac Zygmunta ZAHORSKIEGO musiałby być opracowa
niem zbiorowym.
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