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PRACE ZYGMUNTA ZAHORSKIEGO
Z TEORIl FUNKCDI RZECZYWISTYCHS”

Profesor Zygmunt ZAHORSKI rozpoczat twdércza dziatalno$¢ naukowg Jeszcze
w okresie miedzywojennym. Pierwsza Jego publikacja ukazata sie w r. 1937
w Sprawozdaniach Warszawskiego Towarzystwa Naukowego. Lata wojny to czas
intensywnej pracy, wynikiem ktdérej sa twierdzenia do dzi$§ cytowane w licz-
nych pracach naukowych, a takze w monografiach. Prace te, opublikowane w
czasie wojny lub bezposSrednio po jej zakonczeniu, pos$wiecona sg rézniez-
kowalnosci funkcji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej. Ta proble-
matyka interesowata profesora Zahorskiego do korica lat czterdziestych a na-
stepnie zajat sie problemami zbieznos$ci szeregéw Fouriera. Problemy ro6z-
niczkowalnosci staty sie tematem prac jego uczniéw. Obecnie, prace te sa
kontynuowane przez matematykéw polskich, stowackich, czeskich, rumuniskich,
wegierskich, whoskich i amerykanskich. Kazdy zeszyt amerykanskiego czaso-
pisma Real Analysis Exchange przynosi nowe publikacje cytujace prace Za-
horskiego. 0 roli, jaka odegrat w rozwoju tych badan, mozna dowiedziel sie
z pierwszych zdan wstepu do wydanej w roku 1978 podstawowej w teorii roéz-
ni¢zkowalnosci monografii A. Brucknera "Differentiation of Real Functions":
"1t has now been about forty years since the publication of Saks"s book.
Theory of the Integral, a book which deals considerably with topics which
are related to differentiation theroy. Since that time, particulary since
the publication of Zahorski®s paper 216 (pozycja 25 spisu prac pr,f. Za-
horskiego), in 1950, much work has been done related to the differentia-
tion of real functions, ...". Czytelnik tej monografii moze przekona¢ sie,
jak czesto wyniki Zahorskiego, a takze jego uczniéw, saw niej cytowane i
jak Wiele osiagnie¢ innych autoréw ma swe zr6ddo w jegopracach.

3uz pierwsza, wymieniona na poczatku praca [I] z roku 1937, posSwieco-
na byka funkcji rézniczkowalnej, raonotonicznej, niestatej, majacej gesty
zbidr przedziatéw statosci. Cho¢ funkcje o takich wkasnosciach skonstruo-
wat juz wczesniej S. Mazurkiewicz [iz] , konstrukcja Zahorskiego byta
znacznie prostsza. Dzi$, kiedy dzieki wynikom pracy Zahorskiego, wymienio-
nej w cytacie z Brucknera, istnienie takich funkcji jest dobrze znane, a
ich konstrukcje #atwe (poréwnaj A.M. Bruckner and 3.L. Leonard [sj ), ao-

X “Numery prac prof. Zahorskiego odnoszg sie do spisu jego prac osobno dru-
kowanego w tym numerze Zesz. Pol. Sl., a numery prac innych autoréw,cy-
towanych w tym artykule, do spisu prac na koncu tego artykutu.
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zermy stwierdzié¢, jak bardzo wiedza o pochodnych pogtebita sie i rozsze-
rzyta.

Druga z prac Zahorskiego [2] opublikowana w czasie wojny w Matemati-
Czeskira Sborniku, zawiera twierdzenie bardzo wazne, bo charakteryzujace
zbiory punktéw nierdézniczkowalno6ci funkcji ciegtej. RoOzna twierdzenie
charakteryzujece zbiory byty znane od dawna. Na przyk#ad zbiory punktéw
ciagtosci, to zbiory typu G~, zbiory miejsc zerowych funkcji ciagtych,to
zbiory domkniete itd. Pytanie, jak opisa¢ w terminach miary i topologii
zbiory punktéw nierézniczkowslno6ci byto o wiele trudniejsze.Zahorski wy-
kazat, ze w przypadku funkcji ciegtej sa nimi § tylko nimi wszystkie zbio-
ry postaci A~"B, gdzie A jest typu G, a B jest typu Ggg 1 miary
zero. Charakteryzacja ta pozostaje prawdziwa i w przypadku gdy punkty, w
ktérych pochodna jest nieskorficzona uwazaé¢ za punkty nierézniczkowalnosci,
i w przypadku gdy uwazaé¢ je za punkty rézniczkowalnoé6ci. Wynik Zahorskie-
go uog6lnit A. Brudno, pokazujac, ze charakteryzacje znaleziona przez Za-
horskiego pozostaje prawdziwa dla wszystkich funkcji rzeczywistych, a nie
tylko ciagtych [bj .

0 zbiorze punktéw, w ktérych pochodna jest niaskonczons, byto wiadomo
od dawna, ze musi by¢é typu G~ i miary zero. Oarnik [lzj pokazat, ze dla
kazdego zbioru E tego typu i tej miary istnieje funkcja ciegta, majaca
pochodng nieskonczona w punktach zbioru E i wszystkie pochodne Diniego
skonczone w pozostatych punktach. Réwnoczes$nie zapytat, czy funkcja taka
moze by¢ poza zbiorem E vroézniczkbwalna. Pozytywna odpowiedZz Zahorskiego,
opublikowana w pracy [3], stanowi : roéwnoczes$nie charakteryzacje zbioru
punktéw, w ktérych pochodna funkcji ciagtej 1 majacej wszedzie pochodng
jest nieskonczona.

W punkcie, w ktérym nie istnieje pochodna, a wiec w takim,w ktdrym nie
wszystkie pochodne Diniego sa sobie roéwne, moge zachodzi¢ rézne nierdéwno-
sci lub réwnosci miedzy pochodnymi Diniego. Kazdy taki uktad nierdéwnosci
i réwnosci wyznacza zwiazany z nim typ nierd6zniczkowalnodéci. Zahorski w
nieopublikowanej rozprawie habilitacyjnej opisat zbiory punktéw nieréz-
niczkowalnosci réznych typéw. Sg to warunki konieczne, dostateczne,a cze-
sto i warunki charakteryzujace dla tych zbioréw, przy zatozeniach ciagto-
Sci lub bez jakichkolwiek zatozen o funkcjach. Streszczenie tych wynikow
zostato opublikowane w nocie nr [li] . Powtérzenie tresci tego streszcze-
nia w tyra miejscu nie wydaje sie celowe. Kazdego moga zaciekawic jednak
pewne sformutowane tam wnioski. Na przyktad nie istnieje funkcje ciagte,
ktérych pochodne Diniego przyjmuja w kezdyra punkcie doktadnie trzy lub
doktadnie cztery wartosci (w jednych punktach trzy, w innych cztery).Funk-
cja ciagta, ktérej pochodne Diniego w kazdym punkcie przyjmuja doktadnie
dwie albo doktadnie cztery rézne wartosci, musi w pewnych punktach posia-
da¢ choc¢by jednag pochodng jednostronng. Problemem nierozwigzanym jest,czy
takie funkcje w og6le istniejg. Pewne z tych wynikéw otrzymat wczesdniej i
niezaleznie A. Brudno [& . Badania zbiordéw nierd6zniczkowalnooci pewnych
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typow kontynuowat F.M.Filipczak, z prac ktérego wymienmy tu przede wszyst-
kim rozprawe habilitacyjne [9].

Przejdzmy teraz do najczes$ciej cytowanej pracy “Sur la premiére déri-
vée j25] . Byta ona bardzo waznym krokiem w kierunku poznania wkasnosci
funkcji pochodnych. Nie znamy do dzi$ waksnosSci charakteryzujecych pochod-
ne, JeZeli pomine¢ niewiele roézniacy sie od definicji pochodnej warunek
C. Neugebeuera [I8], Szerszg niz rodzina Jwszystkich (pochodnych jfunkcji
ciagtych, rodzine funkcji pierwszej klasy Baire’a o wkasnosci Darboux oraz
krzyzujaca sie z rodzing pochodnych rodzine funkcji aproksymatywnie ciag-
+ych, mozna opisa¢ za pomocg whasnosci zbioréw Lebesgue*aj tych funkcji,
czyli zbioréw |x :f(x) > a i1 {x t f(x)< a}. Klasy ,.jfunkcji pochod-
nych nie mozna opisa¢ tylko za pomoca wiasnos$ci zbioréw Lebesgue’a.Zahor-
ski zwraca na to uwage na drugiej stronie pracy j25] , wskazujac, ze cha-
rakteryzacja tak ograniczonymi $rodkami nie obejmie nawet pochodnych o-
graniczonych. Mylny jest poglad Brucknera, przedstawiony w pracy [4], ze
Zahorski postawit probiera charakteryzacji funkcji pochodnych za pomocag sa-
mych zbioréw Lebesgue®a. Postawit natomiast problem charakteryzacji zbio-
row Lebesgue®a dla pochodnych funkcji ciggtych. Sam rozwigzat ten problem
dla pochodnych ograniczonych. Zbiory spedniajace warunek charakteryzujacy
nazwat zbiorami klasy HA. Okreslit tez szersza klase zbioréw Mj i je-
szcze szersza Mg i wykazak, ze zbiory Lebesgue®a pochodnych skonczonych
naleza do klasy MJt a pochodnych funkcji ciggtych przyjmujacych wartosci
skonczone i nieskonczone do klasy Mg. Funkcje mierzalne gérnie i dolnie
wzgledem klasy Mir czyli takie, ze wszystkie zbiory Lebesgue®a nalezg do
klasy MI, nazwat funkcjami klasy Klasy Zahorskiego sga dobrymi
uogdélnieniami klas pochodnych ograniczonych, pochodnych skonczonych i po-
chodnych funkcji ciagtych. Bruckner poswiecit im jeden z rozdziatdédw swo-
jej monografii. Postuguje sie nimi w postaci oryginalnej lub zmodyfikowa-
nej wielu autorow. Wymienmy tu L. Misika [6] , S.N. Hukhopadhyay*a (17j ,
R.0"Malley "a [20] , C. Weila (30J i D. Preissa [21] . Ten ostatni rozwig-
zat ostatecznie problem Zahorskiego, charakteryzujac zbiory Lebesgue®a dla
pochodnych skonczonych i nieskoniczonych funkcji ciagtych i nieciagtych.

Trwata miejsce w literaturze zajmuje zamieszczona w omawianej pracy 27
charakteryzacja zbioru Lebesgue®a funkcji aproksymatywnie ciggtej. Oowdd
dostatecznosci whasnosci Mg, charakteryzujacej te zbiory, polegajacy na
konstrukcji ograniczonej funkcji aproksymatywnie ciggtej.nieujemnej,z za-
danym zbiorem miejsc zerowych, jest bardzo czesto wykorzystywany jako-czes¢
sktadowa innych konstrukcji. W pracy tej znajduje sie teZ silne kryterium
raonotonlcznosci funkcji. Sktada sie na nie koniunkcja wkasnosci Darboux
badanej funkcji, istnienia jej pochodnej poza zbiorem przeliczalnym (co po-
woduje, ze rozwazana funkcja jest pierwszej klasy Baire"a) i nieujecnosc
tej pochodnej prawie wszedzie. Best ono podobne do kryterium Toistowa [218,
ztozonego z aproksymatywnej ciggtosci rozwazanej funkcji, istnienia joj
pochodnej aproksyraatywnej poza zbiorem przeliczalnym i niaujemno$ci tej po-
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chodnej prawie wszedzie. Dek wida¢ obszary dziatania obu kryteridéw krzy-
zuje sie. Zatozenia o rézniczkowalnosci ee u !Tolstowa stabsza niz u Za-
horskiego. a z zatozeniami o samej funkcji, tj. o klasie Baire"a i cie-
gtoscl sproksymatywnej Jest odwrotnie. Zahorski zapytat.czy wystarczy dla
monotonicznosci i ciegtosci stwierdzi¢ stabsze cztery whasnosci dotyczece
zarowno roézniczkowalnosci Jak 1 samej funkcji, (li ¥ Jest Z klasy Bal-
re*a; 2: f ma wkasnos$é¢ Darbouz; 3: skofnczona lub nie, istnieje z
wyjetklem zbioru najwyzej przeliczalnego; 4: Jest nleujemna prawie
wszedzie). Obejmowatoby to zaréwno twierdzenie Zahorskiego Jak i twier-
dzenie Totstowa. a nawet wiecej od obu tych twierdzen. Zahorski pokazat,
ze zaden z tych czterech warunkéw nie moze by¢ pominiety. Ten trudny pro-
blem doczekat sie rozwiezania pozytywnego dopiero po 15 latach. Znalezli
niemal Jednoczes$nie i niezaleznie A. Bruckner 1 T. Swietkowski [3 , [23] -

Innym waznym zbiorem analizy matematycznej, opisanym przez Zahorskiego.
Jest zbidr punktéw rozbieznosSci catki osobliwej [9] . Warunki konieczne dla
tego zbioru, przy zatozeniu ze Jedro speinie pewne dos¢ og6lne warunki,
podat Faddiejew Jeszcze w roku 1936, [8], przy czym Jedro by4+o funkcje
trzech zmiennych: wolnej, catkowania i1 przejscia do granicy. Zahorski za-
jat sie warunkami wysterczajecyml w przypadku szczeg6lnym, gdy Jedro ma
posta¢ funkcji dwoéch zmiennych, z ktérych Jedne zaetepiono réznice dwu in-
nych. Ten przypadek obejmuje Jednak Jedra najwazniejsze dla anslizy mate-
matycznej: Jedro Fejera, ogdélniej Jedro Cesaro (C,r) oraz Abela-Poissona
dla sumowelnosci szereg6w trygonometrycznych Fouriera, Jedra rézniczkowa-
nia Jednostronnego, symetrycznego i innych bardziej ogélnych. Ten wynik
Zahorskiego pozwala charakteryzowa¢ zbiory punktéw nierézniczkowalnosci;
funkcji absolutnie ciegtych, a nawet funkcji spednlsjecych warunek Lip-
achitzaj Jako zbiory typu G~ miary zero.

Konstrukcja Zahorskiego z pracy £3] , etanowigecej rozwiezania problemu
Darnlka, pozwolita jej autorowi na rozwiezania pewnego trudnego problemu
Z geometrii roézniczkowej przy bardzo stabych zatozeniach, sformutowanego
przez S. Mazura. Wiadomo byto (A.D. Ward PR9] ), ze krzywa Dordana, majeca
atyczne poza przeliczalnym zbiorem punktéw, ma przedstawienie parametrycz-
ne rézniczkowalna prawie wszedzie. Mazur pytat, czy mozna Je poprawié tak,
by byto rézniczkowalne wszedzie. Zahorski odpowiedziat pozytywnie, £is] za-
ktadsjec o samej krzywej mniej niz Ward. Zamist istnienia stycznych wy-
starczy lokalna wpisywalnos$¢ krzywej w stozki kotowe i pewien warunek o-
graniczajecy ilos¢ punktéw wielokrotnych. Bez zadnych warunkéw krzywa pro-
stowato$ ma przedstawienie parametryczne wszedzie ré6zniczkowalne z pochod-
nymi ograniczonymi, Do tej samej gatezi osobliwo$ci geometrii roézniczko-
wej nalezy praes [27]. Zawiera ona konstrukcje *uku zwyktego, prostowal-
nego, ktoérego styczna przyjmuje na kazdym 4uku czesSciowym wszystkie Kkie-
runki. Autor dowodzi przy tym, ze taka krzywa nie moze posiadaé Stycznej
w gestym i nieprzeliczalnym zbiorze punktéw. Przyktad w pewnym sensie
przeciwny - bo 4uku zwyktego, raajecego wszedzie styczne,ktérej indykatry-
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aa sferyczna, roézna od punktu, posiada domkniecie bedece zbiorem zerowy-
mlarowym- zostat anonsowany w roku 1946 w C.R. Acad. Paris (nota 6 ),Pek-
ny dow6d wystany do 3ourn. of the Chinese Math. Soc. w roku 1947 Szaginet
i nie jest do dzi$ opublikowany.

Charakteryzacje pewnych zbioréw punktowych zawiera tez praca £fio] - Tym
razem dotyczy ona funkcji o wysokim stopniu regularnosci, bo klasy C/.

Promien zbieznosci szeregu Taylora f(x) + ) ¢ - ) + ... Ffunk-
cji ft moze dla pewnych punktéw x by¢ réwny zero. Punkty takie na-
zywamy osobliwymi w sensie Pringsheime. Oezeli promien zbiezno$ci szeregu
Taylora Jest dodatni i dla wszystkich h
ten Je3t zbiezny do f(x+h), to punkt x nazywa sie punktem regularnym.

i osobliwy w sensie Pringshelma na-

z pewnego otoczenia zera szereg

Punkt, ktéry nie jest ani regularny, an
zywa sie osobliwy w sensie Cauchy"ego. Dla kazdej funkcji f e C” abiory
jej punktéw osobliwych w obu sensach se rozkteczne, ich suma jest zbiorem
domknietym, i jak wykazat Zahorski zbiér punktéw osobliwych w sensie Prings-
heima jest typu Gg a w sensie Cauchy"ego typu Fg i pierwszej katego-
rii. Trudna i ztozona konstrukcja, zajmujeca wieksze cze$¢ pracy, stanowi
dowdéd, ze wymienione tu whasnos$ci obu zbioréw, a wiec posrednio i dopek-
nienia ich Sumy, charakteryzuje catkowicie tréjki postaci |zbidr punktow
osobliwych w s. Pringsheime, zbidér punktéw osobliwych w s.Cauchy’ego,zbior
punktéw regularnych”~. Dowdéd tego twierdzenia zostat pdzniej zmodyfikowany
przez H. Salzmana i K. Zsllera j22] , a samo twierdzenie cze$Sciowo uog6l-
nione przez T. Banga [i] i H. Zahorske ;3I] .

Praca O punktach osobliwych powstata w zwiezku z problemem Ulama, kté-
ry Banach zakomunikowat Zahorskiemu w naetepujecej postaci i czy istnieje
funkcja ciegta f(x), taka, ze dla kazdej funkcji analitycznej g(x) zbior
rozwiezan roéwnania f(x) » g(x) jest co najwyzej przeliczalny. Odpowiedz
pozytywna, otrzymana w kilka minut po zadaniu pytania, jest opublikowana
w pracy £IC] . Warto zauwyzyé, ze Ukam wpisat do Ksiezki Szkockiej pytania
w Fformie przeciwnej niz zadat je Banach, odpowiadajecej sformutowaniu ‘Czy
nie istnieje funkcja ciegta...¥. Przeczytawszy, ze Zahorski odpowiada po-
zytywnie, nie zwro6cit uwagi na réznice sformutowan i publikujec ksiezke
i26] przypisat Zahorskiemu wynik przeciwny niz Zahorski otrzymat, a wiec
btedny, niemozliwy.

Rozwiezania rownan f(x) » g(x) se tez tematem pracy £0] . 3. Gillis [II]
skonstruowat skomplikowany przyktad funkcji ciegtej F(x), takiej, zs dla
najprostszej funkcji analitycznej ax + b majecej punkty wykresu nad i pod
wykresem funkcji f zbiory rozwiezan wymienionego rdéwnania se nieprzeli-
czalne. Praca 20| zawiera bardzo prosty, elementarny dow6d, ze fenoaen
taki zachodzi dla bardzo wielu funkcji f, miedzy innymi dla ciegtej i
nigdzie nie roézniczkowalnej funkcji Weierstrassa. przy tym g moze by¢ do-
wolne funkcje analityczne, nie tylko liniowe, a mawet wiecej.dowalne funk-
cje majece pochodne Diniego skonczone.
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Najbardziej znane ag prace Zahorskiego z teorii szeregéw Fouriera. Wia-
domo od roku 1966 [/], ze szereg Fouriera funkcji sumowalnej z kwadratem
jeat zbieZny prawie wszedzie. Przypuszczenie. Ze tak jest znajduje sie w
rozprawie doktorskiej Luzina z roku 1912. Wielu wybitnych matematykoéw,
wérod nich Zahorski, prébowato wykaza¢ prawdziwos¢ tej hipotezy. Gdy pro-
by te nie wiodty sie, coraz wiekszego znaczenia nabierato stwierdzenie Ko#-
mogorowa zamieszczone we wsp6lnej pracy z Mieriszowem w roku 1927 [13] , Ze
istnieje szereg trygonometryczny ze zbiezne sume kwadratéw wspoétczynnikoéw,
ktéry po pewnym przestawieniu wyrazéw staje sie prawie wszedzie rozbiezny.
Wobec twierdzenia Rlesza-Fischera, jest to réwnowazne istnieniu funkcji
sumowalnej z kwadratem, ktdérej szereg Fouriera po pewnym przestawieniu
Jest rozbiezny prawie wszedzie.Kotmogorow jednak nie podat ani dowodu, ani
wsp6dczynnikéw szeregu, ani permutacji Jego wyrazéw. Préby wykazania tego
twierdzenia, niektére nawet po otrzymaniu wskazéwek od samego Kodmogorowa
nie dawaty rezultatu. Dopiero Zahorski opublikowat (bez wskazéwek) w roku
1960 przyktad szeregu i metode permutacji z dowodem w nocie 41 , potwier-
dzajace zapis Kodmogorowa. Praca ta jest oceniana przez specjalistéw jako
niezwykle trudna, swiadczy o tym tez historia zagadnienia.Twierdzenie Car-
lesona o zbieznosci prawie wszedzie szeregu Fouriera funkcji sumowalnej z
kwadratem podnosi znaczenie wyniku Zahorskiego. Ciekawe, ze w przestrzeni
permutacji szeregéw z pewne naturalne miare, permutacje dajece rozbiez-
no$¢ prawie wszedzie tworze zbidér miary zero. Jak wynika z prac A.M. Gar-
sii [10] -

Natychmiast po opublikowaniu metody Zahorskiego przeniesiono je na sze*l
regi ortogonalne Haara i Walsha a nastepnie na dowolne uktady ortogonalne
zupedne w L2 (P. Ulianow j27] ,i26] ), a nawet na rozwiniecia wzgledem
dowolnych baz w L2 (A.M. Olewekij [19] ). Do matematykéw rozwijajecych
metode Zahorskiego i metody analogiczne naleze tez A.A. Tatalian PR4]i K.
Tendori .

Na tym konczymy przegled prac. Obejmuje on tylko prace powszechnie u-
znane za wazne lub interesujece specjalnie autora przegledu.Pedny i wnik-
liwy przegled wszystkich prac Zygmunta ZAHORSKIEGO musiatby by¢ opracowa-
niem zbiorowym.
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