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SUR L'ÉQUATION f (x-l )f (x*l) « f(x) * 1

Summary. In the paper it has been proved that for the equation 
in title where f :R —  R we haye :

1) there exists continuous - of the class C or C°° solution which 
has not a period 5.

2) there exist analytical solutions which are equal zero and 
others which have no such value,

3) every analytical solution has a period 5.
All solutions (all continuous solutions, of the class (T>, or of 

the class C°° are given which have value different than zero.

H.H. Kairies (voir [l] ) pendant la XVII Conférence au sujet des équa
tions fonctionnelles en Oberwolfach en 1979 annoncé une remarque de
A. Clausing que les solutions de l'équation

f(x-l)f(x+l) - f(x) + 1 (1)

pour f:R —  R, sont des fonctions périodiques avec la période 5. A.Clausing 
s fait la même remarque sur la III Conférence au sujet des inégalités 
générales en Oberwolfach an 1981. Wilczyński dans [2] a donné une solution 
générale de (l) sous la forme un peu compliquée et a remarqué que l'équa
tion (l) a aussi les solutions pas périodique, en donnant un axsaola a 
propos, dans lequel la fonction f n'est pas continue. Plus bas nous 
faisons quelques remarques au sujet de cet équation.

I. La fonction

f(x) » !<(-l)E(x) - 1).

où E(x) désigne l’entier de x, est très simple solution de (i) qui n'a 
pas de la période 5. Cette fonction niest pas continue.

2. Il existe une solution continue de (l) qui n'a pas de le période 5. 
Plus bas nous avons le graphique de cette fonction.

Nous posons notre fonction 10 à + «  comme une fonction périodique 
de la période 10 et pour x < 0 comme la fonction paire (f(x) » f(-x)).

La fonction à ce graphique est continue, elle remplit (l) puisque elle 
admet sur les classes d'équivalence du groupe additif des nombres réels 
par rapport au sous-groupe dee nombera entiers comme lee valuers seulement



120 Zenon Moszner

les cycles: 0, -l, a(f 0,-1), -a-1, -1,0 et chaque telle fonction satis
fait à (l). La fonction au graphique n'a pas de la période 5 puisque
f(2) * f(7).

3, En remplassant dans notre fonction les segments pas horisontals et
iss paraboles plsr les fonctions convenablement construites à l'aide de la

. ...2fonction e ' nous receverons une fonction de classe c“” , remplissants
(1) et pas avec la période 5.

4, Chaque solution de (l) qui n'admet pas de la valeur zéro (en abrégé 
f y 0) doit avoir ls période 5. Cela nous constatons en calculant f(x+2), 
f(x+3), f(x+4), f(x+5) de (l) par f(x) et f(x+l). Si nous remplassons
dans notre graphique les paraboles par les segments nous recevons une so
lution de (l), ayant zéro comme la valeur, continue et avec la période 5*

5. Ils existent des solutions analytiques de (l).
En effet soit h une fonction sur [0,2) telle que h(x) y 0,h(x) t  -l 

et n(x) + h(x+l) 4 -1 pour x de Co,i) et posons

f(x) =

h(x)
h(x-l) + l 
hTx-2 )

h(x-2) ♦ h(x-3 ) * 1 
h(x-2 )h(x-3 )

h(x-4 ) * 1 
h(x-3 )

pour x €• [0,2), 

pour x t [2,3),

pour x £ [3,4), 

pour x € [4,5)

(2 )
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et élargissons f sur R comme la fonction de la période 5. Cn peut
vérifier facilement que f remplit (l) et f(x) f  0 sur R.

a) Si nous supposons que

U » 2h(x) - tyfofo*"1 (3 )

et que h est continue sur [o,2)( alors f soit continue sur R,
En effet d'après (3) la fonction f est continue en 2. Puisque f

remplit (1) il résulte de la continuité de f sur [o,î] que

«*«>■ ■ 

est continue aussi sur [2,3] et

est continue sur [-1.C] et de là f est continue sur R tout entier.

b) Si nous supposons que h soit définis sur [0 ,2] , qu'il existe la 
dérivé h'(x) sur [o,2j et de plus que a lieu (3) et

Thfx-lî + il 'L Vh(xl¿) ■ J2 “ h(2)

dans ce cas f soit différentiable sur [0 ,2] et de la d’après (1) sur R
tout entier.

c) De la máme manière si nous supposons que h soit différentiable 
n-fois sur [o,2] et de plus que

n x ï f - t ' ■ hív^ 2 )x, p°ur v ■ o*1*2  n< i4-

dans ce cas f est différentiable n-fois sur R tout entier.

x Ĉette supposition détermine les dérivées h^v (̂2) par les dérivées ce h 
en points 0 et 1 compatible avec les formules pour les coeficientes 
du quotient des séries entières. Par exemple pour v « 0,1 nous avons

h(2> • h 'h}ü-)— - h'(2) ■ ïïfài ■
h(l)hVo)
[h(0)J2
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d) Si nous supposons que h soit de classe C0"’ (analytique) sur [0,2] 
et que les conditions de compatibilité (4) ayons lieu pour v » 0.1,2,.., 
dans ce cas f est aussi de classe C"0 (analytique) sur R tout entier, 
L’analycité résulte des théoràraas de la somme st de -quotient de deux 
séries entières.

6. Puisque chaque solution f 4 0 de (l) doit être dé la forme (2), 
donc chaque sulution f  4 O de (l) continue (différentiable n-fois, de 
classe C°°. analytique) doit stre de la forme (2) avec h continue 
(différentiable n-fois, de classe C”*, analytique) sur [0 ,2] remplissent 
les convenables conditions de compatibilité (4).

7. Il existe aussi une solution analytique de (l) qui s“annule.
Soit h une fonction analytique sur [0 ,2} at teelle que h(0) » O,

h(x) y 0 sur (0.2] , h(2) f -1

h(l) = -1. h" (0) f  0. h'(l) «= 0. h'(0) = 0X* (5)

_ h(x-l) * 1 xx^
' x -^2 +  ̂ * ( ’

BÎV>(2) - h<v >(2) pour v - 1.2.3,...,xxx> (7)

OU

g(x) =
h(2' pour x = 2.

XX )

Les relations dans (5) ne sont pas indépendantes des autres supposi
tions. Par exemple h(l) = -1 résulte ds h(0) = O et de (6), las rela
tions tf(0) » 0 et tVi 1 ) = O sont équivalantas d'après (6) et h(2)̂ 0.
La condition (6) est, sous les suppositions (5), équivalente à la relation

h(2) -LÜ.
h" (0)

Les conditions (7) déterminent les dérivées h^v (̂2) per les dérivées 
de h en points 0 et 1 compatible 8vec les formules pour les 
coeficientes du quotient des séries entières. Par exemple pour v « 1nous avons
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La fonction f définie eur [o,5) \ {2.3.4} per le formule (>'

f(2) = h(2 ), f(3 ) - -(h(2) ♦ 1). f(4) » -1 (6)

et élargie sur R comme le fonction evec la période 5 est la solution 
analytique de (l) qui s'annule en O.On peut vérifier facilement que f 
remplit (l). Évidemment f(0) * h(O) » 0. Il s'uffit donc de montrer que f 
est analytique sur R et pour cela il suffit ca montrer en points 2, 3,
4 et 5.

La fonction h' est analytique en point 2 d'après la supposition. 
D'après (5) et (6) la fonction g est analytique en point 2, donc d'après 
(7) la fonction f est aussi analytique en point 2.

Puisque d'après (5): f(l) ■ h(l)= -1^ 0, et aussi d'après (8):

f(2) = h(2) 4 0 et f(3) - -(h{2) ♦ l) f  0

nous avons

dans les certaines entourages de 3, 4, 5. Il en résulte d'après le théorème 
de la division des séries entières que f est analytique en points 3, 4.
S succesivement, c.q.f.d.

8. Chaque solution analytique de (l) doit avoir la période 5.
Démonstration. Soit f une solution de (l). Appelons la classe d’équi
valence w du groupe additif R par rapport au sous-groupe des nombres 
entiers
(l) périodique si f est sur W périodique avec la période 5,
(ii) non-périodique dans le cas contraire.

On voit facilement que si f f  0 sur W, alors W est périodique.
De plus on voit aussi que
(9) - s'il existe un xQ de W pour lequel f(x„) * 0. dans ce cas

les valeurs de f sur W forment une suite composée des suites:
0, -1, a, -1-a pour a 4 0,-1 ou 0, -1 ou 0, -1, -1.

Supposons que f n'a pas de la période 5, alors elle est non-périodi
que sur une classe W. Il existe donc un x de W tel que

f(S) 4 f(x+5).
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Si f est continue en x, il existe un entourage A de x qui ee composa 
seulement des points des classes non-périodiques. En effet dans le cas 
contraire il existerait une suite — * x telle que

f(x„) » f(xn+5).

De Là f(x) « f(x+5) et nous aurions une contradiction.
Puisque f sur W non-périodique admet comme valeurs 0, -1 et éven

tuellement a  ̂0, -1 nous avons seulement comme possibles les cas 
suivants :

(I) x est la point d'accumulation de l'ensemble {x c R : f(x) ■ oj
(II) x est le point d'accumulation de l'ensemble |x c R t f (x) ■ -lj ,
(III) x est le point d'accumulation de l'ensemble

|x e R : f (x ) ę 0, -ij.

Ad (I). S'il exista une suite telle que xn—  x, xn f  x, f(*n) » 0,
donc si f est analytique nous avons f^v ^(x)=0 pour v = 0,1,2.... 
alors f = 0, ce qui est impossible d'après (l).

Ad (II). Nous avons dans ce cas pour une suite x_ : x —  x, x * X.n n * n / *
f(xn) a -1 et de là d'après (9) il existe une suite xR (on a xn=x^ ±i)

n
telle que xR — xo pour un xQ, xn f  xQ, f(xn) = 0 et nous avons 1s 
cas (I).

Ad (III). Oans ce cas le raisonnement est comme plus haut, seulement
nous avons xn * x^ -2 ou xn = x, +2.

n n
Oans tous les cas possibles la supposition que f est analytique et

n'a pas ds la période 5 donne la cotradiction, donc notre proposition 8
est démontrée.
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0 RÓWNANIU f(x-l)f(x+l) » f(x) + 1

S t r e s z c z e n i e
Dowodzi się na temat równania w tytule, gdzie f ; R—»- R, że:
1) istnieje rozwiązanie cięgła (klasy Cn lub klasy c“°) i nie ma

jące okresu 5, *
2 ) istnieję rozwiązania analityczne, nie przyjmujące wartości zero 

oraz takie, które wartość zero przyjmuję,
3) każde rozwiązanie analityczne ma okres 5.
W pracy podaje się także wszystkie rozwiązania (wszystkie rozwiązania 

cięgle, klasy Cn lub klasy C°°) nie przyjmujące wartości zero.

OB yPABEEHHH f (x-l )f (x+l) « f(x) + 1 

P e s m u e
ioKa3HBaercż Ha Tteuy ypaBHeniia b 3arzaBHH, rze f : r— — r, sito
1) cyneciayei sejipepHBHoe pemeHae (xzacca Cn hzh Kzacca ) m se 

zuemąee nepz oąs. 5,
2) cynecTByiw aaazHiHHecKHe pememui He npHHHMajoiąHe ¿yjieaoro 3Ha*teHHS h 

laxae, kot opnę npHHzłiajor nyjieBoe 3Ba<teHHe,
3) BCSKoe aaajiHTHHecKoe pemeHHe HMeei nepaoA 5,

B paSoie zamicsl Toste pemeHHK (Bce aenpepbtBHHe pemeBHH, tuiacca Cn hżz 
Mac ca C °°) He npnHiiMaiomHe HyzeBoro sHanenaa,


