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PUNKTY REGULARNE I OSOBLIWE FUNKCOI KLASY C ° ^

Streszczenie. Głównym celem pracy jest przedstawienie dowodu twien- 
dzenia Zahorskiego w przypadku wielowymiarowym. Ola wygody Czytel
nika artykuł zawiera, stanowiący pewną całość, przegląd znanych wy
ników, mających bezpośredni związek z twierdzeniem Zahorskiego, na 
temat zbiorów punktów osobliwych i regularnych funkcji klasy E 00 p 
zmiennych rzeczywistych.

1. PRZESTRZEŃ

Niech II będzie podzbiorem otwartym przestrzeni Rp. Niech €°°(Cl) ozna
cza przestrzeń liniową nad ciałem liczb rzeczywistych R wszystkich funk

cji zespolonych p zmiennych rzeczywistych klasy Cl , z topologią

niemal jednostajnej zbieżności. C <’° (II) jest liniową przestrzenią Freche- 
ta (tzn. jest to przestrzeń wektorowa, lokalnie wypukła metryzowałna, zu

pełna), w której topologia jest określona przez rodzinę seminoro postaci

q^k (f) *■ supjlo^f(x)| s )of| < k, x £  Kjj. j,k > 1 , (1 .1 )

gdzie Kj je3t ciągiem podzbiorów zwartych zbioru £1 spełniających wa
runki: K^ C  Kj+ 1 . Q  Kj •> ił . Symbol D** oznacza operator różniczkowa

nia cząstkowego /cBCj1 1... £)xpp , zaś |oc| ■ afj ♦ ... + 3es^i A jast 
zbiorem, to A  oznacza jego wnętrze.

Baza otoczeń zera w €°7a) dana jest przaz zbiory U ■ U(K, , s) posta

ci

U - jf (O): lo^fH K < £ . kl < s}. (1.2)

gdzie K jest dowolnym podzbiorem zwartym zbioru £1 , a - dowolną liczbą 
naturalną, zaś llhll K oznacza normę supremum modułu funkcji h na zbio

rze K.
Topologia przestrzeni £  (Cl) dana Jest także za pomocą metryki

~  _,_k <łjk(f-s)
i>(f.9)- 2  2  3 i ♦ q ..(f-g) *

j,k-i •»'

(1.3)
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Cięg |^n} elementów przestrzeni ~f (O) Jest zbieżny do elementu f 
tej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy dle każdego wielowskażnika oc cięg 
^cfcfn j Jest zbieżny niemal jednostajnie w n  do Cł*f.

Zbiór funkcji rzeczywistych klasy w O  tworzy podprzestrzeń Freche- 
ta przestrzeni 'C (£1).

2. WIELOMIANY I SZEREGI TAYLORA

Oeśli f jest funkcję klasy w punkcie a € Rp , to

oc a i
Tgf(x) y  [ fi-Łisi xai. gdzie oc I « oCj i ...ocp i, X* = XŁ * *pP*

locI C  n U  .
(2 . 1 )

nazywamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie a* zaś wyraże

nie

T af(x) X Z  ■9-"L^aJ  * *  (2.2)

nazywamy szeregiem Taylora funkcji f w punkcie a.
Liczbę

r(Taf) I- eupjt e r + s Ł l i » I  tlocl < + o»j

loCl^O

nazywamy promieniem zbieżności szeregu T af« Łatwo sprawdzić, że

r(Taf) ■ l/lim eup )l /ofl » l/lim sup \/ H  (2.4)
\oc\ in o® joc|«n

Oeśli r(Taf) > 0 ,  to

?(z) 2 Z Z  0<£f\ 9 '1 z *  (2.5)
|oc| > 0 *

jest funkcję holomorficznę p zmiennych zespolonych w polidysku | z e C p :

|z|< r - r(T f ) L  gdzie |z| :* max Iz,] . Oeśli ograniczymy się do zmien-
8 1 1

nych rzeczywistych, to funkcja f jest R-analityczna w kostce

|x € Rp IXj| <  r, j « l,...,pj.
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3. OPERATOR Mn

Dla dowolnej funkcji f punktu x e n  oraz liczby naturalnej
n > O definiujemy

(3.1)

Łatwo sprawdzić, że operator Mn ma następujące własności:

(W0 ) Mn (f.x) < Mn+1 (f.x).

(Wj) max

dla dowolnych f, g e 1£ “ (£l), xeil , n > Oj 

(W2 ) Dla każdego x e n  oraz n > 0 odwzorowanie

t°° (ft) €, f -> Mn (f ,x)€ R

Jest ciągłe. Co więcej. Jeśli f^ — * f w €'“ (n), to ~
niemal jednostajnie w a  , gdzie k-»®«= ;

(Wj) Oeśli Mn (f,x) < l/(n+l) dla wszystkich x e Cl oraz n > O. to sze

reg 2  f jest zbieżny w przestrzeni ~C (il):
1 n

(W4 ) r(Tg f ) > 0 < = >  3 V  Mn (t . ) <  c.
c > 0 n

4. PUNKTY REGULARNE I OSOBLIWE FUNKC3I KLASY

Niech f będzie funkcję klasy "6°° w zbiorze otwartym fl c Elemen

ty zbioru A = A ( f } danego wzorem

A := j a C  ii: f Jest R-analityczna w otoczeniu punktu aj (4.1)

nazywamy punktami regularnymi (lub punktami R-analitycznosci) funkcji f. 
Ola punktu a c ii następujące warunki sę równoważne:

(i) a e Aj

(ii) Istnieje takie r >0, że T ^ f ( x ) — >f(a+x), gdy n —»o« , jednostaj

nie w kostce !xl < rj

(lii) Istnieje takie r > O, że f(a+x) " 2  ( 2
n»0 Naci»n

\
xa". gdy lxl < r.
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Elementy zbioru S = S(f), gdzie

S i> U  - A, {4.2 J

nazywamy punktami osobliwymi (syngularnymi) funkcji f. 
Elementy zbioru 0 » D(f), gdzie

(4.3)

nazywamy punktami rozbieżności funkcji f, a elementy zbioru F :» S - D, 
czyli zbioru

- punktami zbieZności fałszywej funkcji f. Oczywiście

S « D U F , n » A U D U F .  A n O > (1, A n  F ■ p , O O F - p .

Przykład 1 . Funkcja f(x) » exp(-l/ ||x||2 ) dla x e Rp-{o}, f(0) ■ 0,

gdzie ||x|| * xf + ••• + xp 3ost klasy 00 (Rp ). Ola niej A = Rp-{oj. S »
■ F * {o}, D • 0.

Przykład 2 . Funkcja f(x) ■ exp(l/(ll x [|2 - l))„gdy |tx|| < 1. f(x) o 0 
dla ||x || > 1 Jest klasy Rp . Tutaj A » Rp - {||x|| « l} , S ■ F «^||x||«
- l}, D » fi.

00 l
Przykład 3 . Funkcja f(z) •   2~n TT’’ 9dz±e a > i ' JB8t "l8rt>-

n-0 n|(lłS z )

morficzna w C - {o} , ma bieguny pojedyncze w punktach ia”n f - ia-n (n > 0).' 
Ponadto szereg jest niemal jednostajnie zbiezny na osi rzeczywistej R wraz 
ze wszystkimi pochodnymi. Aby to stwierdzić wystarczy zsuwaZyć, Ze

Ola z * x rzeczywistych moduł wyrażenia w nawiasie kwadratowym szacuje 

się kolejno przez

(4.4)

oraz

2 < 2 (l+an ix, f * 1 < 2sn(**l)(l*lxi)8+1./ „ ć-n
(1+a x )
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Zatem szereg s-tych pochodnych jest niemal Jednostajnie zbieżny na R. Po

nieważ f (28)(0 ) - (2s ) 1 iS ea2S, więc !f(2s) {0 )/(2s)l|5® / S/ 2 3 - > * (

gdzie s~*°^ . Przeto r(Tof|R) = 0. Ola funkcji f  := fl R mamy A = R-{o},
S « D = {o}, F = 0.

Przykład 4 . Oeśli g(x,y) = f(x)V(x,y) d].a (x,y)t R2 . gdzie f  jest 
funkcję z Przykładu 3, a V -  funkcję z Frzykładu 2 (dla p = 2 ), to g jest 
funkcję klasy 'f°c(R2 ), dla której A = R2-(D U F),D = /(x,y) j x =0, y2 f l},

F » |(x,y) s x2 + y2 = i}.

Lemat (R.P. Boas, Dr. [¿] ). Deśli f C oraz r(Tflf) > O dla każ
dego a e f l ,  to A = A ( f ) jest podzbiorem otwartym i gęstym zbioru fl .

Dowód. Ponieważ zbiór A jest otwarty, wystarczy wykazać, iże dla dowol

nego podzbioru otwartego G zbioru fl. przecięcie A n G jest niepuste. 

Zauważmy w tyra celu, że zbiór

A^ i« je e G: Mn (f,a) £ k. n > l j , k > 1.

<30
jest domknięty, A k C  Ak+1 oraz G = U  Ponieważ G ma własność

1 o
Baire'a, więc istnieje taki wskaźnik k, że wnętrze Afc zbioru Ak jest 
niepuste. Twierdzę, że Ak c  A. Rzeczywiście, ponieważ

lo^f (a )| < oc i k2+lQCl . gdy a t Ak i Toci >0 .

więc na podstawie wzoru Taylora z resztę w postaci całkowej, otrzymujemy 

nierówność

|f(a+x) - T"f(x)| <  k2 2 1  (kIX, )'*' - k ^ d c . *  >n+1
l<ri**n+l

gdy l xl < dist(a,£>Xk ). Deśli ponadto klxl«l/2. to f(a+x) - Taf(x), skęd 
wynika, że każdy punkt a zbioru Aĵ  leży w A. Zatem A n G ^ (J. Q.E.D.

wniosek. Dla funkcji f € 'f “ ’(fl) zbiór A Jest otwarty, zbiór S - D U F

jest domknięty w fl , zbiór D jest typu G £ , zaś zbiór F jest typu F-

i I kategorii.

Dowód. Otwartość zbioru A i domkniętość ztioru S sę oczywiste. Po

nieważ na podstawie własności (V»4 ) Z § 3 mamy
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więc A U F Jest zbiorem typu Fg, Zatem D •> O  - (A U F) Jest typu G^.
Ponieważ A Jest otwarty oraz F * ( A U  F ) fi (il - A) Jest przecięciem
zbioru A U F typu F̂  ze zbiorem domkniętym O  - A, więc F Jest typu

Fj, . Zbiór F Jest I kategorii, gdyż w przeciwnym razie miałby niepuste
wnętrze, co byłoby sprzeczne z Lematem Boasa. Q.£.D.

5. TWIERDZENIE PRINGSHEIMA

Ola funkcji f e'C (ft), następujęce warunki sę równoważnej

(l) A » O  / tzn. f Jest R-analltyczns w n  ł

V K C C  q 3 m  > o 3 r > 0 V

M  V K C c n 3c > 0V or ll°^»K <«'■ c 1“ 1»

W  V o V > 0  V a f e K  V n «n f f . a ) < c ,

^  C C  tl 3 ^ >0 Va E K r (Taf ) > £

Dowód. Implikacja (l) = > ( 2 )  wynika z nierówności Cauchy'ego dla współ
czynników szeregu Taylora funkcji holomorficznej. Implikacje (2) =ć-(3) =>(4) 
sę oczywista.

Oeśli Mn (f,a) < c (n > 0 ) ,  to | Daf f f o ) | < of I c2* 1“ 1 .więc r(Tof)>l/c. 
Zatem (4)--=»(5).

Pozostaje do wykazania Implikacja (S)=ć>(l), na którę pierwszy zwrócił 
uwagę Pringshaim [7] (ale pierwszy poprawny Jej dowód podał Boas, 3r. [2] ). 
Udowodnimy Ję najpierw w przypadku Jednowymiarowym a następnie dla dowol
nego p > 1 .

1° P • 1. Niech K •» [a , b j  , gdzie a^< b ^ , będzie dowolnym przedzia
łem zwartym leżęcym n ii. Wystarczy wykazać, że K C  A. Przypuśćmy dla do

wodu nie wprost, że S O K  j p i weźmy taki przedział [a, b] c. k, że a <b, 
[a, b] n S 4 p, a ,b e A, b-a < 6 ,  gdzie £ Jest liczbę dodatnię dobranę 

do K, zgodnie z warunkiem (5). Końce przedziału [a, b] można wybrać w zbio
rze A, gdyż A jost gęsty w il (na podstawie Lematu Boasa).

Zbiór

sk !* { x c s n [°'bJ ’ <• nl ^ ~ n > n > kj, k » 0,

OT)
jest domknięty, przy czym Sfe C sk+1 oraz sn[e,b] - U  Sk. Ponieważ

S A  [e,b] Jeat podzbiorem domkniętym przestrzeni metrycznej zupełnej R, 
więc ma własność Baire's. Zetom istnieje taki wskaźnik k, że ¿k y (J (gdzie 

oznaczę wnętrze zbioru Sk w topologii indukowanej z R na S O [a ,b] ).
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Istnieje więc przedział [¡<,£] taki. że a ę or<j2>cb, j5-tr<£ /4.x.t>t A 
oraz

(5.1)

(5.2)

S.

S  f(n), »
f (y) - 2  — ń‘i (y~x) • gdzie y e I, (5.3)

n-0

gdzie x Jest końcem przedziału Z, leżęcym w S. Równoeść (5.3) wynika

stęd, że f Jest analityczna w I, r(Taf ) >  £ dla każdego a t I oraz dłu

gość I Jest mniejsza niż £  .
Szereg (5.3) Jest zbieżny co najmniej w kole K(x ,£) » jz eC:j|z-x| 

przy czym jego suma g(z) spełnia dzięki (5.2) nierówność

¡g(z)| < M/(.l - ||z-x| ), gdy |z-x| < 6 . (5.4)

Ponieważ dla każdego t e ł  koło K(t,£/2), leży w kole K(x, ^  o), więc

dzięki (5.4) i nierównościom Cauchy'ego

i f {n5(tr )| - lg(n)(t)l ( n U M  (£/Z)~n . gdy t c I, n > 0. (5.5)

Ostatecznie, dzięki (5.2) i (5.5)

lf^n ^(x)l ( nl 4 H  (2/£)n , gdy x t [ i , ^ ,  n > O ,

skęd wynika, że [ot.jyc A wbrew (5.1).

2° p > l. Ustalmy punkt a e Cl . Bez azkody dla ogólności można zało

żyć, że istnieje taka stała £  > 0, że rfT^f) > £ dla każdego x t f l .  Mo

żemy też założyć, że kula K(a.£) leży wraz z domknięciem w fl . Wystar

czy udowodnić, że

[«.$ n s m [oc.jb] n s k fu.

Ponadto istnieje taka stała M > O, że

M n ^(x)| < nl M<Tn , gdy x e S n [ar ,jł] , n > O.

Niech I będzie dowolnym przedziałem składowym zbioru [cr.jSi] - 
Wówczas

OC

f (a+x) « 2  gtJy llx*! <
O
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gdzie łn (*) * 2  j r x. W tym celu zauważmy, że dla ustalonego *,
iarl -n

spełniającego nierówność 11x 11 < £ ,  funkcja h(t) :« f(a+tx) zmiennej rze
czywistej t Jest klasy w przedziale otwartym I, zawierającym prze
dział {-1, i] . Ponieważ

lhin>(t)l . m  j 2 3  2^ 7^  ** 1 < n.fi" 1 2  — i e r x?.
I«l=n W  -n

gdy ||xll < o oraz t £ 1 » I{x), więc

n I j p

lim sup y  ■ h' n , t* ?■ < ¿/r(Ta+txf) < i, gdy t £ 1 .

W myśl punktu 1° funkcja h Jest R-analityczna w I, przy czym

G*W,

h(t) » 2  -— tn , gdy Itl < 1 .

Przeto

h(i) - f(a+x) - 2 i  2  ^  gdy IIx|l <Ł. Q.E.c
n=0 \|oc|»n '

6. PRZYPOMNIENIE DWÓCH TWIERDZEŃ WHITNEYA ( [4] , [6] , [9] )

I. Twierdzenie aproksymacyjne Whltneya

Niech f będzie funkcję klasy 'tf ^  w zbiorze o t w a r t y m  XI c  rp . Załóżmy, 

że r> Jest funkcję cięgłę w XI oraz t? (x) > O dla wszystkich x c XI .Wtedy 
istnieje funkcja g R-analityczna w XI taka, te

l o ^ f U )  - D^g f x ) | < t? (x), gdy x £ XI , |nr| <  l/r?{x).

II. Twierdzenie Whltneya o rozszerzaniu regularnych pól Taylorowskich

Niech X będzie podzbiorem domkniętym zbioru otwartego XI c  Rp. Niech 
|fa- :orC Zp j będzie cięglem p-krotnym zespolonych funkcji cięgłych na X. 
Wówczas następujęce warunki sę równoważnej

' V . Var m >  O k c c x
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zachodzi równość

f*(x) “ 21 ] l i  faf+i5(y)(x~ y )''> + °flx-y|Q ). (1 )
lj2>K o ' 7

gdzla i? — » o  jednostajnie przy ¡x-y|— * O, x.y € K (tzn. ist-
lx-yl r r

nieje taka funkcja ciągła u> : |0,+ <»o) — » l0 »*“0 )» że tó (0) » 0 oraz

0( lx-y|") -tó( |x-y| ) |x-yl", gdy x,y e K);

3 y  V  D*f(x) « f (x), (2 )
f c "6 (O) of x e x  *

3 V  V  DaCh(x) - faf(x). (3)
h e~€ (Q) n A(ft-x) x  x e x

Uwaga 1 . Ciąg (f^) spełniający warunek (l) nazywa się regularnym po
lem Taylorowskim na X lub funkcją klasy "¿“ na X w sensie Whitneya.

Uwaga 2 . Najtrudniejszy Jest dowód implikacji (l) =^.(2). Implikacja

(2) =^>(3) łatwo wynika z twierdzenia aproksymacyjnego Whitneya.Mianowi

cie, twierdzenie aproksymacyjne pozwala znaleźć taką funkcję g R-anali- 
tyczną w £1 - X, że

ID^f(x ) - D^giz)! < exp(-l/dist(x,X)), gdy xe a - X , l * l  < o1/ di*t (x,x)^ 

Funkcja

{g( x) dla x fc Q  - X,

f(x) dla x £ X

spełnia żądane warunki.

Implikacje {3 ) = > ( 2  ) =i>(l ) są oczywiste.

Uwaga 3 . Deśli zbiór a  Jest wypukły, f f € x {Q.) oraz dla każdego * po
chodna O^f przedłuża się do funkcji fx ciągłej w a  , to istnieje funk

cja f€ '6 ”  (R*3) taka, ża f = f w a  . Mianowicie ze wzorów Taylora z

resztą w postaci całkowej łatwo wynika, iż pole (f*) spełnia warunek (l) 
na X ■ a  .
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7. FUNKCJE PŁASKIE

Funkcja f t t "  (Cl) nazywa się płaska na podzbiorze X zbioru A  , Jeśli

u  y  D^f (x ) - o.
V0C X € X

Twierdzenie. Jeśli X Jest; podzbiorem^ domkniętym zbioru otwartego 
A  c  r P, to istnieje funkcja h e H f i )  taka. że h(x) > 0 w każdym punk
cie xfcA -X. h Jest R-analityczna w A  -X oraz płaska na X. Jeśli po

nadto X Jest nigdziegęsty w A  , to X Jest zbiorem punktów fałszy

wej zbieżności funkcji h.

Dowód Niech janj będzie podzbiorem przeliczalnym i gęstym zbioru
2  w kuli 
n

||x-aj < r n oraz un (x) « 0. gdy ||x-anj| > r n . Oobierzmy liczbę £„ > 0 tak 

małę, by

Mn (£nun ,x) < l/(n+l) dla x c nP.

oe
Wówczas funkcje u :« 2  ̂ nun klasy C  (R*3),płaska na X U ( R P-A),

dodatnia w A-X. Na podstawie twierdzenia aproksymacyjnego Whitneya ist

nieje funkcja g R-analityczna w A - X  taka. że

lo^giż) - of*u(x)| < g- u{x), gdy x£ fl -X , lad <  l/u(x).

I
Funkcje

g(x), gdy x e A  -X

0, gdy x C X

ma żędane własności. Q.E.D.

8. UOGÓLNIENIE TWIERDZENIA ZAHORSKIEGO NA PRZYPADEK FUNKCJI 

WIELU ZMIENNYCH

Zajmiemy się na6tępujęcyro problemem Zahorskiego [lO] . Niech A  będzie 
zbiorem otwartym w rP i niech A, D, F będę takimi podzbiorami rozłęcz- 
nymi, że A  = A U D U F. Znaleźć warunki konieczne i wystarczajęce na to, 
by istniała funkcja f E ^ ^ A ) ,  dla której A Jest zbiorem jej punktów 
regularnych, D - zbiorem jej punktów rozbieżności, F - zbiorem jej punk
tów fałszywej zbieżności. W § 4  wykazaliśmy, że następujęce warunki sę

konieczne: A  Jest zbiorem otwartym, D Jest zbiorem typu Gg, F Jest zbio-

A  -X. Niech r :» dist (a ,t)(A-X)), u (x) exp   -g—
. F-Onll -r
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rem I kategorii typu Fg. W przypadku Jednowymiarowym, Zahoreki [ldj udo

wodnił w 1940 roku, że warunki ta są również wystarczające, Vf roku 1955 
Salzman i Zeller [s] podali prosty dowód twierdzenia Zahorskiego, zazna
czając, źe ich metoda może być przydatna w przypadku wielowymiarowym. Ce
lem tego paragrafu Jest rozszerzenie - w oparciu o metodę Salzmana 1 Zelle- 
ra - wyniku Zahorskiego na funkcje wielu zmiennych.

Dowód zasadniczego wyniku otrzymamy za pomocą trzech następujących le

matów.

Lemat 1 . Oeśli P, Q są kostkami otwartymi w Rp , przy czym Q C C P  {tzn. 
Q Jest podzbiorem relatywnnie zwartym kostki P), to dla każdej liczby na

turalnej n > 0 i dla dowolnego £ > 0 istnieje funkcja rzeczywista u, 
spełniająca następująca warunki i

(i) u Jest w każdym punkcie x £ Rp płaska lub R-analityczna;

(ii) 8upp u C C  Pj

(iii) iD^ufx)! < 6 , gdy x e Rp , |ar| < nj

(iv) Mn+2^u,xJ >  1/ £* gdy x c Q*

Dowód. Funkcji u będziemy szukać wśród funkcji postaci

u(x) » a v(x) cosbiXj^ + ... ♦ xp ),

gdzie: a >  O, b > 1, zaś v Jest funkcją klasy '¡?<’C'(RP ) taką, Ze supp

V C C P ,  v ■ 1 na Q oraz v Jest w każdym punkcie x £ Rp płaska lub R-

analltyczna. Oako V możemy wziąć funkcję po3taci

v(x) » exp  i— :5— w, gdy ||x-x|| <-rj v ( x ) = 0, gdy llx-x!l > r,
llx-Sll-r^

gdzie x Jest punktem wewnętrznym kostki Q i liczba r > O Jest dosta

tecznie mała.

Zauważmy, że

|d *u (x )| < 2ncnabn , gdy x e  Rp , lorl^n.

| D^u (x )| - ab l0t||cos [b(x1+. . , + xp ) + lofl |j |, gdy x £ Q, Ul > 0 ,  (2)

gdzie cn sup { |tf*v(x )| : X £ RP . lofl < n j .  Ze wzoru (2) wynika,

fW (u'x) > max{[fH7ITT|CC8yi] + * [ f e T T |cos(y + 2}!l }' (3)

gdy x e Q. gdzie y b(x1t...+xp ) + (n+l) |. Biorąc pod uwagę, że
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max ||cosy| , |eos(y + ^)|| 

po prostych przekształceniach nierówność (3) implikuje nierówność

Wybierając a > 0, b >  1 w ten sposób, by zachodziła równość 2ncnabn=£/2 

oraz by prawa strona nierówności (4) była większa niż 2/i, otrzymamy funk

cję u spełniającą żędane warunki.

Lemat 2 . Niech |pnj* {^nj będę dwoma cięgami kostek otwartych i ogra

niczonych w Rp , spełniającymi warunek

Qnc ^  Pn' n >  1‘

Wówczas istnieje ciąg junj funkcji rzeczywistych klasy 'C°°(RP ) o na

stępujących własnościach:

(c ) funkcja un jest w każdym punkcie x c Rp płaska lub R-anali- 
tyczna;

(c.^ supp un c c  Pn ,

(c2 ) Mn ^un*x  ̂ l/(n+l) dla każdego x £ RP ł

(c3 ) «2k (u1+ ...+un. x ) >  k, gdy x e Qk , k * l.....n.

Dowód. Na podstawie Lematu 1 istnieje funkcja uA klasy Rp ), speł

niająca warunki (c0)-(c3 ) dla n ■ 1. Załóżmy, że już mamy finkcje u1 ,...,uf1
klasy spełniające warunki (c )-(c,). Ponieważ nośnik funkcji U.+...4-U f o o _i x n
jest zwarty, więc suP{Mn+2^“i+ **»+un»x ) s x e R J < * 00 • Stosując Le
mat 1 dobierzemy teraz funkcję un+1 taką, że spełnione są warunki (c0 )- 
(Cj) dla n+1. Mianowicie dla dowolnego £ > 0 Lemat 1 gwarantuje istnienie 
funkcji un+1 £ i°°(RP ). dla której zbiór punktów rozbieżności D jest pu
sty, supp uM l c c  Qn+1 oraz

l ^ u ^ U ) !  < £  , gdy x £ Rp , |ar|ć2n,

M2n+2 fun+l * x V> ^  x £ Qn+1*

Gdy £ > 0  jest dostatecznie małe, to funkcje ui»»»«*un+i spełniają 
warunki (cc )-(c3 ). Rzeczywiście, zadośćuczynienie warunkom {c0)-(c2 ) jest 
oczywiste. Kosztem wyboru £ > 0 dostatecznie małego, dzięki własności 
(W2 ) operatora Mn , uzyskamy nierówności

^ k ^ ul +***+un+l*x ) > k * 9dV x c Qk '  k “
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Analogiczne nierówność dla k - n+l otrzyoeay stęd, iż

M2n (u1 *...+un+i . x ) >  M2n (unłl,X ) - M2n (u1+ ...*un .x). x e RP.

oraz stęd, że sup M2n (u1+ * ••+un »!0  Jest liczb« skończone. Q.E.D. 
x e Rp

Lemat 3 . Deśli G jest zbiorem otwartym w Rp , to istnieję cięgi ko

stek otwartych i ograniczonych • {pj} 0 następujęcych własnościach:

1° «jC C f y

2°  U QJ ” U Pj  “ Gł
i 1

3° Każdy podzbiór zwarty K Zbioru G przecina tylko skończonę liczbę ko
stek Q., oraz tylko skończonę liczbę kostek P^.

Dowód. Niech będzie cięgiem podzbiorów zwartych zbioru G speł

niającym warunki

Kn C W  U Kn " G*
1

Przyjmijmy KQ = J? i przy dowolnym ustalonym n przyporzędkujemy każde

mu punktowi x £ Kn+1 - Kp kostki Ux . Vx o środkach w punkcie x takie, 

ie

uxc c  Vx CC Kn+2 -  Kn - i*

2 pokrycia zbioru zwartego Kn+1 - KR kostkami Ux wybierzmy pokrycie skoń

czone U i połóżmy
1

« n i -  \ ........«nsn ■- V  Pn l ”  \ ..............Pn»n “  V

Wówczas jako można wzięć cięg o wyrazach

«11 «ISj/ «21......Q2s 2 -***

a jako cięg o wyrazach

P11 Pls1 * P2 1  P2s2 —
q.e.o.
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Twierdzenie Zahorskiego. Deśli A, O, F sę podzbiorami rozłączny ni prze
strzeni W  ■ takimi. Ze

A jest zbiorem otwartym,
O Jest zbiorem typu Sg,
F Jest zbiorem I kategorii typu F^ ,

Rp - A U D  U F .

to istnieje funkcja f e '6°'’(RP ), dla której A  Jest zbiorem punktów re

gularnych, D - zbiorem punktów rozbieżności, F - zbiorem punktów fałszy
wej zbieżności.

oc
Dowód. Ponieważ D Jest zbiorem typu G_, więc O » H  G .gdzie G„D G„ ,,

o 3. 8+1
Gs Jest zbiorem otwartym dla s >  1. Stosujęc Lemat 3, przedstawmy zbiór

Gs w postaci sumy

O®

Gs U  V
j-i

gdzie Qs  ̂ Jest kostkę relatywnie zwartę w G8 i każdy zbiór zwarty 
K c G slprzecina]cojnaJwyżeJ skończonę liczbę tychkostek.Niech |p8j| j >  ̂  bę
dzie cięgiem kostek majęcych analogicznę własność i ponadto Q , c c  P , dla 

' ■ . 6 J S J
J >  1.

Ustawmy kostki cięgu podwójnego {Ogj} w cięg pojedynczy 0
razach

Qll*921 ,<J12 ,<231 *Q22 * Q1 3  °nl Qln****

Niech {Pn} °2r>acza cięg pojedynczy, powstały przez analogiczne upo- 
rzędowanie wyrazów cięgu podwójnego {ps j} •

Zauważmy, że x c D wtedy i tylko wtedy,gdy x e Qn (odpowiednio xe P^) 
dla nieskończenie wielu n. Niech |un| będzie cięgiem funkcji klasy 

spełniajęcych warunki z Lematu 2 ze względu na skonstruowane cię

gi kostek {Pn}*-{^n}* (c2 ) funkcja

u := 2  un 
1

Jest k l a s y k  (Rp ). Na podstawie (c3 ) mamy

M2k^u,x  ̂> k * gdy x £ Qk' k >  1 ‘

Ponieważ każdy punkt x zbioru D leży w nieskończenie wielu kostkach 
Qk , więc r(Txu) * O dla x £ D.



Punkty regularne i osobliwe funkcji kiesy f * 141

Dećlż a e RP - O, to un (x ) * 0 ** pewnym otoczeniu (zależnym od n)
punktu a dla prawie wszystkich n, powiedzmy dla n >  s. Ponieważ T u =

S
■ Ts(u<+,*.+ua ) oraz dla każdego j funkcja u^ jest w punkcie a bądź 
piaeka, bądź analityczna, więc r(T u ) >  O, gdy a e Rp - O.

* n -
Stosujęc II Twierdzenie Whitneya do u. Cl := Rp , X :<• 0,znajdziemy funk

cję geT?°°(RP ). analityczną w Rp-D, dla której

D^g(x ) - D ^ C ż ) ,  gdy x e 6.

Niech h będzie funkcję klasy 6 "°(RP ). R-analitycznę 1 dodatnią w Rp-F 
oraz płaską na F (zob. § 7). Wówczas funkcja f określona wzorem

f(x) “ 9(x) ♦ h(x), x e Rp ,

na szukane własności.

Rzeczywiście, f jest R-anaiityczna w RP-(DUF). Deśii x e D ,  to T f « 
o Tx (u*h). Zatem rfT^f) » 0 ,  gdy X  e D oraz każdy punkt a e D-D jest 
punktem fałszywej zbieżności funkcji f, gdyż a jest punktem skupienia 
punktów osobliwych oraz r (T a^) ■ r (Ta (u+h)) > O, bowiem r(Tgu) > 0  i 
r(Tgh ) >  O.

Deśii a £ F-D, to istnieje kule B = BCa.ó’) rozłączna z 5. Zbiór Bn r 
Jest domknięty i nigdziegęsty w B (gdyż D U  F jest zbiorem domkniętym 
oraz F Jest pierwszej kategorii i typu F^ ). Ponieważ g jest analitycz
na w B zaś h jest płaska w a i a jest jej punktem osobliwym (w prze
ciwnym fezie h znikałaby w pewnym otoczeniu punktu a), więc a Jest punk
tem fałszywej zbieżności funkcji f. g.E.D.

Wniosek. Niech A, D, F będę podzbiorami rozłącznymi zbioru otwartego
Q c  Rp takimi, że A jest otwarty, D Jest typu G^, F jest I kategorii 
typu Fg oraz 11= A U D U F ,  to istnieje funkcja f£'€'“ ’(Cl), dla Której A 
Jest zbiorem punktów regularnych, D - zbiorem pupktów rozbieżności, F 
zbiorem punktów fałszywej zbieżności.

Dowód. Na podstawie Twierdzenia Zahorskiego istnieje funkcja ft - (RP ) 
taka, że A(f) *> A U ( R P- 5 ) ,  D(f) » D, F(f) ■ F U c5 £1. Funkcja f! tl ma żą
dane własności. Możemy też znaleźć funkcję f C R p ), dla której A(f) «
« A U ( R P-ii), D( f) = D U  0 Cl , F(f) • F. Znowu fl Cl ma żądane własności. 
Analogicznie istnieje funkcja f£'6°*(Rp ) taka. że A(f) » a, 0(f) »

B D U ( R P-il), F (f ) = F. Więc fl il me żądane własności.

9, TWIERDZENIE ZAHORSKIEGO OLA FUNKC3I OKRESOWYCH

Niech 'Cr~(R) oznacza przestrzeń funkcji klasy t  ̂ Jednej zmiennej rze-, 2 2 2 1 
czywistej okresowych o okresie 23. Niech 1 :■ J(x,y)£ R s x  <■ y •
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o
oznacza okrąg Jednostkowy na płaszczyźnie R , utożsamianej - jeśli tak 
będzie wygodniej - z płaszczyznę zespolonę C . Odwzorowanie R-analltyczne

l R 3 t  —  e1* C F

przekształca oś liczbową R na okrąg F . Niech A, O, F będą takimi roz

łącznymi podzbiorami okręgu T  , że

1) f = A U  D U  F,
2) A jest podzbiorem otwartym okręgu F  ,

3) O jest zbiorem typu Gg. na F  ,
4) F jest zbiorem I kategorii typu F^ na F  .

Zauważmy, że zbiór typu Gj. na F  Jest typu G^ na płaszczyźnie R2. 
Analogicznie zbiór F C f  I kategorii typu Fg na F jest zbiorem ł ka

tegorii typu Fs na R2 , Łatwo widać, te oś R jest sumą rozłączną zbio
rów tf>_ 1 (A), f~1 (F), przy czym 'f~1 (A) jest podzbiorem otwartym

prostej R, <fr l (D) jest jej podzbiorem typu G^.,y’”1 (F) - jej podzbiorem 
X kategorii typu F& . Ponadto, jeśli E oznacza którykolwiek spośród o- 
statnich trzech zbiorów, to dla każdego x £ E i dla każdej liczby cał

kowitej k jest x+2k 5T należy do E. Innymi słowy, E Jest podzbiorem 
okresowym o okresie 2 2  prostej rzeczywistej R.

Na odwrót, jeśli R jest sumą rozłączną zbiorów okresowych A, D, F o 
okresie 22, z których A Jest otwarty, O - typu Ĝ ,. F - I kategorii ty

pu F ., to F  jest sumą rozłączną zbiorów A  :='/’(A), D := F : *y(F)
&

spełniających warunki i) —  4),

Twierdzenie. Oeśll A. 0, F są rozłącznymi podzbiorami okręgu i , speł
niającymi warunki 1) - 4), to istnieje funkcja f £ dla której

<̂ -1(A) Jest zbiorem punktów regularnych, 'f ^(D) - zbiorem punktów roz

bieżności, F) - zbiorem punktów fałszywej zbieżności.

Dowód. Zauważmy, że Lemat 3 pozostaje prawdziwy, gdy G jest podzbiorem 
otwartym okręgu T  , zaś Q j , P^ oznaczają łuki otwarte okręgu F  o dłu

gościach mniejszych niż ST. Stosując Lemat 3 w tak zmodyfikowanej postaci, 
znajdziemy dla zbioru D c F  typu G^ takie dwa ciągi łuków otwartych 

{ Pn} • |Qn| , że Qn C C  Pn ‘ dłu9ość pn < oraz z e D  wtedy i tylko wte
dy. gdy z c Qn (odp. z e Pn ) dla nieskończenie wielu n. Analogicznie, 
t c •f' (D) wtedy i tylko wtedy, gdy t £ 'f~1 (Qn ) (odp. t £ *f’”1 (Pn )) dla 
nieskończenie wć„lu n.

Dla ustalonego n niech P *  oznacza dowolną ustaloną składową spójną 

(przedział otwarty) zbioru 'f~1 (pn ) i niech Q* oznacza składową spójną 
zbioru 'i’“1 (Qn ) zawartą w P*.

Niech |u ĵ> oznacza ciąg funkcji rzeczywistych klasy 'C°'>(R), spełnia

jących warunki (co ) - ( c 3 ) Lematu 2 ze względu na ciągi przedziałów|Pn*J, 
Ponieważ supp u„ c c  P *  oraz długość P *  < 5T, więc istnieje funk-
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cja %  taks, że u* = un na P*. Ciąg / u l  spełnia następująca wa
runki-

(Cc ) un jest w każdym punkcie x e  R płaska lub R-analityczna;

(C1 ) supp Un C  f 1 (Pn ), supp(un | P * ) C C  P*,

(C2 ) M„(un »x ) < l/(n+l) dla x £ R;

(C3 ) M2 k (u1+...+un jx) > k, gdy xe 'f _1(Qk ). k - l  .

Dzięki (C2 ) funkcja u j» 2  un J0at klasy PrzV czym rozu

mowanie analogiczne jak w dowodzie twierdzenia Zahorskiego pozwala stwier
dzić, że D) jest zbiorem punktów rozbieżności funkcji u. Natomiast
w każdym punkcie a £ R - <f ”1 (D) funkcja u jest bądź płaska,bądź R-ana

lityczna.

Funkcj:

u(x.y) :=

ufare ctg £), y i O 

ufare tg £), gdy x f O.

jest klasy '£00w zbiorze otwartym £1 <* R2 - {(0,0)} oraz ufa1 1 ) * uft) 
gdy t £ R. Na podstawie II twierdzenia Whitneya Istnieje funkcja g £ i “ A. 
analityczna w £l-D, dla której

« k+1 a  k+1
(Sś) -nc— r lC*.y) * — c— r u(x«v)* 9d* (x>v)e □, k. i > o.

0xKOy1 Ox fly

«->» O  _
Niech h będzie funkcję klasy (R ) R-analitycznę i dodatnią w 11 -F 

oraz płaską na F. Szukana funkcja f może być teraz określona wzorem

fft) := g(t) + h(t). t e R ,  gdzie gft) :» gfe1 1 ). h(t) hfe1*).

Rzeczywiście f jest R-analityczna w R - 'f " ( D U F )  Jako superpozycja
funkcji R-analitycznych. Daśli a e f  1 (0), to T af • Ta (u+f). Przeto
r(Tflf) ■» O, gdy a e  ^"^fO), ponieważ h Jest R-analityczna na R-v *(F) 
oraz płaska na '/’""1 (F). Dalsza część dowodu przebiega analogicznie Jak od

powiednia część dowodu twierdzenia Zahorskiego.
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10. TWIERDZENIE MORGENSTERNA [5]

Zbiór

Ć>t* |f E 0(f ) - a j

jest dopełnieniem zbioru I kategorii typu , W szczególności zbiór ¿5 
Jest rezydeulny, a więc zbiór tych funkcji fe dla których każdy

punkt a c il jest punktem rozbieżności. Jest bardzo duZy.

Dowód. Przedstawmy a  w postaci sumy wstępującego ciągu zbiorów zwer-
Oc Of

tych K. s O  « U  K,. PoniewaZ £>m€°°(a) - (J Z, , gdzie
J 1 J J.m-l J

z im { f e ̂  : 3 V M ( f , a ) < m } .
J® 1 a e K, n > 0  1

J

wystarczy wykazać. Ze dla kaZdego J.m > 1 zbiór ZjB Jest domknięty i 
nigdziegęsty. Dla dowodu domkniętości niech {f^j będzie cięgiem elemen

tów zbioru ZjD » zbieżnym do f w C°°(0). Niech jsjJ będzie cięgiem punk
tów zbioru K j , takim Ze

lV fk ,ak^ ^ n > 0, k > 0. .

PoniewaZ jest zwarty - bez szkody dla ogólności rozumowania - można

założyć, że lim a^ « e c K ^ .  Korzystając z własności (W^) operatora Mn , 
widać. Ze

Mn (f,a) < o, n i 0.

Przeto f £ Z .jm
Aby udowodnić, że zbiór Z^m Jest nigdziegęsty, niech

U := jfe-e^fn) , Ip^f . D^gliK < £ . |cc| < s}

będzie dowolnym otoczeniem elementu g zbioru ^jm* Niech a będzie ta
kim punktem zbioru K^, że Mn (g,a)< m dla n > 0. Niech Q będzie kostkę 
zwartą o środku a zawierającą w swoim wnętrzu sumę K U K ^ .  Na podstawie 
Lematu 2 istnieje funkcja u e € ° ° ( R p ) o nośniku zwartym, taka, że g + u e U

oraz

Ms+1(9+ U 'x > * Ms+l^u,x  ̂ “ Ms+l (9'x > > m+1, gdy x e Kj*

Zatem funkcja g+u f 2jm* Q.E.D.
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ii. p r o b l e m

Niech oznacza zbiór funkcji holomorficznych w kole jednostkowym
A  != {z c C: Izi < i} 1 klasy jego domknięciu. Niech A, D, F będę ta
kimi podzbiorami rozłącznymi okręgu T :«* £>A  . iż f «  A u O U  F , A Jest pod
zbiorem otwartym zbioru F  , D - zbiorem typu na T  , F - zbiorem I ka
tegorii typu Fg. na r  . Czy istnieje funkcj’a f f <A°°(A) taka, że f jest 
R-analityczna na A  U A, f nie jest R-analityczna w żadnym punkcie zbio
ru O U F ,  r(T f) = O dla każdego a e D oraz r(T f ) > 0  dla każdego a € F?

1 00 ®Można sprawdzić, iż funkcja f fe Ji (A) ma żądane własności wtedy i tyl
ko wtedy, gdy ma je jej część rzeczywista u « re f.

Opierając się na Twierdzeniu Zehorskiego dla funkcji okresowych, można 
wykazać, że dla każdego podzbioru domkniętego 0 okręgu F istnieje funk-/.Oe —
cjs f t i  (A) holorficzna na A  -D, dla której r(Taf ) « 0, gdy a e D. 
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P e 3 » u e

Abtopom 4iOKa3aHa TeopeMa odoemajomaii seo p eu y  SaxopcK oro Ha ejryqaft RP . 
n y c ib  Rp p a a a a ra e io a  Ea cym iy HenepeoeKa»HHXCH noAUBoxecTB Rp = A U D U F ,  
rae A - o iK p u ro , "D - MHoatectao Tana G^, F - t e d s  F^ h- I K aT eropaa. l o -  
r^a cyw eciB yei (JyBxmui f t  C°° (Rp ) Tanas:, bto a - MHozecTBO peryjwpHax 
TO H eK  AES f ,  D -  MHO*eCTBO tOHQK paCXOAHMOCXB *JM f , F - MHOieCXBO T OH6K 

JIOXHOS CXOAHMOCIH A&A f .

REGULAR AND SINGULAR POINTS OF THE FUNCTION OF THE CLASS C00 

S u m m a r y

The aim of this paper is to show a proof of a theorem of Zshorski in 
the case of Rp s

Let A, D f F be disjoint subsets of Rp such that A is open, D - 
of type Ĝ ., F - of type F^ I kat.and Rp jc A U  D U  F. Then therejexists a func

tion f e C°°(RP ) such that A, D, F are the sets of regular points of f, 
of divergence points and of the points of false convergence, respectively.


