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EINE ABSCHÄTZUNG ÜBER DIE TOEPLITZSCHEN MITTEL 
VON ORTHOGONALREIHEN

Summary. Let T ■ (tn ^  be a regular Toeplitz matrix and
fl(K), K £  [l, oo be a family of all systems (f k )^,0 of functions
defined on (0 ,1 ) such that 1̂ . (x)| K for x e ( 0 ,l) and k»0 ,l,2 ,..

^ J

Lot t (a.f.x) *» Z 3  t Z H  Bi'f1 (*) ) for at I, and let
n k=0 n 'K\l-0 i .. ■ / 2

llajKiTl - sup ( \  sup t2 (a/f.x)dx)? .
<fe.fl(K J'-O n > 0 '

Than for every K t f l , * ’) there exists a constant C such that 
¡¡8}1jTS > c||a.K.T|| for every aelj.

Herrn Professor Zygmunt Zahorski zum 70 Geburtstag gewidmet

1. Es sei T *> ||tn k|] n k=0 eine reguläre Toeplitzsche Matrix» d.h. 
gelten

(i) lim t . <• 0 (k *■ 0 ,1 ,...),
n-»~>

(ii) lim 2  *n,k * 1 *
k=0

OO
(iii) 2  i^n,kl ^ ^1 (n “ 0,1,...).

k-0

^C1'C2 " * *  bezeichnen positive Konstanten).

Für ein K (l4 K (  “ ) bezeichnen wir mit fl (K) die Klasse jener 

orthonormierten Systeme k (x )j 10 Interva^^ (0.1), für die

H  k (x)| 4  K (x e (o.i)» k » o,i,...)
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lat» (ft (*») ist also dis Klasse aller orthonormierten Systeme in (0,1); 
im Falle *feft (l) gilt weiterhin |fk (x)| “ 1 (k » 0,1,...) fast übe­
rall in (0,1)). Offensichtlich gilt

ft (1) £  ft (K) £ G  ( ~  ) (1 < K < oo ). (1)

Es seien a • ,jak| £ l2 und fcft («>). Auf Grund von (iii) konver­

gieren die Summen

y  » „ . / s  ai^i^x )̂ “ o,i,...)
k»C \1=0 /

in der Metrik von L2 (0,l)j ihre Summen bezeichnen wir mit tn (a;f;x)
(n « 0,1,...). Offensichtlich gilt

tn (a{f;x) - 2  t n ,k (  2  2  ( 2  tn,lVk'^k^x ^
k»0 \ 1»0 y k»0 \l»k /

(n - 0 ,1 ,...)

fast überall in (0 ,1 ).
Für eine Folge a 6 l2 und für ein K (1 < K-^oo) setzen wir

||a;K;Til = sup I f sup t2 (a;f;x)dxl
<fea (k) | J n > o  n J

Auf Grund von (1) gilt

||a.-l»T||4 |jajK;T|| 4 j|a;<~;T|| (a € l2 . 1 K ^ « ) .

In dieser Note werden wir den folgenden Satz beweisen.

Satz. Es sei 1 <  K < .  Dann gibt es eine von der Folge a unabhan-
•• 2 

giga endliche positive Zahl C(K) derart, dass für jede Folge a fc 1

||a;l jl)| > C(K)||a;K;T|j.

Bemerkung. Diese Abschätzung hat der Verfasser vorherig im Falle 
tn n « 1 , tn k = 0 (k^ n) (n ■ 0 ,1 ,...) bewiesen [l] .

Es ist sin offenes Problem, ob die Behauptung des Satzes auch im Falle 
K *»«= gültig i6t.
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2. Ala Vorbereitung zum Beweis des Satzes schicken wir einige Hilfs­
sätze voraus.

p
Es seien a £ 1 und «feil (<*=). Die Reihe

2  ak V x) (2 )
k=0

nennen wir T - summierbar fast überall in (0,1), wenn lim t (aj'/jx) fast
n-*®« ^

überall in (0,1) existiert. Für ein K (l i K ̂  0,5 ) bezeichnen wir Bit 
M(K,T) die Klasse der Folgen a, für weiche die Reihe (2) in (0,1) fast 
überall T - summierbar ist.

Es sei l 4  K < . Für eine Folge a £ l2 setzen wir

ft a 2 1 *D(a;KjT»N ,N„) « sup { \ sup ,(t (ajfixJ-t (attfx)) dx>
1 2 feO(K)[6' n1#n2 °2 nl J

£ nx ^ n2 i  Nj

(0 4  i Ng ̂  ®**V.

Die folgenden Sätze sind bekannt.
Satz A [2], Im Falle 1 < K <«= gilt M(ljT) = M(K.T).

Satz B [2] . Es seien 1 < K < «  und a € l2. Ist

lim D(a{K;T{N,<») » 0,
N->oc

so gilt s £ M(K.T).
Satz C [2] . Es seien 1 < K < 0,0 und a e l2 . Ist

lim D(a{K{T;N,o=) f 0,
N -.oo

so besteht a f M(K,T).
Auf Grund der Definitionen von |j- jKjT;' und D(- ergeben

sich unmittelbar die folgenden Ungleichungen:

|ja+b}K»T|| < ||a;K{T|| + ||b;K;T|j (a,b£l2 j 1 < K £ —  ),

D(a+b;KjT;N1 .N2 )^ DfajKjT.-Nj^.Ng) ♦ 0( b ;K;T ,N2 )

(a,b £ l2 i 0 * ^  < N2 < -> ),

D(a»K*T;N1 ,N2 ) < 2|jajKjT|| (a£ l2 ; 1 < K<-> » O < Nj < ).
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Fur «ln* Folg« a « |afcj und für ganz* Zahlen N1 < )
setzen wir 1

aiNj,Ng) * ,0 ,a^ •••• |0»»«»| ■

Hilfesatz 1. Für jaden Folge a t l2 und für jede* K (l <■ K<««o )
gilt

lie [¡a(O.N),K»T|! . ||a.jK»Tj|. 
N-*oe

Beweis dee Hilfssatzes 1. Zunächst lat zu beachten, dass fü r  Jede
Folg* b e i 2 und für jedes 'f’fcfl ( » )

max |t (bifix)! > sup |t (b#f»x)|,
0 $ n  < M  " n i-0 "

fast überall ln (0 ,1 ), und somit

f max t2 (b;V><x)dx /  \  sup t2 (bj'f/x)dx 
J 0 < n < M  n £ n > 0  n

Fall |)a}K{lj| <«> . Es sei l > 0 beliebig. Dann gibt es ein *ft f l (K)
mit

ö

1 1 1/2
sup t2 (aifix)dx> > ||a;K{T|| - £ .

n J

und so existiert eine positive ganze Zahl MQ mit

f l ->1/2
i max t2 (a#f;x)dx> >  ||a;K»Tj| -£ . (3)

¿0*n<l1 n J

!l/2
t*(a/f;x)d;

Ö w> n * "o 

Os für jede nichtnegative ganze Zahl N

tn(a(N.»®)j¥ix) * 2 ( 2  *l,k)ak*^k^x ) " °»1 ***»)
k-N\l-k



gilt, besteht die Ungleichung

Eine Abschätzung über die Toaplitzachen Mittel..,_______________________ 193

\ t^(a(N. o°);^;x)dx <  cf 2  (n * 0,1,.,,) (4 )
0 k»N

auf Grund von (iii). wagen a e 1^ gibt es also eine positive ganze Zahl 
No , für die

ü

1 1/2 c
tn (a(N,<*>)#<?,x)dxj. <  p g T i - i (n * N > N-). (5)

0 J

Aus den Ungleichungen

Mo

n <'a a *>  <  “ a *  | t n ( a ( 0 , N ) #f , x ) j  + 2  | t ^ ( a ( N +i . - » ) i f , x ) | <
P ^ n ^ M 0 0 < n < M o a - o  '

Mo

< sup |t (a(0,N)i'fix)| ♦ 2  l*a(“ (N+l»®',)»*f«x)l »
n > 0 • „•9 mO

Mo
nax |t (a(0,N)/fjx)| < raax |t (a;f{x) + 2  t^,(a{NH. — »)Wix)| </ «V  M n n / u nO i n i H „  0 £ n < MO O v *u

Mo
$ aup |t (ai^jx)] + 2  |t-(a(N+i.« )*fjx)|

n > 0  9 =0

erhalten wir

{ ] "

1/2
[|a»K;T|| - £  < .J j sup^ t^(a(0,N);*f;x)dxj ♦ Cjf,
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auf Grund von (3) und (5) für N > NQ. Daraue folgt 

||a,K,T|! - (laC1 ) £ <  ||a(0,N),K,T|| 4

5
] 1/2

max t2 (a(0.N)i<f;x)dx/ <  |)aaKaTf| ♦ C

0 < n < M o " J 1

für N > N . Da £ > 0 beliebig war, erhalten wir lim fa(0,N)jK jtH *
- l|a,K,T||..

Fall ||a;K|tj|a°o. Es sei L > 0 beliebig. Dann gibt es ein f£ft (K)nit

I!

1 11/2 
f 2 , 1sup t2 (a/f*x)dx) > L. 
n > 0  " J

und so gibt es eine positive ganze Zahl Me mit

oax t2 (a»fix)dxV > L. (6 )
¿ 0 $ n < M 0 " j

Weiterhin existiert nach (4) eine positive ganze Zahl N mit

11/2

jj t2 (a(N. «»M.-xIdx^ <  2 ( ^ 1 ) (n « a.l....*N > N0 ). (7)

Aus der Ungleichung

roax |t (a;^fx)| < max |t (a(0,N);<f;x) | + 2  t,(a(N*l;oo){y>jx)| < 
C K n^ f l  n O ^ n C M  n . ■ . > .

V

<>-0

Mo
<  ®UP |tn (a(0,N)»«fix)| ♦ 2  It^fafN+l.oo )/f;x)| 

n > 0  0-0

erhalten wir

L < oax t2 (ai<fjx)dxl < max t2 (a(0,N);f;x)dxl ♦ k
[ ¿ 0^ 4 Mo n f ^ 0 .<n<Mo n j 2
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auf Grund von (6 ) und (7) für N > H0 , woraus sich 

||8(O.N),K,t [| >  t  (N > No )

ergibt. Oa L > 0 beliebig war, erhalten wir tatsächlich

lim ||a(0,N)iKjTl| SB OO  m 

N~>°°

Damit ist Hilf8S8tz 1 bewiesen.

2
Hilfssatz II Es seien 1 ̂  K < <*> und a e 1**. Dann gilt

i o© 1/2 OO

2  <  fl« » M I  < ^  2  l«kl •

k-0 J k-1

Beweis des Hilfssatzes ZI. Es sei NQ eine beliebige positive ganze 
Zahl. Für ein System •feil (K) gilt

|  2 q  tn .l) j  | |  t2(a(O.No )if,x)dxj <  Ia(O.No ),K,T|
(n ® O tl ) s

Wegen (11) folgt daraus

!

N0 I1/2

2  °k} <  M ° » n 0 > * M I  <n0 “ i»*»«.).
k-0

und durch Anwendung des Hilfssatzes I ergibt sich endlich

{ ¿ • i

1/2
<  lim i|a(O.N);K|Tl| - ||a;K|TÜ ,

N->o©

Weiterhin gilt für jedes f 6 fl (K)

o o

|tn (a*fix)| < 2  lak'i’k (x)l 2  «n.l
k-0 1-k

< 2  !*k^k {x)lf 2  lt„ . i l ) < ci 2  !«fc*fkc*>l
k-0 >v 1-k k-0

(x fc(0,l)i n - O,,!....) wegen (Ul). So folgt
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j j  <  c, 1  |.,|.

und da 'fe. fl (K) beliabig war, erhalten wir auch

||a;K,T|| < Cj ^  l“kl • 
k-0

Hilfesatz III» Es seien a e 1 und l $ . Gilt für eine nicht­
negative ganze Zahl N DfaiKjTjN, «>) < oc , so ist ¡¡ajKjT|| < »

Beweis des Hilfssatzes III. Es sei ftfl (K). Dann gilt

|tn (ajffx)| < Itjjiai^ix) - tN (a>f*x)| ♦ |tN (a»fix)| , 

woraus sich

sup |tn (aiWx)| 4  sup |tn (aifixj-t,, (a»*f;x)| |tN (asf jx)| 
n > 0  nj,n2 2 1

N < <.1*2

und demzufolge

N
sup |tn (a;<f;x)| <  sup |tn (e»fix)-tn (a».f*x)||+ ^  

n > °  nx .n2  2 i 9mQ

N < n1 <  n2 

ergibt. Durch Integrieren folgt

I t ®UP t^(ai<fix)dxl f  f sup (t (a;f;x)-t (a;f{x)) dxi +
\ 0 n >  0 J \ o  nl ,n2 2 1 J

N < nA < n2

N i l  11/2

♦ 2  t^(ai<f;x)dxy <
0-0

foo -,1/2i oo -J-

2  °ki 
k-0 J



auf Grund von (iil), und daraus bekommen wir endlich

11/2
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||a*K|T]| ^ D(a;K;T jN, «*)

3. Oer Beweis des Satzes wird indirekt geführt

Unter der Annahme, dass die Behauptung des Satzes nicht zutrifft

a) gibt es eine Zahl Kq (l < Kq < °«>) derart, dass für Jede positive
Zahl M eine Folge a € l2 mit

llailjTl <|a*K0 ,T|| /  M

existiert.
Wir zeigen, dass im Falle a)

b ) für Jede nichtnegative ganze Zahl N und für Jede positive Zahl M
2

eine Folge a t 1 mit

||a(N.«»)*l|T|| < || a(N.~=)|K0 »T|( / m  

existiert.
Im entgsgangesetzen Fall gibt es nämlich eine nichtnegativs ganze

Zahl N und eine positve Zahl derart, dasso o

||a(N0 .~)|l,T|| >  ||a(No . ~ h K 0 *T|| / h q (8 )

2
für jede Folge a c 1 besteht. Auf Grund des Hilfssatzes II und dar

i( 2 
Ungleichung (8 ) folgt aber, dass für Jede Folge a e 1

||a;K0 ,T|| < ||a(O.N0-l ) ;K0 ;T|| ♦ ||a(N0 . - ) iKc *T|| <

No'1

< Cl 2  lakl * il8(No' <
k-0

' V 1 11/2

<  C1 /N^i 2  «kf + ||a(No .~);l,TijM0 C
l k»0

|fi£||e*l«T|| + ||«(N0 .<»»},1 ,T!|mo. (9)
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Auf Grund da© Hllfeeatzas, II gilt'

H»(Na . - ) i l |T | | | j <  ||«#1|T|| ♦ ¡i8{0.No- l ) ; i ,T || <

V 1 ( V 1 fl/2
< ||a »1 #T|| * Cj 2  i*k! < ||a» liT || + c!  viT 1 2  2

Sc«0 f k=*0

<  (1 ♦ Cj ^MlailiTll .

Daraus und aus (9) bekommen wir

||a;K0 ;Tj| <  C> lajljTÜ

für Jede Folge e t l2 bit der Konstante Cg - C1 (2+C1 tiN^)/N^<»!’ , die
von der Folge a unabhängig ist. Diese Ungleichung widerspricht nun aber 
der Voraussetzung a). Damit haben wir gezeigt, dass unter der Voraus­
setzung a ) auch b) gilt.

Durch : vollständige ■ j Induktion definieren wir eine Folge
(O«)N0< ... < N ß <... ganzer Zahlen und eine Folge b ■ {bk|<*° derart, 
dass für jeden Index a(aO,l,...) gelten: 0

fN -1

> * 0 *T |[ rn (m+1) + C ^ 2  4
k«0

1/2

Auf Grund der Voraussetzung a) gibt es eine Folge a ^  C l2 mit

la(l)il#T|| < Ua(l)iK0 iT[j.

Weiterhin gibt es auf Grund des Hilfssatzes I eine positive ganze Zahl Nj 
mit

üa^fO.N^iJiljTlj Sj |a( (O.N^l )fK0 ir|j t

ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir lla^1 ̂ (0,No-l);Ko iT|| * 1 
annehmen. Es sei b^ = 3k => Offensichtlich sind c), d)
im Falle m = 0 erfüllt.

Es sei »0 eine nichtnegative ganze Zahl. Wir nehmen an, dass die 
Zahlen b^ (k « 0 , . . . 4i~ l } schon, derart definiert sind, dass c ) und
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d) für m = 0,...„a erfüllt sind. Auf Grund von b) gibt.es denn eine
(«-+D 2

Folge e e 1 eit

wobei pm +1 - (m+l)2 ((op+l) ♦ c / n ^  +1 ‘ 2  bk< } i9t*
k=0

Auf Grund des Hilfeeatzes 1 existiert eine ganze Zahl Nm +2(> Nb  eit
o o

-la°*1,(N» +1 ,Nm < lk(“0+1}(Na_+1 .NB_t2-l) ,K0;t|| /V > 1 .

Ohne Beschränkung der Allgeoainheit können wii' 

(m„+l)
/ K l  Kl A « l^

I

(o +1 )

[N -1 
o„+l o 1/2

a 0 2  b*

_+ .
(k “ No +!••••,No +2-1 *̂ Es l8t klar*annehoen. Wir setzen b, = a,

-o-- ~o
dass c) und d) auch für o » oQ+l erfüllt sind. Durch dieses induktive 
Verfahren sind dann die Folgen unb b oit ban geforderten Eigen­
schaften definiert. 0

Aus b) folgt auf Grund das Hilfssatzes II

rNo+l_1{ -i 1/2 <=»= I o+l

5 4  < 2  2  b;

k=0 j o=0 (k=N0

1/2

< 2  I k v H e + i - O l l l t l N  2
n=0 o=C

d.h. es gilt b e i .
Es seien fc > 0  beliebig und rao eine positive ganze Zahl mit < £. 

□snn gilt für N ^

D(b*l{TjN, ~>) < Q(b(0,N -lJjllTiN.^) ♦

+ ^  D(b(NB .NB+1-l)|l»T|N,«>)<
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<O(b(0.NB -l)il»T,N.~) + 2 Jg ||b(NB .NB+1-l)»l»T|| <

$.D(b(0,N ♦ 2 y  — -i__ ^

<  D(b(O.NB * 2  i_ <  D(b(0,N_ -1 )*1 »TjN,-e>) + 2 < ,  (10)
O 0 0

auf, Grund von d).

Es 801 f e a  (l). Dann ist

»n “ *n (b (0 .No “
2 “o 1 “o

Nb -1 ^

- 2 ° W x > f  2  % . !  - 2  *„
k-0 \l-k * ■ 1-k 1

für Jodes n1# ng (nj < n2 ), und so gilt

aup |tn (b(0,NB -1 - tn (b(0,NB -l)j<fix)| 4
nl'n2 2 o 1 o
nj[1$:n2

N -1
°o -  -

<  2  lbk^k<*M _ w  S  » a - 2  *„ ,
k-0 1' 2 1-k 2 1-k 1

N 4 < ng

woraus folgt, dass

| | sup (t (b(0,N -l);fix) - t (b(0,N -l);<f;x)) dxl
] o V n2 2 0 1 °
1 N $ n1 < n2 }

fl/2
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für jedes System 'fs il (l) gilt. Daraus erhalten wir

(N_ -1

D(b(O.Nm -l)iliT»N«~)<
"o %  ß  % • * -  2 V ‘7

k *0  l  * 2 V  l » k  2 1- k  1 /
N < < n£-

1/2 

. — *"0

( N — >oo) auf Grund von (i) und (ii). Auf Grund dieser Relation gibt es 
eine positive ganze Zahl NQ derart, dass

D(b(O.Nm -l)jljT;N. °») < 8 j f T '  (N > Nq )

gilt. Daraus und aus (10) folgt

D(b{l#T{N,oo)<3£ (N > N - max (N .N„)).
o

also lim Q(bil|T;N,<»® ) » 0, und so haben wir
N ->oo

b e M(i,T) (il)

auf Grund des Satzes B.
Es sei eine positive ganze Zahl. Dann gilt

II b (0, N +1-l)«Ko ,T|| >||b(N ,N +1-1)|K |T|| - ||b(O.N - 1 ) |KQ ,T||.
O 0 0 o

(1 2 )

Auf Grund des Hilfssatz II ist

_1 ( K! _1 1
1/2Nm _1

mo f ^ o * 1 ) 3
||b(0.No -l);Ko ;T|U C. 2' I M  bkj '

0 k=0 (k«0 J

und auf Grund von c) und (12) ergibt sich daraus

||b( Ö.N^ +1-l)iK0 ;T|| >  mo+l (o>0 - 1.2....). 
o

Durch Anwendung des Hilfssatzes I folgt also ¡bjK0 jT(| = *  .
Endlich erhalten wir auf Grund des Hilfssatzes III

D(b;K0 iT;N, »«=) - <*» (N = 0.1....).

Somit ist lim D(b;K jT;N,=» ) f 0 .  und nach Satz C gilt b c  H(Ko .T), 

was wegen Satz A der Relation (ll) widerspricht.

Damit haben wir den Satz bewiesen.
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OSZACOWANIE ŚREDNICH TOEPLITZA W  SZEREGACH ORTOGONALNYCH

S t r e s z c z e n i e

Niech T • (tn k ) ^ k,0 będzie regularnę macierzę Toaplitza, zaś li (K), 
K t  (l.loc] frodzinę wszystkich układów W k )^m0 funkcji zdefiniowanych na 
(0,1) takich, ż e | f k (x)| < K dla x t (0,1) i k » 0,1,2,... .

Niech t„(a,f,x) = 2  2  a.f.U)) dla a £ l- oraz niech
k-0 ' 1-0 A

1 1
||a»K;T|| » sup (f sup t^(a,'f,x)dx)^ 

ftii(K) g n> 0 n

Autor dowodzi. Ze dla K £  (l,®®) istnieje stała C, taka, Ze 

||ajl|T|| i- C ||a,K,T|| dla wszystkich a £ i2 ,

OKEHKA CPEJŁHHI TEIWHIW. jB OPTOrOHAJIBHłil PHflA I 

P  e 3 »  u  e

I ly c iŁ  T -  ( t n k ) 7 k . 0  p e ry za p H a a . u a ip H u a  le m m n a  a i l ( K ) ,  K t ] ! , » 0]  c e i ie 2 -  
CTBO BC£X OBT OHOpMajIfcHHX CKCTeli ( 'f  k iyHKĘafi Ha ( 0 ,1 )  TaKHX, HTO
|^k (x)| < K »cez x e ( 0 ,l) : k  = 0,1,2 ,... IIozosiim

t (a.'C.x) « ^  t k ^ ^  j m  a £ 1,
k=G * 1=0 ,1

•Js 2
||a;KjT|! = sup (] sup t^(a,f,x)dx) 

feii(K) 0 n ̂  0

A b io p o k  uoKasaHa z jie js ja ą a ji  TeopeMa: Ecze K e ( l , ° " ) ,  t o  c y ą e c T B y e i no- 
cTosHHaa C la icaa , h to  HepaBenciBO

Ha.l.Tfl > c||e,K,T||

CHpaBejuiHBO a c e x  a £  12 -


