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0. TIMMLER

PEWNA WEASNOSC SZEREGOW WEKTOROWYCH
W PRZESTRZENI R3

jtreezczenle. w pracy wykazano prawdziwos¢ twierdzenia: dla kaz-
dego ciegu wektordéw , k» 1,2,3.... przestrzeni R3 takiego. Ze
WM —*0 istnieje cieg mnoznikéw ¢ i taki. Ze szereg
2¢X)vk Jest zbieZny.

WSTaP

B. Riemann pierwszy zwrocit uwage na +etwe do udowodnienia

Twierdzenie 0.1

Niech dany bedzie cieg liczb rzeczywistych oraz dowolnie obrana
liczba q. OeZzali

i) lin vEnm O, vk > 0

to istnieje cieg mnoznikéw |£K. m + 1 taki. Ze
2 £k e vk - q
k-1

A_Oyoretzky i Ch. Hananl w pracy [2] dla ciegow liczb zespolonych udowod-
nili nie tak ogélne jak twierdzenie 0 .1.

Twierdzenie 0.2

OezZell wyrazy clegu liczb zespolonych spedniaje warunek - »q, t0
cieg mnoznikow <} e “ £ 1 mo2na dobr*¢ tak, by szereg
2  Ekvk
k-1

-by* zbiezZny.
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Dow6éd powyzszego twierdzenia iatwo wynika z ciekawej wkasnosci wekto-
row w przestrzeni R2. Whkasno$¢ ta w pracy [Z] sformutowana Jest w posta-
ci nastepujacego lematu.

Lemat 0.3

Ola dowolnego degu wektordw (skornczonego)

przestrzeni R2 mozne dobra¢ cieg mnoznikéw
T) *N\2tteeee ____HlU«

gdzie - ¢ 1 k - 1.2..... a tak. by

W pracy [1j E. Calabi i A. Dvoretzky podaje do wiadomosci, ze stakta {T,
spetniajeca lemat 0.3, Jest najlepsza, tzn. nie mozna Jjej zastepie inne
state, mniejsze od liczby Z?. Ponadto, autorzy pracy [I] informuje, ze w
przestrzeni Rn n > 3, wkasnos¢ podana w lemacie 0.3 Jest im nieznana.
Celem niniejszej pracy Jest uogélnienie lematu 0.3 na przestrzen R3.
Rozwazymy naroze tréjscienne, ktérego krawedziami se podproste 1/~ 12>
1j. o wspélnym poczetku O.

Lemat 1.1

Oezeli potproste 11# 12, 1™ o poczetku w punkcie O se krawedziami
naroza tréjsciennego o ketach ptaskich, mniejszych od JT/2, a péidprosta 1
o poczetku w punkcie O lezy na jednej ze Scian tego naroza, to

<(1.12)< max(<(14+.12),-i:(12 .13), <(11,13)), 1.1)
gazie 1 = 1.2,3.
Prosty dowéd lematu pomijamy.

Lemat 1.2

Dezeli pédproste 11, 12> 13 o poczetku w punkcie O se krawedziami
naroza tréjsciennego, o ketach ptaskich mniejszych od ST/2, a podproste
P2 ° poczetku w punkcie O leze na $cianach tego naroza, to

<(P1.P2)< maxiSra”l,,), <(12,13), ~(1j.1j)). a.2)

Rozpatrzmy naroze trdjscienne jak na rysunku
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Rys. 1.1
Stosujac lemat 1.1 kolejno do narozy trdéjsciennych, utworzonych przez
punkty ODEC oraz przez punkty OABC, dostajemy teze lematu 1.2.
Niech dane bede wektory

el - 1.0,0) e - ©0,10) e - O, 0.1). (1.3)

wektor

teczy wierzchotek czworoscianu utworzonego przez wektory (1.3) ze sSrodkiac
ciezkosci tréjkata podstawy tego czworoscianu.
tatwo sprawdzi¢. Ze

cos <(ei,r8)> 1i. i «1,2,3 @.4)

Ponadto, wektor

whN » ) i~ J, i.J » 1,2,3

z wektorem rg tworze ket mniejszy od JT/3, poniewaz

cos > 1/2 (1.5
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Twierdzenie 1,3

Oezeli podproste p2, p3» p4 c poczetku w Srodku ukdadu fcarte-
zjenskiego naleze do jednego z oktantéw przestrzeni R3, to istnieje ta-
kie dwie podproste pA, p,,, Ze

coa<(pi,Pj) > 1/2 i fij.  ji.j» 1,2,3,4

Dowéd

Zak6zmy, co nie zonieJsza ogllnosci. Ze péiproste p4, i1 = 1,2,3,4 na-
leze do pierwszego oktantu. Ptaszczyzna

X ¢y +z<1,

ograniczona ptaszczyznami ukdadu Oxyz, wyznacza tréjket roéwnoboczny ABC,
jak na rysunku 1.2..

Srodek ciezkosci tréjketa ABC oznaczymy przez S. Odcinki SA, SC, SB
dziele trojket na trzy deltoidy ab" ," BC" SA", CA" SA". Na podstawie zato-
zenia o podprostych p»~, 1= 1,2,3,4 widaé, ze przynajmniej dwie 2z nich
przsbijaje jeden z trzech deltoidéw. Niech podproste jp3,p4 przebijaje del-
toid BC" SA". Punkty przebicia ptaszczyzny deltoidu Bc® SA* pédprostymi p3,
P4 oznaczymy P~, P™. Oezeli punkty Pj, P4 leze po tej samej stroni» prze-
ketnej «c'A" lub przeketnej SB deltoidu BC"SA; to z lematu 1.2 wynika
prawdziwos¢é tezy naszego twierdzenia.

Ostatni przypadek, tj. zaprzeczenie czterech dotychczas rozpatrzonych,
daje, ze punkty P~, P4 leze w dwu réznych “Ewiartkach”™ deltoidu BC’SA", np.
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punkty Pj, P4 loze jak na rysunku 1.2. Wtedy odcinek Pj, PA przedtuzamy
do przeciecia sie z bokami SA", C"B, otrzymujac odcinek Pj P4. Wida¢, Ze

<(P"0 P4X<3C (P3 0 PA). 1.6)

Stosujac lemat 2.1 do naroza tréjscinnego. ktérego krawedziami sg pédpro-
ste 0S, OP4, OA, otrzymamy

0P4)< max«SOA", < SO P4.< A0 P4). Q.7
Ponadto
<P4 OA"< max(-£c"0B, < (/GA". < A OB).
Wiev
<P4 OA £ 9-/3. 1.8

Analogicznie w narozu tréjscienny?, ktérego krawedziami se pédproste C,
0S, OB, na podstawia lematu 1.1 otrzymamy

< SOP4 < max« SC", < BOCT < SOB), (1.9)
zas$
< BOC"< 3/3.

Na podstawie (1.7), (1-8), (1.9). wiedzac. Ze < SOA jest mniejszy od 3/3.
dostajemy

< Pij OP4 < nr/3. (1.10)

Z (1.10) i (1.6) wynika prawdziwos¢ tezy. Q ed.
Z twierdzenia 1.3 bezpos$rednio wynika

Twierdzenie 1.4

W ciggu wektoréw

viTv2 V13
przestrzeni R3 istnieje taka para wektoréw v1# Vj. i f j, zs

cos $C(VAVj ) > 1/2.

Oowdd twierdzenia pomijamy.
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Oznaczmy przez

N*(3) najmniejsza ilos¢ wektoréw w
przestrzeni R3, spedniajaca warunki
twierdzenia 1.4.

UwaSS

Tylko w dwu przypadkach znana jest najmniejsza liczbe N*. Mianowicie,
w przestrzeni R1 N*(I) » 2, zas dla R2 N*(2) a 3. Wyznaczenie liczby
N*(3) (dla przestrzeni R3) wymagatoby ddugich cho¢ elementarnych poszu-
kiwan. Oszacowanie z dotu liczby N*(3) mozna otrzyma¢ rozwazajac 20-Scian
foremny. Szes¢ wektoréw 4daczacych Srodek dwudziestoscianu z szesScioma
wierzchotkami najblizszymi do jednego z nich tworzy 15 katéw. Kosinusy
tych katow przyjmuja tylko dwie wartosci 1/V5 lub -1/{?.

Poniewaz 1/JE <1/2. wiec stad wynika, ze

N*(3) > 6. Q.1

Wyznaczenie liczby C(3).

Z geometrii elementarnej wiadomo, ze dla dwu wektoréw a, b z przestrze-
ni  Rn prawdziwa jest nieréwnosc¢

la-b] gdy < (e,b) e jo 3/3
aax( la] - bl )> .1)
Jatb] gdy < (a,b) t [2 X/3,Sr]

Twierdzenie 2.1

Ola kazdego skoriczonego ciagu
/1Vv2*m €2)
wektorow przestrzeni R3, o ddugosciach nie wiekszych niz 1,istnieje ciag
N A2RFFEINrg 2.3)

mnoznikéw réwnych 1 lub - 1 taki, ze

r

2 fivk < C®:; r»1.2.3...., 0 2.4
k»1
w dowodzie twierdzenia 2.1 cigg mnoznikoéw nie jest okreslony bezpo-

Srednio. W celu wyraznego uwidocznienia tego, dowdéd twierdzenia dzielimy
na trzy czesci:
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a) konstrukcja skonczonego ciegu wektoroéw,
b) konstrukcja ciegéw (skonczonych) mnoznikéw,
c) dowdd pewnej nieréwnosci, ktéra stanowi taze twierdzenia.

Dowéd twierdzenia 2.1

a) Zatézmy, ze w R3 dany jest cieg

V1iTVv2 vo " m > 13"

w ktorym diugosci wektoréw se nie wieksze od 1.
Okreslimy indukcyjnie ciegi wektoréw”

s m0,1,2,..., m-12, k *1,2,.,.,D-s
gdzie
skl < 1
w nastepujecy sposoéb
1) przyjmujemy
vok “ vk-© k “1,2..... “ (2*5>
wiec |wok] < 1.
ii) jezeli jest okresSlony cieg

vsk
lvs(<] < 1, O<s<a-12, k=1,2,..., m-s a-s >13,

to okreslimy cieg

Vs+1,k*
<1. k = 1,2.... ,n-8-1 w nastepujecy sposcbt

Poniewaz ilo$¢ wyrazéw ciggu v k jest m-s>13, to na podstawie twier-
dzenia 1.4 istnieje co najmniej jedna para wskaznikéw

takich, ze

|cos<(v3kn,vak™M| >1/2.
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Aby zapewni¢ Jednoznaczno$¢ wyboru takiej pary wskaznikéw (takich par
moze by¢ wiecej), wybieramy najpierw te pary, w ktdérych ki Jest najmniej-

eze, a z nich te, w ktérej kg jest najmniejsze. Seat wiec

150fI8 < 028 < 13. (2.6)

Wybrawszy i ustaliwszy wskazniki aria.off#. okreslimy i to jednoznacznie
liczbe i e 1

v < Iw _— )c [o- X/3]
le 20 Q.7
e g, ody < (v ,V _ e [2373, 53
le 2s
Za poooce liczb (2.6), (2.7), zwiezanych z ciegiem Vv i wektoréow tego

ciegu okreslimy wektory ciegu vg<,,  roéwnosde

dla wszystkich

vek “le

vs,k*i dla wszystkich

ve*l,k vs.k+2 dla wszystkich
«Z.Nva*2. dla k * 12

vs,k*1 dla wszystkich

¢s)

Zastrzezenie "jesli takie k Istnieje* jeet potrzebnet
np., gdy al0 m 1, to k < oflg nie istniejo®

Okreslone wzorem (2.8) wektory ciegu v>+1 j, dla kazdego k»l1,2,...,m-s-1
spstnieje nieréwnosé¢ |Jvg+l |J £ 1. Réwnos¢ (2.8) stenowi koniec indukcyj-
nej konstrukcji ciegoéw spedniajecych warunek |wKl < 11dla kazdego
rozwazanego s,k, gdzie s >0,1,2....,m-12, k> 1,2,.._, m-s.

Nalezy podkresli¢, ze gdy

e > m-12 to cieg Vv#k
posiada 12 wyrazéw

1 jest to ostatni z ciegéw

b) Konstrukcja ciegéw (skonczonych) mnoznikéw tgk

Korzystajec z tych samych zatozen co w czesci a) dla tych samych warto-
Sci m, s, k okreslimy indukcyjnie ciegi mnoznikéw £sjn ~1» 0~
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Wykorzystujac okreslone jednoznacznie w pierwszej czesci dowodu liczby

Ns* ~28* 12.*

i) dla s - 0-12 mnozniki

em-12 . k* k™12 ..... 12* <-107?
przyjmujemy roéowne dowolnym liczbom rzeczysitym, ktérych wartos¢ bez
wzgledna jest réwna 1,

np* Em-12.k ¢ 1+ dla k* 12,12,

ii) Zaktadajec, Ze juzZ jest okreslony cieg mnoznikéw
sk* 0< s < m-12, k «1,2,...,ms

o wyrazach 1 lub -1 wyznaczymy cieg ¢8_1 (-

k «1,2,..., m-6+1 za pomoce nastepujacej rownosci
¢8k dla kazdego k< g-jr JOSli takie k istnieje
«..12 dlak"*1._.«-1
£s k-1 dla kazdego k € 8-172,s-1" iasli takie k istnieje
Ts=hK o saligs, 12 dla k *a2,5-1
£9 j,2 dla kazdegok £ @ S-1 14) Jesli takie Kk istnieje
Ns'k-1 d™a kazdego k e (13 m-s+2) jesli takie k istnigje

(2.11)

W powyzszej rownosci okreslamy liczby £s-1 N za pomoce juz wczesniej
okreslonych liczb £g ~ ko 1,2,,.. o-s»l, rozpatrujec wszystkie mozliwe
rozteczne przypadki dla wskaznika k, a ponadto wykorzystujemy okreslone w
pierwszej czesci dowodu liczby s-1,0f2 s-1* +atw0 zauwazyé¢, ze
wyrazy ciegu £g_1 ~ przyjmuje tylko dwie wartosci 1 lub -1, gdyz

jedne z nich se réwne pewnym
liczbom ciegu 6 ~, a te na mocy zalkozenia
se réwne -1 lub 1
a pozostate roznie sie od £sk czynnikiem
~J8 j, ktory takze roéwny jest i lub -1.

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze wzory (2.10) i (2.l1i) okreslaje jenoznacznie
ciegi liczby o wartosciach 1 lub -1, dla kazdego

km1l,2,..., m-s (2.12)
a » m-14, m-13, m-12,.,.,1,0
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Powyzsza konstrukcja ciagéw mnoznikow ¢sS(( byta potrzebna po to. by
otrzyma¢ cieg mnoznikéw ck,

£okr N1 ,2 0 ,m. (2.13)

c) Dowdd nieréwnosci z tezy lematu

Nieréwnos¢ (2.4) z C(3) » 12 bedzie wnioskiem z nastepujecej rownosci

12 12+q
2 ¢skvsk " 2 fs-g.kvs-q.k* (2*14>
k-1 k«l
gdzie
q*0.1.2.....s. s*0.1.2.... ,m12,- mi 13.

Rownos¢ (2.14) udowodnimy, korzystajec z Indukcji wzgledem wskaznika ai
Dezeli g » 0. to réwnos¢ (2.14) jest oczywiscie prawdziwa. N dowodzie wy-
korzystujemy réwnosci (@ .8) i @ .11). W szczeg6lnosci,wyrazajec wektory
vs q k Prz9z wektoryvs_q_i j* mozna skorzystacbezposrednio ze wzoru
(2.8). Natomiast wzory (2.11) nie se dogodne do bezposSredniego zastosowa-
nia, gdyz wyrazaje £s_ik z nizszym wskaznikiem s-1 przez Ns j ze
wskaznikiem s.

Réwnos¢ wynikajece z (2.11), ale z wiekszym o 1 wskaznikiem po lewej
stronie, zapiszemy wiec w nastepujacej postaci, piszec ponadto s-q-1 za-
miast s-1, za$ s-q zamiast s:

£8 g I k dla kazdego k < a® 3_g.1L jesli takie k istnigje
¢s-g-1.k+1 dla kaideS° keiofl.s-g-1-+ 0B .s-g-1-:D -

£s-q,k Cs-g-1,k+2 dla kazda9® k£(af2 .s-q-1-2* 12> “omeon

¢s-g-1,k+1 dlIs kaide9° ke(l12. m-s+g+l) - * - (.15

Dalsze cze$¢ dowodu réwnosci (2.14) pozostawiamy czytelnikowi .
Dla q = s rownos¢ (2.14) przyjmuje postac

12 S+12 S+12

2 £ skvsk " 2 £qkvok - 2 £

k=1 k=1 k=1
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dla kazdego s - Q,1,2,..,,,m-12, wobec czego

SD D D D
2y Gk — ek 2 k<2 119D )

r - 8+12,

meny wiec dla kazdego r « 12,i3,...,m

r

2  fkvk < G- 12, (2.16)
k-1

zas dla r « 1,2,.»e,11 nieréwnosé (2.16) przyjmuje postac

r
2 fryk S < 12 - C(3).
k» i

Koniec dowodu.

Z dowodu twierdzenia 2.1 wynika, ze stale C(3) < 12 wyznaczymy tym spo-
sobem dla 1skonczonego cigagu wektoréw przestrzeni R3. tatwo zauwazyc, ze
w przestrzeni R1 twierdzenia 2.1 jest takze prawdziwe dla nieskorhczone-
go ciagu wektorow. Nie wiadomo czy tak jest choéby w R2.

Stata C(3) m 12 wyznaczona w twierdzeniu 2.1 nie Jest najmniejsze sta-
le spelniajece jogo teze. Najmniejsze state Jest liczba

c*{3) - inf C(3) @.17)

Wiadomo jedynie, ze w przestrzeni R¥ C*(1)= 1.
W pracy [I] podane zostato, ze w przestrzeni r2 c*(2)

3. WYZNACZANIE CIAGU MNOZNIKOW UZBIEZNIAOACYC!!

Korzystajec z twierdzenia 2.1 udowodnimy.

Twierdzenie 3.1

Ols kazdego ciegu wektordw Vv. w przestrzeni R3, takiego, ze lim v. e
k

k-<~
» 0, istnieje ciag mnoznikow ° + 1 taki, ze szereg

2 fkvk G-D
k-1

Jest zbiezny.
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Dowéd

Zakbézmy, za

2 wki
k-1
gdyz w przeciwnym wypadku twierdzenie jest prawdziwe i to przy dowolnym

ciggu mnoznikéw" ograniczonych.
Okreslimy indukcyjnie ciag liczb m™_

ml Jako najmniejszag liczbe naturalng taka, zs dla kazdego

k > »x |vk]| C I.

jako najmniejsza liczbe naturalng wiekszag od m" (8+1 > n8)

as+t
k > mB+1 |wk] < 1/2@.

taka, ze dla kazdego

Na podstawie twierdzenia 2.1 do ciagu wektoréw

vk* k “ W 1v** "s+l-1
mozna dobra¢ ciag mnoznikoéw taki, ze
3
2 fk vk < ET. (3*2)
gdzie j - a8rn8.1..,_,ms+1-1.
- 1*

Ola k< przyjmujemy

W szczegdlnosci biorgc J ” °8+i“l na podstawie (3.2), otrzymamy szereg

1tl_:L jo VI"4H
S \ e21 22 £kke 39
k-1 s«l k:ms)

Jednak szeregiem

ktéry jest bezwzglednie zbiezny. Szereg (3.3) nie jest
w ktoérych wskazniki

(3-1). Ciag wszystkich sum czesciowych szeregu (3.1),

sg wieksze od n”-1, jest roéwny

Ini-1 p /VI-1 \ j

2 £kvk m 2 vk + 2 UI £kvk/)+ 2 £ v

s=1 Rk=og

. (CRD

gdzie mp+2 > j > mp+l dla odpowiedniego p - p(J)- p - 1,2,...
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Poniewaz ®k+1 > wiec pCl)— & gdy j- <o
Korzystajac z (3.2) i1 oznaczajac przez S sume szeregu (3.3). mamy

3 mi—1 p/ms-1-1 v 3
S-2 gkvk ° s-2 vk—Az v, -2 £ vk
k=1 k=1 »1 S kams y K<V i
'ms+l—1
12, 12 36
X] (X VkI- 2 e*vk ,s-1 Sp*
s»p+1 \k»n k:mp+1 s»p+l

gdzie p - p(J), wiec

Iim — = 0.
J-<~ 2p

Z powyzszej roéwnosci wynika. Ze szereg (3.1) jest zbieZny 1 ma te samg
sume co szereg (3.3).

Koniec dowodu.
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0 CBOIICTBAX PHM BEKTOPOB B KPOCTPAHCIBE R3

Pe3®eme

B paSoie flOKa3aHa TeopeMaTAM xasfloro psja EexTopoB (vH » k “ 1.2,3....
ppocTpaHCTBa R3 TaKoro, wo jvj — O cymectByei paj, couHoaczieaea
« + 1 TaKoS, Ul0 pafi 2 ¢~ v” cxoaktch.
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ON A PROPERTY OF VECTOR SERIES IN R3 SPACE

Summary

In this note we have proved that for every sequence of vectors jvA\J,
ke 1,2,3,... of R3 space where | - 0, we can choose the infinite
sequence of eigne6 {£k|» £(, m £ 1 such thet the series 2 is conver-
gent.



