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O. TIMMLER

PEWNA WŁASNOŚĆ SZEREGÓW WEKTOROWYCH 
W PRZESTRZENI R3

jtreezczenle. w pracy wykazano prawdziwość twierdzenia: dla każ­
dego cięgu wektorów , k » 1,2,3.... przestrzeni R3 takiego. Ze
lŷ l — * O istnieje cięg mnożników ♦ i taki. Ze szereg
2ć)(vk Jest zbieZny.

WSTąP

B. Riemann pierwszy zwrócił uwagę na łetwe do udowodnienia 

Twierdzenie 0.1
Niech dany będzie cięg liczb rzeczywistych oraz dowolnie obrana

liczba q. OeZali

i) lin vfc ■ O, vk > O
k—*o*>

OO
ii) 2  vk " 0,5 * 

k»l

to istnieje cięg mnożników |£kj. ■ ł 1 taki. Ze

2  £k • vk - q k-i

A.Oyoretzky i Ch. Hananl w pracy [2] dla cięgów liczb zespolonych udowod­
nili nie tak ogólne jak twierdzenie 0 .1 .

Twierdzenie 0.2
OeZell wyrazy clęgu liczb zespolonych spełniaję warunek — » q, t0

cięg mnożników {̂ |<} • “ £ 1 mo2na dobr*ć tak, by szereg

2  £kvk 
k-l

-był zbieZny.
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Dowód powyższego twierdzenia iatwo wynika z ciekawej własności wekto­
rów w przestrzeni R2. Własność ta w pracy [2] sformułowana Jest w posta­
ci następującego lematu.
Lemat 0.3

Ola dowolnego dęgu wektorów (skończonego)

przestrzeni R2 możne dobrać cięg mnożników

fj * ̂ 2# • • • • .... ii u «

gdzie - ♦ 1 k - 1.2.....a tak. by

W pracy [lj E. Calabi i A. Dvoretzky podaję do wiadomości, że stała {T, 
spełniajęca lemat 0.3, Jest najlepsza, tzn. nie można jej zastępie innę 
stałę, mniejszę od liczby Z?. Ponadto, autorzy pracy [l] informuję, że w 
przestrzeni Rn n > 3, własność podana w lemacie 0.3 Jest im nieznana.

Celem niniejszej pracy Jest uogólnienie lematu 0.3 na przestrzeń R3.
Rozważymy naroże trójścienne, którego krawędziami sę półproste 1 ^  12> 

lj. o wspólnym poczętku O.

Lemat 1.1
Oeżeli półproste 11# 12 , 1^ o poczętku w punkcie O sę krawędziami 

naroża trójściennego o kętach płaskich, mniejszych od JT/2, a półprosta 1 

o poczętku w punkcie O leży na jednej ze ścian tego naroża, to

<(1.12 )< max(<(lł.l2 ),-i:(l2 .l3 ), < ( 1 1,13 )), (1.1)

gazie i = 1.2,3.
Prosty dowód lematu pomijamy.

Lemat 1 . 2

Deżeli półproste 11, 12> 13 o poczętku w punkcie O sę krawędziami 
naroża trójściennego, o kętach płaskich mniejszych od ST/2, a półproste 

P2 ° poczętku w punkcie O leżę na ścianach tego naroża, to

< ( P 1.P2 )< maxiSra^l,,), < ( 1 2 ,13 ), ^(Ij.lj)). (1.2)

Rozpatrzmy naroże trójścienne jak na rysunku
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Rys. 1.1

Stosując lemat 1 . 1  kolejno do naroży trójściennych, utworzonych przez 
punkty ODEC oraz przez punkty OABC, dostajemy tezę lematu 1.2.

Niech dane będę wektory

e1 - (1 .0 ,0 ) e2 - (0 ,1 ,0 ) e3 - (0 ,0 .1 ). (1.3)

wektor

łęczy wierzchołek czworościanu utworzonego przez wektory (1.3) ze środkiac 
ciężkości trójkąta podstawy tego czworościanu.

Łatwo sprawdzić. Ze

cos < ( e i,r8 )> i. i « 1,2,3 (1 .4 )

Ponadto, wektor

w ^  » , i ̂  J, i.J » 1,2,3

z wektorem rg tworzę kęt mniejszy od JT/3, ponieważ

cos > 1 / 2 (1.5)
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Twierdzenie 1,3
Óezeli półproste p2 , p3» p4 c poczętku w środku układu fcarte-

zjeńskiego należę do jednego z oktantów przestrzeni R3 , to istnieję ta­
kie dwie półproste pA, p„, Ze

coa<(pi,Pj) > 1/2 i łi j. ji,j » 1,2,3,4

Dowód
Załóżmy, co nie zonieJsza ogólności. Ze półproste p4, i = 1,2,3,4 na­

leżę do pierwszego oktantu. Płaszczyzna

x ♦ y + z <= 1,

ograniczona płaszczyznami układu Oxyz, wyznacza trójkęt równoboczny ABC, 
jak na rysunku 1.2..

środek ciężkości trójkęta ABC oznaczymy przez S. Odcinki SA, SC, SB 
dzielę trójkęt na trzy deltoidy ab' SC,' BC' SA', CA' SA'. Na podstawie zało­
żenia o półprostych p^, i = i,2,3,4 widać, że przynajmniej dwie z nich 
przsbijaję jeden z trzech deltoidów. Niech półproste ¡p3,p4 przebijaję del- 
toid BC' SA'. Punkty przebicia płaszczyzny deltoidu Bc' SA' półprostymi p3 , 
P4 oznaczymy P^, P̂ . Oeżeli punkty Pj, P4 leżę po tej samej stroni» prze- 
kętnej c' A' lub przekętnej SB deltoidu BC' SA;, to z lematu 1.2 wynika 
prawdziwość tezy naszego twierdzenia.

Ostatni przypadek, t j. zaprzeczenie czterech dotychczas rozpatrzonych, 
daje, że punkty P^, P4 leżę w dwu różnych “ćwiartkach" deltoidu BC’ SA', np.
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punkty Pj, P4 lożę jak na rysunku 1.2. Wtedy odcinek Pj, PĄ przedłużamy 
do przecięcia się z bokami SA', C'B, otrzymując odcinek Pj P4. Widać, Ze

<(P^0 P4 X<3C (P3 O P^). (1.6)

Stosując lemat 2.1 do naroża trójścinnego. którego krawędziami są półpro­
ste OS, 0P4 , OA, otrzymamy

0P4 ) <  max«SOA', <  SO P4 . <  AO P4 ). (1.7)

Ponadto

< P 4 0A'< max(-£c'OB, <  (/GA'. <  A OB).

Więv

< P 4 OA £ 9-/3. (1.8)

Analogicznie w narożu trójścienny?, którego krawędziami sę półproste OC',
OS, OB, na podstawia lematu 1.1 otrzymamy

<  S0P4 < m a x «  SOC', <  BOCÎ <  SOB), (1.9)

zaś

<  BOC'< 3/3.

Na podstawie (1.7), (1.8), (1.9). wiedząc. Ze <  SOA jest mniejszy od 3/3. 
dostajemy

<  Pij 0P4  <  n r/3 .  ( 1 . 1 0 )

Z (l.lO) i (1.6) wynika prawdziwość tezy. Q ed.
Z twierdzenia 1.3 bezpośrednio wynika

Twierdzenie 1.4 
W ciągu wektorów

vl'v2  V13

przestrzeni R3 istnieje taka para wektorów v1# Vj. i f j, żs

cos $C(vAVj ) >  1/2 .
□owód twierdzenia pomijamy.
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Oznaczmy przez

N*(3) najmniejszą ilość wektorów w
przestrzeni R3 , spełniającą warunki 
twierdzenia 1.4.

UwąSS
Tylko w dwu przypadkach znana jest najmniejsza liczbę N*. Mianowicie, 

w przestrzeni R1 N*(l) » 2, zaś dla R2 N*(2) a 3 . Wyznaczenie liczby 
N*(3) (dla przestrzeni R3 ) wymagałoby długich choć elementarnych poszu­
kiwań. Oszacowanie z dołu liczby N*(3) można otrzymać rozważając 20-ścian 
foremny. Sześć wektorów łączących środek dwudziestościanu z sześcioma 
wierzchołkami najbliższymi do jednego z nich tworzy 15 kątów. Kosinusy 
tych kątów przyjmują tylko dwie wartości I/V5 lub -!/{?.

Ponieważ 1/JE <1/2. więc stąd wynika, że

N*(3) > 6. (2.1)

Wyznaczenie liczby C(3).
Z geometrii elementarnej wiadomo, że dla dwu wektorów a, b z przestrze­

ni Rn prawdziwa jest nierówność

I|a-b| gdy <  (e,b) e jo 3/3]
aax( |a| . Ibl ) >  •( (2.1)

|a+b| gdy <  (a,b) t [2 X/3,Sr]

Twierdzenie 2.1
Ola każdego skończonego ciągu

/1' v2 * ■ (2.2)
wektorów przestrzeni R3 , o długościach nie większych niż 1,istnieje ciąg

^l’̂ 2'***'^ra (2.3)

mnożników równych 1 lub - 1 taki, że

r
< C(3); r » 1.2.3. . . . , 0  (2.4)2  £i-vk k 

k»l

w dowodzie twierdzenia 2.1 ciąg mnożników nie jest określony bezpo­
średnio. W celu wyraźnego uwidocznienia tego, dowód twierdzenia dzielimy 
na trzy części:
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a) konstrukcja skończonego cięgu wektorów,
b) konstrukcja cięgów (skończonych) mnożników,
c) dowód pewnej nierówności, która stanowi tazę twierdzenia.

Dowód twierdzenia 2.1
a) Załóżmy, że w R3 dany jest cięg

V1'V2  vo ' ■ > 13'

w którym długości wektorów sę nie większe od 1 .
Określimy indukcyjnie cięgi wektorów’

s ■ 0,1,2,..., m—12, k * 1,2,.,.,D-s
gdzie

lvskl < 1

w następujęcy sposób 
1) przyjmujemy

vok “ vk' k “ 1,2.....“ (2*5 >

więc |vok| < 1.

ii) jeżeli jest określony cięg 

vsk
|vs(<| < 1, 0 < s < a - 1 2 ,  k = 1,2,..., m-s a-s >13,

to określimy cięg 

Vs+1,k *

<1 .  k = 1,2.... ,n-8-l w następujęcy sposćbt

Ponieważ ilość wyrazów ciągu v k jest m-s>13, to na podstawie twier­
dzenia 1.4 istnieje co najmniej jedna para wskaźników

takich, że

|cos<(v3k^,vak )̂| >1/2.



210 3« Yimmlar

Aby zapewnić Jednoznaczność wyboru takiej pary wskaźników (takich par 
może być więcej), wybieramy najpierw te pary, w których ki Jest najmniej- 
eze, a z nich tę, w której kg jest najmniejsze. Seat więc

lśofl8 < oe28 < 13. (2.6)

Wybrawszy i ustaliwszy wskaźniki aria. of£#. określimy i to jednoznacznie 
liczbę ij># ■» ♦ 1

" ' I '

9<*y <  lvw  , ) c [o. X/3]le •“20
0dy <  (v , v _  ) e [23^3, 5rJ 

le #®2s

(2.7)

Za pooocę liczb (2.6), (2.7), zwięzanych z cięgiem v i wektorów tego 
cięgu określimy wektory cięgu vg< „ fe równośdę

ve*l,k

vek dla wszystkich

vs,k*i dla wszystkich

vs.k+2 dla wszystkich

«Z.va*2.

vs,k*l dla wszystkich

‘le

dla k * 12

(2.8)Zastrzeżenie "jeśli takie k Istnieję* jeet potrzebnet

np., gdy ar10 ■ 1, to k < oflg nie istniej©

Określone wzorem (2.8) wektory cięgu v>+1 ¡, dla każdego k»l,2,...,m-s-l 
spsłnieję nierówność |vg+1 |J £ 1. Równość (2.8) stenowi koniec indukcyj­
nej konstrukcji cięgów spełniajęcych warunek |vg|{| < 1 1 dla każdego
rozważanego s,k, gdzie s >0,1,2....,m-12, k > l,2,...,m-s. .
Należy podkreślić, że gdy

e > m-12 to cięg v#k
posiada 12 wyrazów

1 jest to ostatni z cięgów

b) Konstrukcja cięgów (skończonych) mnożników tgk
Korzystajęc z tych samych założeń co w części a) dla tych samych warto­

ści m, s, k określimy indukcyjnie cięgi mnożników £ sj, n *. 1» 0 ”
® O ,1,2,...,m—12, k • 1,2,...,m-s.
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Wykorzystując określone jednoznacznie w pierwszej części dowodu liczby

^ls* ^28* 12.'

i) dla s • o-12 mnożniki

¿m-12.k' k " 1'2 .....12* <2-10?

przyjmujemy równe dowolnym liczbom rzeczysitym, których wartość bez 
względna jest równa 1,

dlanp* £m-12.k “ 1* k * 1,2 ,...,12,

ii) Zakładajęc, Ze juZ jest określony cięg mnożników

sk' O < s < m-12, k « 1,2,...,m~s

o wyrazach 1 lub -1 wyznaczymy cięg ¿8_1 (j. 
k « 1,2,...,m-6+l za pomocę następującej równości

ć8j< dla każdego k < g.jr J0śli takie k istnieję

«..12 d l a k "*l.«-l

£s k-1 dla każdego k € 8—1^2,s-1^ iaśli takie k istnieję 

?a-lćs,l2 dla k * a 2,5-l
£g j,_2 dla każdego k £ (cc2 S-1 14) Jeśli takie k istnieję

^s'k-1 d^a każdego k e (13 m-s+2) jeśli takie k istnieję
(2 . 11 )

*s-l,k

W powyższej równości określamy liczby £ s-1  ̂ za pomocę już wcześniej 
określonych liczb £g ^  k o 1 ,2 ,,.. o-s»l, rozpatrujęc wszystkie możliwe 
rozłęczne przypadki dla wskaźnika k, a ponadto wykorzystujemy określone w 
pierwszej części dowodu liczby s-l,of2 s-1* ł-atw0 zauważyć, że
wyrazy cięgu £g_1  ̂ przyjmuję tylko dwie wartości l lub -1, gdyż

jedne z nich sę równe pewnym 
liczbom cięgu 6 ^ , a te na mocy założenia 

sę równe -1 lub 1 
a pozostałe różnię się od £sk czynnikiem 
Ĵ8_j, który także równy jest i lub -1.

Możemy więc stwierdzić, że wzory (2.10) i (2.li) określaję jenoznacznie 
cięgi liczby o wartościach 1 lub -1, dla każdego

k ■ 1,2,..., m-s (2.12)
a » m-14, m-13, m-12,.,.,1,0
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Powyższa konstrukcja ciągów mnożników ¿s(( była potrzebna po to. by 
otrzymać cięg mnożników ck,

£ okr ^ “ 1 ,2 ,...,m. (2.13)

c) Dowód nierówności z tezy lematu
Nierówność (2.4) z C(3) » 12 będzie wnioskiem z następujęcej równości 

12 12+q
2  ćskvsk " 2  fs-q.kvs-q.k‘ (2*14>
k- 1  k«l

gdzie
q * 0.1.2.... .s. s * 0.1.2.... ,m—12,- m i 13.

Równość (2.14) udowodnimy, korzystajęc z Indukcji względem wskaźnika qi 
Deżeli q » O. to równość (2.14) jest oczywiście prawdziwa. IV dowodzie wy­
korzystujemy równości (2 .8 ) i (2 .1 1 ). W szczególności, wyrażajęc wektory
vs q k Prz9z wektory v 8_q_i j* można skorzystać bezpośrednio ze wzoru
(2.8). Natomiast wzory (2.11) nie sę dogodne do bezpośredniego zastosowa­
nia, gdyż wyrażaję £s_i k z niższym wskaźnikiem s-l przez ^s j ze
wskaźnikiem s.

Równość wynikajęcę z (2.1l), ale z większym o 1 wskaźnikiem po lewej 
stronie, zapiszemy więc w następującej postaci, piszęc ponadto s-q-l za­
miast s-l, zaś s-q zamiast s:

£8_q_l k dla każdego k < aĉ  3 _q.1L jeśli takie k istnieję

ćs-q-l.k+l dla kaideS° keiofl.s-q-l-ł 0f2 .s-q-l-:l) ' “ “

Ćs-q-l,k+ 2 dla kaŻda9° k£(af2 .s-q-l-2* 12> “ " "
ćs-q-l,k+l dls kaide9° ke(l2. m-s+q+l) - “ - (2.15)

£s-q,k

Dalszę część dowodu równości (2.14) pozostawiamy czytelnikowi. 
Dla q = s równość (2.14) przyjmuje postać

1 2 s+ 1 2 s+ 1 22 £ skvsk " 2 £qkvok "  2 £
k=l k=l k=l
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dla każdego s - Q,l,2 ,..„,m-1 2 , wobec czego

S+12 12 12 122 ćkvk - 2 e6kvsk 2 J£skvsk|< 2 1,1 “ 12 “ ).k-l k-l k-l k-l
Oznaczajęc

r - 8+1 2 ,

meny więc dla każdego r « I2,i3,...,m 

r
2  £ kvk 
k-l

zaś dla r « 1 ,2 ,

< c(3) - 1 2 ,

r
2  f
k»i

kvk

.»•,11 nierówność (2 .1 6 ) przyjmuje postać 

< r < 12 - C(3).

Koniec dowodu.

(2.16)

Z dowodu twierdzenia 2.1 wynika, że stale C(3) • 12 wyznaczymy tym spo­
sobem dla 1 skończonego ciągu wektorów przestrzeni R3. Łatwo zauwazyc, że 
w przestrzeni R1 twierdzenia 2.1 jest także prawdziwe dla nieskończone­
go ciągu wektorów. Nie wiadomo czy tak jest choćby w R2 .

Stała C(3) ■ 12 wyznaczona w twierdzeniu 2.1 nie Jest najmniejsze sta­
le spelniajece jogo tezę. Najmniejsze stałe Jest liczba

C*{3) - inf C(3) (2.17)

Wiadomo jedynie, że w przestrzeni Rł C*(l) = 1.
W pracy [l] podane zostało, że w przestrzeni r2 c*(2)

3. WYZNACZANIE CIĄGU MNOŻNIKÓW UZBIEZNIAOĄCYC!!

Korzystajęc z twierdzenia 2.1 udowodnimy.
Twierdzenie 3.1
Ols każdego ciegu wektorów v. w przestrzeni R3 , takiego, że lim v. •

k k-<~» 0, istnieje ciąg mnożników ° + 1 taki, że szereg

kVk2  f
k-l

Jest zbieżny.

(5.1)
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Dowód
Załóżmy, ża

2  ivk i
k-l

gdyż w przeciwnym wypadku twierdzenie jest prawdziwe i to przy dowolnym 
ciągu mnożników' ograniczonych.

Określimy indukcyjnie ciąg liczb m^ _

m1 Jako najmniejszą liczbę naturalną taką, żs dla każdego
k >  » x  |v k | C l .

as+ł jako najmniejszą liczbę naturalną większą od m^ (<“8+1 > n8 )
taką, że dla każdego k > mB+1 |vk| < 1/2®.

Na podstawie twierdzenia 2.1 do ciągu wektorów

vk* k “ W 1"** '“s+l-1 

można dobrać ciąg mnożników taki, że

3

2  fk vk < ~ T '  (3*2)2

gdzie j - a8rn8.l..,.,ms+1-l.
Ola k <  przyjmujemy - 1*
W szczególności biorąc J ” °8+i“l na podstawie (3.2), otrzymamy szereg

ft — 11 joo V l " ł
S  \  ♦ 21 22 £kvk* (3*3)
k-l s«l k=m5»

który jest bezwzględnie zbieżny. Szereg (3.3) nie jest jednak szeregiem
(3.1). Ciąg wszystkich sum częściowych szeregu (3.1), w których wskaźniki
są większe od n^-1, jest równy

j lm1-l p / V I - 1 \  j
2 £kvk ■ 2 vk + 2 ( Ul £ kvk ) + 2  £ v , (3.4)
k-l k-l s=l Rk=og /

gdzie mp+2 > j > mp+1 dla odpowiedniego p - p(j). p - 1,2,...
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Ponieważ ®k+1 > więc pC J ) —  ■3° gdy j —  <x>
Korzystając z (3.2) i oznaczając przez S sumę szeregu (3.3). mamy

3 m —1 i P/'ms-l-1 V 3
s - 2  £kvk 8 s - 2  vk - Á 2  v „ - 2  £ kvk

k=l k=l S»1S kams y k*Vi

' m —1s+1
X] ( X  V k J -  2  e*vk
s»p+l \k»n k=mp+1 s»p+l

12 , 12 36
,s-l >P*

gdzie p - p(j), więc

lim —  = 0.
J-<~ 2p

Z powyższej równości wynika. Ze szereg (3.1) jest zbieZny 1 ma tę samą 
sumę co szereg (3.3).

Koniec dowodu.
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0  CBOÍÍCTBAX P H M  BEKTOPOB B  KPOCTPAHCÍBE R3 

P e 3 œ m e

B paSoie flOKa3aHa TeopeMaÎAM xasfloro psja EexTopoB (v|c| » k “ 1.2,3.... 
ppocTpaHCTBa R3 TaKoro, w o  ¡vj — 0 cymectByei paj, couHoaczieaea 
« + 1 TaKoS, U10 pafi 2  ¿^v^ cxoaktch.



216 3. Timmler

ON A PROPERTY OF VECTOR SERIES IN R3 SPACE 

S u m m a r y
In this note we have proved that for every sequence of vectors jv^J , 

k • 1,2,3,... of R3 space where | —  0, we can choose the infinite 
sequence of eigne6 {£k|» £(, ■ £  1 such thet the series 2  is conver­
gent.


