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1. WSTEP

Zawodowe studia techniczne dla pracujacych prowadzone sa w Polsce jako
studia wieczorowe i studia zaoczne. W obu systemach efektywnos¢ studidéw dla
pracujacych zalety w duzym stopniu od organizacji procesu dydaktycznego,
czyli ®d doboru metodyki nauczania, a wiec od metodyki przekazywania wiedzy
i metodyki uczenia sie.

Na studiach wieczorowych tresci wykdadéw wprowadzaja do poszczeg6lnych te-
matow, ktore nastepnie studenci przerabiaja z podrecznika. ¥ przekazywaniu
wiedzy na technicznych studiach zawodowych dla pracujacych podrecznik od-
grywa bardzo wazng role. Jeszcze wieksza role odgrywa podrecznik na stu-
diach zaocznych, na ktérych wykkady wprowadzajace odbywajg sie w okrasach
zjazdéw i maja charakter syntetyczny. Podrecznik studentowi zaocznemu za-
stepuje zywe stowo wykdtadowcy i w miare mozliwosci Srodki pogladowe stoso-
wane przez wykdadowce. Zatem na studiach dla pracujacych metodyka przekazy-
wania wiedzy jest Scisle zespolona z metodyka uczenia sie. Whasciwa metody-
ka uczenia sie winna Sprzede wszystkim®™ umozliwi¢ studentowi glebokie zrozumienie
tresci nauczania oraz samokontrole nad stopniem jej opanowania. Z tym wigze
sie bezposrednio wyrabianie umiejetnosci stosowania wiedzy teoretycznej do
rozwigzywania zagadnien technicznych, co z kolei wpitywa na rozwijania umie-
jetnosci samodzielnego mys$lenia.

Ponadto w zwigzku z przyspieszonym rozwojem nauki 1 techniki najbardziej
nawet gruntowna wiedza wyniesiona przez studentéw wyzszej szkoty technicznej
dla pracujacych powinna by¢ stale pogiebiana 1 uzupekniana. Uczelnia wiana,
wiec uczyni¢ wszystko, aby jej wychowankowie byli ludZzmi o umystach chdon-
nych, zdolni stale samodzielnie doksztakcac¢ sie 1 nadazaC za tempem przemian
w technice i1 w zyciu spotecznym. Absolwent szkoty technicznej dla pracuja-
cych winien by¢ przekonany o koniecznosci statego podnoszenia swoich kwali-
fikacji i posiada¢ umiejetnos¢ ich zdobywania. ¥ uczelni wiec nalezy u-
ksztattowa¢ | whasciwie ukierunkowa¢ aktywnag postawe i ambicje twércze ab-
solwenta,

W wielu osrodkach prowadzone sg intensywne poszukiwania najlepszych i ra-
cjonalnych metod samoksztakcenia studentéw na studiach zawodowych technicz-
nych z uwzglednieniem nowej technologii dydaktycznej. Do nowej technologii
nauczania zalicza sie réwniez nauczanie programowane.Nauczanie programowane
moze okazac¢ sie szczegblnie przydatne na studiach zaocznych. 0 tym ozjritakie
zatozenie jest stuszne przesadzi oczywiscie praktyka szkolenia.



2. WLACZANIE DO ORGANIZACJI PROCESU NAUCZANIA TEKSTOW PROGRAMOWANYCH

Niespotykany w rozwoju ludzkosci szybki proces narastania informacji na-
ukowyoh, z JakiBi powinien zaznajomi¢ sie student w czasie swego pobytu w
wyzszej szkole technicznej dla pracujacych, stwarza konieczno$¢ odpowiednie-
go selekcjonowania i aktualizowania tresci nauczania przy réwnoczesnym po-
szukiwaniu najbardziej skutecznych form 1 metod procesu dydaktycznego. Cho-
dzi gtdéwnie o taka organizacje procesu nauczania, ktéra pozwolitaby prze-
zwyciezyC sprzecznos¢ miedzy narastaniem wiedzy a ograniczonym czasem, prze»
znaczonym na zaznajomienie z nig studentéw.

Ulepszenie procesu nauczania w uczelni technicznej dla pracujacych w dro-
dze stosowania nowoczesnych metod I Srodkéw dydaktycznych staje sie sprawg
niezwykle wazna i aktualng. Podejmujac zadanie unowoczesnienia procesu dy-
daktycznego nalezy jednakze zachowa¢ duza ostroznos$¢ w dokonywaniu zmian.
Nalezy bowiem pamietaé¢, ze problem unowoczesnienia procesu nauczania pole-
ga z jednej strony na kultywowaniu wartosciowych tradycji z adaptacjg do
zmieniajacych sie warunkéw, a z drugiej strony na wprowadzaniu szeroko w
praktyce wyprébowanych, sprawdzonych pod wzgledem efektywnosci nowatorskich
koncepcji dydaktycznych,

Do nowatorskich koncepcji dydaktycznych zaliczamy miedzy innymi takze
i nauczanie programowane, w szczegdlnosci daczenie nauczania programowane-
go z nauczaniem konwencjonalnym.

Intensywne badania nad nauczaniem programowanym, dotyczace szerokiego
wachlarza zagadnien, prowadzone sga w wielu krajach, miedzy innymi w Stanach
Zjednoczonych, Anglii, Francji a takze i w krajach nalezacych do obozu so-
cjalistycznego, Wyrazem tego zainteresowania sa miedzynarodowe zjazdy, sym-
pozja ! konferencje.

Nauczanie programowane stosuje sie w Polsce w wyzszym szkolnictwie woj-
skowym w sposob eksploatacyjny i eksperymentalny. Réwnolegle z eksperymenta-
mi w Akadem!aoh Wojskowych prowadzone sa intensywne badania w tym zakresie
pod kierunkiem pref» dra hab, Cz, Kupisiewieza w kilku wyzszych uczelniach
w kraju. Wyniki zrealizowanych teksperymentéw za granica i w kraju Swiad-
czg = przewadze nauczania programowanego nad konwencjonalnym, ale szeroko
rozpowszechniony Jest poglad, ze nauczanie programowane w catoksztakcie
dziatalnosci dydaktycznej szkodly wyzszej ma racje bytu tylko jako metoda
pomocnicza, szczegllnie przydatna w zakresie przekazywania nowych informa»
cji, w procesie kierowanie uczenie® sie, w utrwalaniu zdobytej wiedzy oraz
w kontroli i scenie stopni® przyswajania wiadomosci, Poniewaz nauczanie
programowane indywidualizuje proces nauczania, moze by¢ wykorzystane % do-
brymi wynikami takt« i w dostosowaniu procesu nauczania do tempa pracy
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uczacej sie osoby, przede wszystkim w pracy samoksztakceniowej studentéw
technicznych studidéw dla pracujacych.

Wiaczone obok metod konwencjonalnych do procesu dydaktycznego nauczanie
programowane moze spedni¢ wazng role w =jintelgracjl réznych form tego proce-
su. Badania wykazaty, ze optymalne korzysci osiagna¢ mozna wéwczas, gdy
wprowadzajac w szkole wyzszej nauczanie programowane zorganizujemy proces
dydaktyczny danej dyscypliny w ten sposob, ze skdada¢ sie bedzie z jedno-
stek metodycznych, tworzgcych zamkniety cykl:

- wyk#ad,
- samodzielna praca studentéw z podrecznikiem programowanym,
- seminarium konicowe (ewentualnie praca laboratoryjna).

Z przeprowadzonych eksperymentéw wynika, ze daczenie nauczania programo-
wanego z nauczaniem konwencjonalnym w wyzszej szkole technicznej dla pracu-
Jacych wydaje sie szczegdélnie korzystne w zakresie takich przedmiotéw, Jaki
matematyka, mechanika, elektrotechnika, elektronika, geologia.

Ostatnie badania w zakresie nauczania matematyki wykazaty, ze wlkaczenie
do procesu nauczania tekstéw programowanych przez utworzenie cyklu zamknie-
tego:

- praca studentéw nad tekstem programowanym,
- wykdad,
- ¢wiczenia tablicowe

przyczyniaja sie wybitnie do efektywnego zdobywania przez studentéw opera-
tywnej wiedzy z tego zakresu.

Stwierdzono bowiem empirycznie, ze teksty zaprogramowane metoda blokowg
zapewniaja dobre wyniki nie tylko w zakresie opanowania przez studentéw
wiedzy biernej, ale wymagaja rowniez umiejetnosci zastosowania poznanyoh
poje¢ i twierdzen w rozwigzywaniu zadan, uzasadniania 1 weryfikowania sadéw
oraz dowodzenia twierdzen. Rozwijaja wiec w Jakim$ stopniu samodzielne my-
Slenie.



3. KONSTRUOWANIE TEKSTOW PROGRAMOWANYCH METODA BLOKOWA

Popularyzacja tej formy pracy ze studentami jest utrudniona brakiem odpo-
wiednich tekstow programu blokowego, dostosowanego do tresci wykdadanego ma-
teriatu nauczania. Opracowanie odpowiedniego podrecznika programowalnego jest
bardzo pracochtonne, poniewaz wymaga kilkakrotnej i réznorakiej weryfikacji.
W programie blokowym informacje musza by¢ starannieuporzadkowane i utozone
w wyraznie zarysowane obszary pojec.

Przy konstruowaniu programéw metoda blokowag praca przebiega w nastepuja-
cy sposob:

i) Formutujesy cele, ktére winny byé zrealizowane przez studentéw po
przerobieniu programu i na tej podstawie dobieramy odpowiednie fragmenty
tekstéw konwencjonalnych, opierajac sie przewaznie na tekstach zawartych w
podrecznikach. Wybrany, tekst poddaje sie skrupulatnej analizie wykorzystuj
Jac do tego celu miedzy innymi metode macierzowa. Dopiero po ustaleniu dro-
ga analizy w obrany® tekscie tresci informacji naukowych, po uwzglednieniu
uogélnien, po zbadaniu zachodzacych miedzy nimi stosunkéw merytorycznych i
logicznych, po zlikwidowaniu zbednych powtérzen i dygresji, tekst zostaje
whgczony do programu.

2} Dla przygotowanego tekstu opracowujemy liste pytan, starajac sie o to,
aby dotyczyty one merytorycznych punktéw ciezkosci zawartych w tekscie kon-
wencjonalnym.

3) Sporzadzamy liste mozliwych do pope#nienia przez studentéw bledéw. Do
tego celu mozemy wykorzysta¢ | wypracowania studentéw na ¢wiczeniach prowa-
dzonych metodami konwencjonalnymi .

4) Stosowniej do rodzaju przewidywanych bdtedéw budujemy odpowiednie pro-
gramy korektywne, najczesciej metodg programowania rozgatezionego.

5) Koncowym etapem Jest opracowanie sprawdzianu wiadomosci i umiejetnos-
ci, korespondujgacego merytorycznie z zestawem pytan Sprawdzajacych stopienh
opanowania przez studentéw tekstu konwencjonalnego.

Po takim przygotowaniu materiatu przystepujemy do programowania weddug
schematu strukturalnego podanego na str. 9.

Bloki programowane spedniaja w przedstawionej metodzie- giéwnie funkcje
korektywne. Przekazuje sie w nich niekiedy informacje o.charakterze pomocni-
czy®, pochodne wobee tych, ktdére zawarte sga w tekscie konwencjonalnym.
Sprawdziany (zadania) stawiaja studenta w sytuacji problemowej, wymagaja od
niego zastosowania poznanych poje¢, praw i reguk w nowych warunkach, uza-
sadniania i weryfikowania sadow. W ostatnim bloku na ogét podajemy tekst
programowany dodatkowy wyjasniajacy, zroéznicowany stosownie do popednianych
btedow.
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Schemat strukturalny programu

Instrukcja dla studenta

X

Pierwszy fragment tekstu

konwencjonalnego (zawiera
podstawowe dla danego te-
matu pojecia, twierdzenia,

reguty Itp.)

Sprawdzian opanowania przez
studentéw podanych w bloku 2
tresci, materiatu nauczania.

a) dobrze

X X
Zadania lub ¢wi-
czenia dla samo-
dzielnej pracy
studenta.

a) dobrze b) zle
Odpowiedz

dobrze zle

b) zle

4_b. Tekst pro-
gramowany w przy-
padku btednych
odpowi edzi

Sprawd2ian

dobrze zle -

Tekst programowany

zréznicowany sto-
sownie do rodzaju

btedoéw

Sprawdzian
Odpowiedz

dobrzej zle

Drugi fragment
tekstu konwencjo-
nalnego



4. PRZYKLADOWY TEKST PROGRAMOWANY

Nizej zostat podany przyktadowy fragment programu o konstrukcji zblizo-
nej do programu blokowego, obejmujacy informacje o ekstremum funkcji jednej
zmiennej. Program przeznaczony jest dja samodzielnej pracy studentéw.

(W przyktadzie nie zostaly uwzglednione bloki 4b i 5 schematu struktural-

nego) -

EKSTREMUM FUNKCJI

4_.1. Definicja ekstremum funkcji y @ f(X)

Niech funkcja f(xX) bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu xQ .
Fuhkcja f(xX) ma w punkcie XxQ
maksimum minimum
lokalne, jezeli istnieje taka liczba dodatnia £, ze dla kazdego x e S(X0}£)

spekniona Jest odpowiednio nieréwnosé
f(x) 4 f(xs) f(x) » F(x0).

Jezeli sa spednione odpowiednio nieréwnosci mocne
fx) < f(xf) ) > f(x0)

to maksimum (minimum) lokalne nazywamy wkasciwym. Maksima i minima funkcji
nosza wsp6lna nazwe ekstreméw funkcji.

Ekstremum lokalne w punkcie xQ jest pojeciem odnoszgcym sie do dostatecz-
nie matego otoczenia T(x0]|6)j fakt ten wyraza stowo lokalne. Okreslone tu
ekstremum lokalne nalezyodrézni¢ od tzw, ekstremum absolutnego (maksimum
absolutne, minimumabsolutne), ktére  jestpojeciemintegralnym, odnoszacym
sie do pewnego zbioruj (np. do catej dziedziny funkcji) i1 oznacza najwiekszg
(albd odpowiednio najmniejsza) wartos¢ funkcji w tym zbiorze. Piszac krétko
ekstremum bedziemy mieli zawsze na mysli ekstremum lokalne.

Na rys. 1 przedstawiono wykres funkcji

f(X) » x3 + 8x2 - 9x 2,



ktéra ma maksimum wkasciwe w punkcie x m -3, przy czym f(-3) < m 25,
a minimum wkasciwe ma w punkcie x » 1, f(1) - y™ _ 7.

(Na rys. 1 przyjeto na osiach uktadu rézne skale),
Funkcja okreslona wzorem

w swej dziedzinie naturalnej, ktorag jest przedziat [-1,. 1] , ma maksimum w
pukcie 0, przy czym ymalfB - 1 (rys. 2). Maksimum to jest jednoczesnie naj-
wiekszg wartoscig funkcji w przedziale {*1, 1]. W punktach X,, m -1 1 ijm 1
funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejsza, réwng zera. Funkcja nie posiada mini-
mum, poniewaz nie jest okreslona w zadnym otoczeniu punktu x1 - -1 ani punk-
tu x2 - 1.

Rys. 2



Funkcja f(x) okreslona w pewnym otoczeniu

maksimum puritu xQ j przyjmuje w tym punkcie ekstremum
lokalne lokalne wkasciwe, Jezeli:
a) istnieje taka liczba - - .0, ze dla
kazdego . . . . . . . spedniona jest nieréwnosé

) fx) f(x0) albo ) £(*0)
maksimum lokalne

whasciwe b) przedstaw graficznie otoczenie punktu xO.

Przejdz na str. 13 Aj

(ze str. 13)

Bl

lokalne Jezeli dla kazdego x € S(xcj 5) spedniona
jjest nieréwnosc: |

minimum lokalne fx) > f(x0),
zbioru wéwczas F(X) przyjmuje w punkcie x . . . . . . . ..
dziedziny

a Jezeli speiniona Jest nieréwnosc:
fx) > f(x0),

wéwczas funkcja F(X) przyjmuje w punkcie Xx»xQ

Przejdz na str. 13 Bg



x e S(x#+6)

<

V 5 * *0+S

ffiinim® lokalne

minimum lokalne
whasciwe

- 13

(ze str. 12)

Jezeli dla kazdego x nalezacego do sgsiedztwa
S(xQ+ S) speiniona jest nieréwnosc:

TGO « F(x0)

woéwczas funkcja F(x) przyjmuje w punkcie xQ

a Jezeli speiniona jest nieréwnosc:
fx) < £(*0)

wéwczas méwimy, ze funkcja F(x) przyjmuje

w XO i i i it i ci i daciecacaccacacaaaaaaaaaanan

Przejdz na str. 12

Ze str. 12

B2

Ekstremum lokalne (maksimum .. ... .. ... _._.....
albo . . . e e e e . eee <e>(eme= o0droz-
niamy od tzw. ekstremum absolutnego, ktére odnosi sie
do pewnego ... np. calej

Przejdz na str. 12 Bl
a nastepnie do zadania
4.1,1, na str. 14
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(ze str. 13)

Zadanie 4.1.1. Zbada¢ czy funkcja y - x V4 - x2 przyjmuje w punkatach
XN e -2 1 XE£ & 2 ekstrema.

Poréwnaj swoje rozumowanie z wyjasnie-
niem podanym na str. 15.

Zadanie 4.1.2. Sporzadzi¢ szkic wykresu funkcji

W3() - - x3 + x2

w przedziale (-1, 1) i zbada¢, czy w tym przedziale funkcja W3(xX) moze
przyjmowaé ekstremum.

Poréwnaj twoja odpowiedZz z rys. 4 na
str. 15 1 str. 16.
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(ze atr. 14

Do zadania 4.1.1. Funkcja y » X Y - x2 Jest okreslona w przedziale
-2 < X € 2. Poniewaz funkcja ta nie Jest okreslona w otoczeniu punktu x" -
» -2 ani punktu x2 = 2, wiec w tych punktach nie posiada ekstreméw. Funkcja
ta moze przyjmowac¢ ekstrema w innych punktach.

Zbadaj znak 1 miejsce zerowe funkcji 1 nastepnie wyznacz jej przedziaty
monotonicznosci. Sporzadz szkic wykresu funkcji.

Poréwnaj swdj wykres z rys. 3
na str. 16.

Do zadania 4.1.2. Funkcja Wj(x) jest wielomianem, zatem jest ciagta. Aby
sporzadzié¢ szkic wykresu funkcji WN(X), zbadaj wstepnie funkcje w podanym
przedziale:

a) zbadaj znak funkcji w tym przedziale,

b) oblicz wartosci funkcji na krancach przedziatu!,

c) wyznacz miejsca zerowe funkcji,

d) wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji.

Teraz sporzadz szkic wykresu funkcji.

Pordéwnaj swoje wyniki z wyjasnieniem
podanym na str.16.
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(ze str. 15
Do zadania 4.1.1
Funkcja y « x j4 - x» przyjmuje minimum w punkcie = -z T ymin “ -2»
za$ maksimum w punkcie x2 - VWF, ymits “ 2.
Przejdz na str, do zadania4.1.2.
Do zadania 4.1.2. Funkcja Wj(x) przyjmuje w punkcie = 0 minimum 1
7mir,/0 - °* a maksimum w punkcie x2 - | | YaaksJ§8) m57.

Przejdz na str. 17.
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(ze str. 16)
4.2. Twierdzenie Fermata

Zaktadamy, ze

a) funkcja f(X) ma w punkcie xQ ekstremum,
b) pierwsza pochodna w punkcie xQ istnieje,

twierdzimy
f*"(x0) - 0

(Jest to tzw. twierdzenie Fermata).

Dowéd. Poniewaz istnieje pochodna *(xQ), wiec
f*(x0-) - f(x0H) - 7 (xX0).

Dalsze rozumowanie przeprowadzimy w przypadku maksimum.
Jezeli funkcja f(X)
5> 0, ze:

fx, + h%] - f(x )

ma w punkcie xQ maksimum, to istnieje taka liczba
dla -6<h<0

f(x + h) - f(x
( 2----)\————S—22’\ o dla 0< h< &,

Wobec powyzszych nieréwnosci mamy:
f'()b -) > 0, natomiast f'(x,0+) < 0.

Poniewaz istnieje pochodna f’(xQ) 1 f*(x0) >0 oraz f(XOK 0. wiec

f(x0) -0

Rys. 5
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Punkt, w ktérym pierwsza pochodna funkcji f(x) Jest réwna zero, nazywamy
punktem stacjonarnym tej funkcji.
Wnlosekt Warunek
f"(x#) - 0
Jest warunkiem koniecznym na to, aby funkcja f(x) roézniczkowalna w punkcie

x miata w tym punkcie ekstremum. Warunek ten nie Jest Jednak wystarczaja-
cy, na to wskazuje przykdtad funkcji

f&x) - x - 13
w punkcie x8 « 1.
Istotnie, f"(1) « 0, Jednakze dla x< 1 otrzymujemy (x - 1)3< 0, zas
dla x > 1 (x - 1)3 > 0. Funkcja y - (x-1)3 nie ma ekstremum w punkcie

XQ » 1 (rys. 6).

Podane twierdzenie Fermata ulatwia poszukiwanie ekstreméw, bowiem funk-
cja ciagta f(x) moze przyjmowaé¢ ekstremum Jedynie

*) w punktach, w ktérych pochodna nie jistnieje,
b) w punktach, w ktérych pochodna (Jezeli istnieje) f (X)) przyjmuje wartosé
réwna zero.

Przejdz na str. 19.
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(ze str, 18)
Zaktadamy, ze
stacjonarnych a) funkcja f(x) Jest w punkcie xQ rézniszko-
walna,
0 b) posiada w tym punkcie ekstremum.
Fermata Twierdzimy, Z e ..o o i i
Punkt, w ktérym f*(x) - 0 nazywamy punktem
Przejdz na str. 20 A2
(ze str. 20)
B
f"(x#) - 0 W dowodzie tzw. twierdzenia Fermata korzy-
wystarczajacym stamy %,FC_)WF\OSGI POChOdn)_’Ch --------- -
(oczywiscie Jezeli funkcja f(xX) Jest w punkcik
XO cciiiiaaaa )}
Twierdzenie Fermata Jest bardzo przydatne
w poszukiwaniu . . < ... ..o--. funkcji

Przejdz na str. 20 B2



f7(x0) e

stacjonarnym

Jednostronnych
rézniczkowalna
jekstreméow

rézni czkowainycfc
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(ze str. 19)

Gdy funkcja f(x) Jest roézniczkowalna w pewnym
przedziale, to ekstremum moze wystapi¢ tylko w
punktach  _._.._._._.._.... funkcji.

Aby funkcja t(x) roézniczkowalna w punkcie xp
miata w tym punkcie ekstremum, konieczne jest,
aby F*(X) «  ......... Twierdzenie to nosi nazwe
twierdzenia.......... ..

Przejdz na str. 19

(ze str. 19)
B2
Warunek konieczny . . . . . . . . istnienia
ekstremum funkcji roézniczkowainej w punkcie xQ
nie Jeat warunkiem ... ... ... .. ... ..... Mozna

poda¢ przykdad takiej funkcji F(X) roézniczkowat-
nej, ktérej pierwsza pochodna w punkcie x » xQ
zeruje sie, lecz funkcja f(xX) nie ma w punkcie
xg ekstremum, np. y - X3 w punkcie x - 0.

Przejdz na str. 21 do zadan.



(ze str. 20)

Zadanie 4.2.1. Znalez¢ ekstrema funkcji

y(x) - 9(x3 - x2).

Poréwnaj 3woJde rozwigzanie z wynikiem
na str. 22.

Zadanie 4.2.2. Czy funkcja

yoy * X1

przyjmuje w jakim$ punkcie ekstremum?

Poréwnaj odpowiedz z wynikiem na
str, 22.
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(ze str. 21)

Do zadania fr.2.1. Obliczamy pochodng funkcji
y*(xX) - 9(3x2 - 2x).
Zauwazmy, ze

y'(x) - o

dla x1 - « oraz dla x2 - 2

Tylko w punktach x* oraz x2 moze funkcja przyjmowac¢ ekstremum. Dalej stwier-
dzimy, ze w sasiedztwie punktu x1 « O funkcja y(x) przyjmuje wartosSci mniej-
sze niz w samym punkcie x1 » 0, wobec tego w punkcie = 0 wystepuje maksi-
mum. Zbadaj podobnie czy w punkcie x2 funkcja przyjmuje ekstremum.

Poréwnaj swoje rozwigzanie z wynikiem
na str. 23.

Do zadania A.2.2. Funkcja

y(x) - K1
posiada pochodng w kazdym punkcie x1 i O, ale pochodna nigdzie nie zeruje
sie.
da x < 0 otrzymujemy bowiem y*(xX) « -1, natomiast dla x >0 y"(X) - 1.

V punkcie X» m 0 funkcja y(x) » |xt nie ma pochodnej. Tylko w tym punkcie
ta funkcja moze mie¢ ekstremum. Poniewaz |x] > 0 dla x ft 0, wiec funkcja

y(x) - ixi

@ minimum w x1 = O, y™ni0) *I°Im 0 (*T8« 8)»

Przejdz na str. 23.
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(ze str. 2)

2
Do zadania 4.2.1. W sasiedztwie punktu *2*7 wartosci funkcji y(x) sa wie-
ksze niz w samym punkcie x2. W tym punkcie funkcja y(X) przyjmuje minimum,:

ymIn(f> “ 7 1 * (rys* 7)*
2
X 0 3
reo o o
rco o °
Rys. 7

Do zadania 4.2.2

Przejdz na str. 24.
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(ze str. 23)

4_.3. Pierwszy warunek wystarczajacy ekstremum

Jezeli funkcja f(X) Jest ciagta w punkcie xgt a ponadto posiada pochodng
*(X) w pewnym sasiedztwie S(xg}6), przy czym
=) > 0 dla xQ -6 < x <x0

() <0 *  x# e<x < xFeo, <)
to funkcja f(x) ma wpunkcie xg maksimum whkasciwe (rys. 9).
Jezeli natomiast spedniony jest warunek:
>»() <0 dla xQ -S < x < x0
®

»(x) >0 » x0 <x < x0 +5,

to funkcja f(x) ma w punkcie xQ minimum wkasciwe.

Dla uzasadnienia zauwazmy, ze dla x e S(xQ} ¢») funkcja f(x) speinia za-
+ozenia twierdzenia o przyrostach w przedziale (xQ, x) (oczywiscie xQ > x
albo xg < X).

W réwnosci

;0 FOGO - F(x0) » *(¢) . (X - xQ) (c e T(x0,™))

Znak iloczynu

@ . & -xQ).
zalezy od znaku f*(c) oraz od znaku przyrostu zmiennej niezaleznej (X - xQ)-
Krotka analiza znaku iloczynu £*(c) . (x - xg) pozwala uzasadni¢ warunki

@ 1 O

Rys. 9
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Zwykle méwimy, ze funkcja roézniczkowalna w pewnymotoczeniu punktu x
przyjmuje w punkcie x = xQ maksimum whkasciwe, jezeli

i"(x0) - 0

i jezeli f’(X) zmienia znak z dodatniego na ujemny, gdy X rosngc przechodzi
przez xQ,

- Drugi warunek wystarczajacy ekstremum.

Jezeli funkcja f(x) ma w pewnym otoczeniu punktu xQ druga pochodng, kté-
ra jest ciagta w punkcie x = xQ, a ponadto

f*(x0) =0 oraz f**(x0) 4 0*

to funkcja f(xX) ma w punkcie x = xQekstremum whkasciwe.W szczegélnosci,
jezeli

f"(x0)> 0,
wowczas funkcja f(x) ma w punkcie x « X,, minimum wkasciwe, natomiast jezeli
7 (*0)< O,

woéwczas Ffunkcja f(x) ma w punkcie x < xQ maksimum wkasciwe.

Dowdd; Wobec przyjetych zatozenn mamy na podstawie twierdzenia Taylora

£ (0 ,
&) - F(xQ) - — x - xQ) cQ e 3(x, xQ)

Znak iloczynu

zalezy tylko od znaku drugiej pochodnej f” |5C0)’ gdyz dla kazdego x z oto-
czenia punktu x = xQ drugi czynnik i(x - XQ) jest dodatni. Stad dla
f**(x0)> 0 otrzymujemy nieréownos¢ j(w. o zachowaniu znaku)

f&x) - f(*0) >0, czyli f(x0) < ),

a wiec w punkcie x = xQ jest minimum wkasSciwe.
Gdy natomiast f*”(x0) < 0, wdéwczas

fO) - fF(xQ) < 0, czyli f(xQ) > f(X),

zatem funkcja f(X) osiaga w punkcie x « x0 maksimum wkasciwe.



przedziale
maleje

rosnie
mrHbub

0
<0

minimum

lokalne

whasciwe
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(20 str* 25)

Jezeli funkcja f(X) spednia w pewnym otoczeniu
punktu x = xQ zatozenia twierdzenia Lagrange®a,
to w roéwnosci

) - F(x0) - F*(c).(x - xQ)
iloczyn . . . . . . . . .. jest dodatni, jezeli
*~(c) oraz X - X0

sg tego samego - . - . - - . .
Zatem, Jezeli x - x0< 0, to réwniez

<0.

Jezeli natomiast x - xQ > 0, to réwniez

Przejdz na str. 27 Ag

(ze str. 27)

Zwykle méwimy, ze funkcja f(xX) rézniczkowalna
w pewnym otoczeniu punktu xQ przyjmuje w punkcie
X « X0 minimum wkasciwe, Jezeli

T X) =
1 gdy x roshac przechodzi przez punkt xQ pochodna

FOO - e e

z ujemnego na - . . - - - . .

Przejdz na str. 27 Bg



(C) <* - *0)
znaku
"(©

() >0

znak
dodatni
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(ze str. 26)

Z wnioskow twierdzenia Lagrange’a wiemy, ze Je-
zeli w pewnym przedziale x - xQ pochodna

f"x) < 0,
to funkcja tO) w tym ...
.......... Jezeli natomiast w przedziale
X - Xg pochodna

f(x) > 0,
to f) 0 .. w tym przedziale.

Jezeli pochodna funkcji w punkcie X * XQ przyj-

muje wartos¢ rowng zero i w otoczeniu tego punktu
zmienia znak z ujemnego na dodatni, wéwczas w punk-

ciex=xQJeart. ... ... ..o iaaaaaan -

Przejdz na str. 26 Bl.

(ze str. 28)

Jezeli funkcja f(x) Jest dwukrotnie rézniczko-
walna w pewnym otoczeniu punktu xQ i jezeli

f’UO0) - ......... oraz 7 (xXQ)

to funkcja F(X) w punkcie X - XxQ przyjmuje maksi-
mum lokalne wkasciwe. Natomiast, jezeli

f*"(x0) « 0 oraz f,f(x0)> 0,

woéwczas funkcja f(x) przyjmuje w punkcie x - X

Przejdz na str. 28 do zadania.
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(ze str. 27)

Zadanie 4.3.1 Wykaza¢, ze funkcja

yx) - $~x

nie przyjmuje ekstremum.

Poréwnaj swoje rozwigzanie z wynikiem
na stronie 29.

Zadanie 4.3.2 Wyznaczy¢ ekstrema funkcji

) - 2x2 + Ix1

Poréwnaj odpowiedz z wynikiem podanym
na str. 29.
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(ze str. 28)

Ba zadania 4.3.1» Obliczamy pochodnag funkcji y(x)

y oo - - ¢V 0)
3. fn

Pochodna y >(x) jest okreslona dla kazdej wartosci x roéznej od zera. Stwier-
dzamy, ze pochodna y"(x) dla wszystkich x/ 0 jestdodatnia, zatem funkcja
y(x)jest stale rosngca. Z tego wynika, ie nigdzie nieprzyjmujeekstremum.

Przejdz na str. 28 do zadania 4.3.2.

Do zadania 4.3.2. Nalezy zauwazy¢, ze funkcja f(x) posiada pochodng w kaz-
dym punkcie xQ 4 0. ¥ punkcie xQ « O Jfunkcja f(x) jest ciagta. Pochodna

»(X) - 4x - 1 <0 dla x< 0

() «4x + 1> 0 dla x > 0.

Poniewaz pochodna funkcji f’(X) w sasiedztwie punktu x » O zmienia znak
z ujemnego na dodatni, gdy X rosngc przechodzi przez 0, stwierdzamy, ze
badana funkcja ma minimum w punkcie xQ - 0.

fOOmin. - F(*0) ” i(0) « 0.

Przejdz na str. 30 do zadania 4.3.3.
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(ze str. 29)

Zadanie 4.3.3. Wskaznik wytrzymatosci W belki prostokatnej poziomo lezacej
wyraza sie wzorem:

gdzie x jest szerokoscig, y - wysokoscig przekroju belki.

Jak wycig¢ z pnia majacego ksztalt walca, ktérego podstawa ma Srednice
réwng a, belke prostokatng o najwiekszym wskazniku wytrzymatosci?

Poréwnaj odpowiedZz z wynikiem podanym
na str. 31.

Zadanie 4.3.fr. St6t ma ksztatt kota o promieniu r m 60 cm.
W jakiej odlegtosci ponad powierzchnig stotu nalezy zawiesi¢ zaréwke, aby
brzeg stotu byt najlepiej oswietlony?

Poréwnaj odpowiedz z wynikiem podanym
na str. 32.
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(ze str. 30)
Do zadania 4.3.3. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
(€D) y2 - a2 - z2, (rys. 10)
Zatem
VX) -~ (a2 -x3) dla 0 <x <a.
Obliczamy przy jakich wartosciach funkcja W(X) moze osiagna¢ maksimum.

W(x) Jest funkcjg wszedzie ciagla oraz posiada pierwszg i1 druga pochodna.
Pierwsza pochodna ma postac:

WU) » 5 (a2 - 3x2).
Stad

w*(x0) - O, gdy x0 - -t- .

Obliczamy druga pochodng funkcji W)
Wo»(X) - -X .
Poniewaz

VvV’ (x0) <0,
VT
wiec funjccjak W(x) osiaga w punkcie xg A -Mmaksimum.
(453
Z réwnania (1) obliczamy yg. Otrzymujemy yO - a .y
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(ze str. 30)
Do zadania 4.3,4. Oswietlenie elementu powierzchni stotu jest odwrotnie

proporcjonalne do kwadratu odlegtosci od Zrédta Swiatda k oraz wprost pro-
porcjonalne do cosinusa kata podania ct (rys. 11)

Rys. 11

Szukany zatem ekstremum funkcji

cogoc
k

7 —

Z rys. 11 jwynika, zei

Funkcje y mozemy jwyrazi¢ jako funkcje kata

y , () » Zgb«» 1722, @
r

Funkcja f(oc) Jest ciggha i rézniczkowalna dla ot z przedziatu 0< ac< N -

Wyznacz ekstremum funkcji (@)-

Poréwnaj wyniki na str. 33.



(ze atr. 32)

Do zadania 4.3.4. Poniewaz funkcja

. 2
@) ,, cosacesin

jest dwukrotnie rézniczkowalna, korzystamy dla wyznaczenia ekstremum z dru-
giego warunku wystarczajacego ekstremum.
Obliczamy pochodng
! ind 2 .
() *~2 (- sinice + 2cos“a sincr).
r
Po przeksztakceniu
f*(oc) = ~2 sinoj,(@ cos2ac- 1).
r
Dla er w podanym przedziale 0 < as < ™ otrzymujemy:
f°@®) = 0, gdy cososO >
Obliczamy druga pochodng:
» i .2 . ? 3
f” (oe) * (-3 cosoc sin"a -4cosotsin ‘er ¢ t2cos ae).
r
Po przeksztatceniu

~"(0s) - . (9cos2oc- 7).

Dla cos oC, & "pochodna drugiego rzedu t,f(ae) jest ujemna, otrzymamy bo-
«>

- L - L. Vo o.ooe - e - o
Zatem funkcja f(oi) osigga maksimum w punkcie ooo* Szukang odlegdo$¢ x wy-
znaczamy z warunku:

r r cosos r cos s

X" -ger * sinac ¢
cos oc

Ostatecznie
42,3.
Odpowiedz: Zardwke nalezy zawiesié na wysokosci okodo 42 cm, v

Przejdz na str, 34.



(ze str. )

4.4. Uogélniony warunek wystarczajacy ekstremum

Zak6zmy, ze funkcja f(x) posiada w pewnym otoczeniu punktu x = xQ po-
chodne az do n-tego rzedu wkacznie (n > 1) oraz:

D fx0) = F'(xQ) = . . .= F(~1)(0) . O,

2) pochodna  f*n~(xQ) t 0 Jest ciggta w punkcie X = XQ.

Twierdzimy! Gdy n jest liczbgnieparzystg, to wpunkcie X =xQ nie wyste-
puje ekstremum. Gdy natomiast n jest liczba parzysta,wéwczas w punkcie
X - x0 wystepuje:

maksimum wkasciwe, gdy fn\xg)<O0

minimum wkasciwe, gdy fn~r(xg) > 0.

Dowéd; Uwzgledniajac zatozenia 1) i 2) w twierdzeniu Taylora otrzymujemy:

gdzie c e Q(x0i £).

Jezeli zatozymy, ze n Jest liczbg parzystg, dowdéd przeprowadza sie ana-

logicznie Jak w przypadku, gdy n m 2.
Przypusémy obecnie, ze n Jest liczba nieparzystg 1 zatdézmy, ze:

f()(x0) > 0.
Bioragc x > xQ dostatecznie bliskie xg otrzymujemy:
f(n)x) >0 oraz (X - xg)n >0,

stad wniosek, ze:
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fx) - f(xg) >0, czyli fx) > t(xg9)-
Przyjmujac zas, ze x <*0 Jest dostatecznie bliskie xg mamy:

fA(x) > 0 oraz (x - x0)n<o,

fO) - F(x0) < 0, czyli OO < f(xg)

Z powyzszego wynika, ze w otoczeniu punktu x * xQistniejawartoscifunkcji
f(X) wieksze i mniejszeod f(xg), czyli w punkcie x » xQnie wystepuje eks-
tremum.

Przejdz na str, 34.



trzy

f(h)(x0)< O

f(n)(x0)> 0

Taylora
nieparzystego
nie

wystepuje
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(ze str.35)

Uog6lniony warunek wystarczajacy ekstremum
wykorzystujemy, gdy funkcja f(xX) w pewnym otocze-
niu punktu x » xQ spednia trzy zatozenia:

1) posiada pochodne . . . . . . . . ... ....
rzedu wkacznie (n . . .),

2) w punkcie x = xQ

F(x0) “ F7 (0). = onon... - F(n~1)(x0)

wszystkie sg réwne zero,

3) F(n)(x0) 4 O~est ciggta w punkcie X » XQ
oraz n jest liczby*._ ... ... -

Przejdz na str. 37

(ze str. 37)

Bl

Jezeli funkcja f(X) w pewnym otoczeniu punktu
X « XQ ma pochodne az . . . . . . . . . . . . ..
.............. (n>1) oraz jezeli
1I’C0) = F7*xX0) » . . . = . . . = f(n-"}(x0 =

= i n jest liczba nieparzysta, ale

ciagta w punkcie x » xQ jest.._.._.._..._....
zera® wéwczas twierdzimy, ze w punkcie x = xQ
ekstremum.

Przejdz na str. 37 B2.
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(ze str. 36)

h.

Jezeli funkcja f(X) w pewnym otoczeniu punktu
az do X = XQ speknia te . . . . . * warunki, to twier~
dzimy, ze funkcja f(X) w punkcie X « xQ ma:

n - tego
a) maksimum wkasciwe, gdy . . . - . . . . . . . .
>1 b) minimum whasciwe, gdy . . . . . . . .
parzysta
Przejdz na str. 36 )
(ze str. 36)
W dowodzie tego twierdzenia korzystamy ze
do n - tego wzoru . . ... . . Wykazujemy opierajac sie na
rzedu ciggtosci f(n)(x), tedlan . ., _____._._._._._._.
whacznie w otoczeniu punktu x - xQ istnieja wartosci
0 funkcji f(X) wieksze i mniejsze od f(x0), zatem
rézna od w punkcie x “ XQ .
nie ekstremum.
wystepuje

Przejdz na str. 36 B1l a nastepnie do
zadania 4.4.i. str. 38.



(ze str. 37)

Zadanie 4.4_.1» Zbada¢ czy funkcja

Q) « (x - 2)*

przyjmuje w Jakim$ punkcie x = X0 ekstremum.

Poréwnaj swoja odpowiedZz z wynikiem
na stronicy 39.

Zadanie 4.4.2. Wyznaczy¢ punkty, w ktérych funkcja

f(X) » ex ¢ e~x + 2eo0s X

osigga ekstremum.

Poréwnaj odpowiedZz z wynikiem na
str. 39).
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Do zadania 4,4.1. Wszystkie pochodne az do pochodnej rzadu n-1 sg w punkcie
XQ « 2 réwne zero, a n-ta pochodna

f(n)) - nt
jest dodatnia.
Gdy n jest parzyste, wowczas w punkcie xQ « 2 istnieje minimum. Nato-

miast gdy n jest nieparzyste, wowczas funkcja f(x) & (x - 2)n nie przyjmuje
ekstremum.

Przejdz na str. 38 do zadania 4.4.2.

Do zadania 4.4.2. Punkt xQ * O jest punktem stacjonarnym, gdyz w punkcie
tym jest réwna zero pochodna

() « ex - e~x - 2sin x.

Mamy dalej
*»(X) » ex ¢ e“x - 2cos X f*©0) -0
@ ex - e X + 2sin x f°**0) » 0
FW(X) - ex ¢ e“x * 2cos x t)@©) - 4

Poniewaz pierwsza nie znikajaca w punkcie xQ - 0 pochodng Je$t pochodna
rzadu parzystego* mamy tu ekstremum* a mianowicie minimum* bo t ©)> 0«

We> *4

Przejdz na str. 39.



5. ROLA tACZENIA NAUCZANIA PROGRAMOWANEGO
Z NAUCZANIEM KONWENCJONALNYM MATEMATYKI
W WYZSZEJ SZKOLE TECHNICZNEJ DLA PRACUJACYCH

W omawianej organizacji procesu dydaktycznego nauczanie programowane
spedniarole pomocnicza w przygotowaniu studentéw do optymal-
nego korzystania z wykdadu.

Dostarczone studentom teksty programowane zaznajamiaty studentéw z
podstawowymi elementami okreslonej partii materiatu nauczania
oraz nie dopuszczaty do narastania luk w wiedzy wskutek nieuwagi na wyk¥a-
dach lub ¢éwiczeniach, przez co przygotowywaty stuchaczy do lepszej percep-
cji wykdadu.

Natomiast g4+o6wna i kluczowa pozycja w catym procesie
nauczania jest wykdad.

Dla przygotowanych stuchaczy konwencjonalny wykkad moze ujmowa¢ materiat
nauczania w sposbb pogdtebiony i rozszerzony, przy
réwnoczesnym urszmaiceniu odmiany wykdadu. Dla takich studentéw wykdad cze-
Sciej moze by¢ wyktadem problemowym, w ktéorymlpodaje sie jpe-
wne tresci w postaci probleméw rozwigzywanych przez wykdadowce. W wyktadzie
problemowym takie katwiej mozna ilustrowaé¢ zastosowanie matematyki w roz-
wigzywaniu zadan z zakresu nauk technicznych.

Druga wazna odmiana wykdfadu to wk#ad porzagdkujagcy i u-
trwa tajacy pewien zakres przerobionego materiatu nauczania.

W takim wyktadzie mozna uja¢ syntetycznie wyniki czastkowych opracowan w
pewna catosc,

Obie odmiany wykd#adéw sg wrecz konieczne w nauczaniu matematyki na stu-
diach technicznych dla pracujacych. Do wkasciwego odbioru szczegllnie tych
dwoch rodzajow wykdadow wkaczjenle nauczania programowanego przygotowuje au-
dytorium.

W organizacji procesu dydaktycznego, w ktéorej whkaczone jest nauczanie
programowane, wymagane jest bezwzgledne przestrzeganie synchronizacji wszy-
stkich trzech fora zaje¢ dydaktycznych w danym zamknietym cyklu. Koordyna-
cja zaje¢ we wszystkich trzech formach w obrebie danego zamknietego cyklu
warunkuje podniesienie efektywnosci pracy dydaktycznej zardéwno w aspekcie
ekonomicznym, Jak i dydaktycznym.
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WLACZENIE TEKSTOW PROGRAMOWANYCH DO PROCESU NAUCZANIA MATEMATYKI
NA STUDIACH TECHNICZNYCH DLA PRACUJACYCH

Streszczenie

Przedmiotem pracy jest organizacja procesu nauczania matematyki z wlg-
czeniem tekstow programowanych. Zbadano bowiem empirycznie, ze w procesie30
nauczania matematyki utworzenie z Jednostek metodycznych: v

praca studentéw nad tekstem programowanym,

wykdad,

¢éwiczenia tablicowe,

cyklu zamknietego przyczynia sie w wysokim stopniu do efektywnego zdobywa-
nia przez studentéw operatywnej wiedzy. Oméwiono konstruowanie tekstéw pro-
gramowanych metodag }plokowal, podano schemat strukturalny programu oraz przy-
k#adowy tekst programowany .

BKJUOHEHHE HPOrPAMMHPOBAHHHX TEKCTOB B HPOIIECCE
NPEI10AABAHHH MATEtoATHKH B TEXHHWECKHX BY3AX
HA BEHEPHEM H 3AOHHCM OTHEJIEHSC

Pe3due

B padoie onacaaa oprawiana* nponecca npenozaBaHaa uaieuaTHKa c bciiojib-
aoBaHHeu nporpaMMapoBaaHUz ieK®"ioB. SunapHaecKaa nyieu Oujio yciaHOBjteBo,
aio c03Aaaae b nponeoce oOyaeHaa uaTeuaiaKe B3 cme”“ymmaz ueioABuecKai e na-
H*m [
padoia CTyzeaTOB naa nporpauMHpoaaHHUM leKCTou,
xexgsJi,
ynpaacHeHaa c TaSzauaua
aauKHyToro naiota b 3HaaHTeAtHoa uepe cnocoOcTByeT 34>$eKTaBBO»iy npacBaaaaBBB
ciyzeHTaua onepaTiiBHUz sHaaaa.

HpejciaBjieH cnocod uojroTcbkh nporpaMkapoBaHBicc teacToB cacieMoa Ojiokob,
npHBe*eHa teiipyKiypsas czeua nporpauuu, a Taicjee jas npauep taaoro TeitCTa.
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INCLUSION OF PROGRAMMABLE TEXTS TO THE TEACHING PROCESS OF MATHEMATICS
FOR TECHNICAL EVENING STUDENTS

Summary

The organization of the educational process of mathematics; Including
programmable ¢ texts is discussed. The closed cycle consisting in the metho-
dical units such as students marts with the programmable text
lecture
classes
” < been empirically found to be efficient way of teaching students. Texts

¢sign by a block technique is described. The structural scheme of the pro-
gram and an exemplary programmable text are given.*



