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O RELACOACH ZACHODZACYCH POMIEDZY RZUTAMI
TZW. STOZKOWYCH SRODKOW I STOZKOWYCH PODSTAWOWYCH

Streszczenie. W pracy kontynuowane sg rozwazania na temat rzu-
towania dowolnej stozkowej fi , tzw. stozkowej podstawowej na pek
okregéw lezacych w ptaszczyznieX X fi .

Wiadomo, ze miejscem geometrycznym takich $rodkéw rzutéw jest
tzw. stozkowa $rodkéw.

Szczeg6towo rozpatrzono wzajemne podozenia rzutédw na TT stozkowe]j
podstawowej i stozkowej $rodkéw dowodzgc, na podstawie rozwazan
przestrzennych, ze sg one wspo6tosiowe i ortogonalne. Zanalizowano
réowniez szczeg6lne przypadki rzutéw stozkowej Srodkéw - hiperbole
réwnoboczng oraz parabole przystajgca do stozkowej podstawowej .

Rozwazania uzupednionownioskami dotyczacymi ogélniejszego przy-
padku, tj. rzutowania stozkowej podstawowej na pek stozkowych $rod-
kowo-podobnych.

W pracy £1] oméwiono tworzenie i rodzaje tzw. stozkowych $rodkoéw,
z ktorych rzuty zadanej krzywej stopnia drugiego fi tzw. stozkowej podsta-
wowej na dowolna ptaszczyzng X (r6zna od podstawy fi i nierdwnolegta do
niej) sa krzywymi $rodkowo-podobnymi do dowolnie obranej stozkowejg
(rys. 1).

Rys. 1

Ograniczajac sie do przypadku rzutowania stozkowej podstawowej na
okregi (rys. 2) zanalizujmy wynikajace stad relacje zachodzace w pta-
szczyznie X . W tym celu zat6zmy, ze stozkowa podstawowa fi oraz stozkowa
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Rys. 2

Srodkéw 6 zostaty zrzutowane np. prostokatnie na ptaszczyzne £. Best jas-
ne, ze poszczeg6lne punkty stozkowej 6% - sg wowczas Srodkami koline-
acji przeksztakcajacych stozkowa Sil na pek okregéw. Punktami podstawowymi

tego peku sag-rzeczywiste lub urojone punkty pi Q" przeciecia rzutnig X
stozkowe j , a osig wszystkich kolineacji - prosta PO.
Wzajemne potozeniestozkowych £i* i6 badat T. Dyduch KI. wykazujac,
na drodze rozwazanptaskich, ze sa to krzywe wspo6tosiowe i ortogonalne.
W niniejszej pracy obydwie wkasno-
Sci tych krzywych wyprowadzone beda
z rozwazah przestrzennych, ktére
wydajg sie przedstawiaé¢ droge prost-
szg 1 stanowig kontynuacje zagad-
nien poruszonych w rozprawie KJ
2 prac L3] ,DJ wiadomo, ze stoz-
kowe ft i G sg wspdé4srodkowe i prze-
chodzg przez konhce wspélnej Sred-
nicy AB (rys. 1, 2). Wobec tego
w rzucie na ptaszczyzne T (rys. 3)
stozkowefi’i 6. przecina¢ sie beda
w punktach A"i B, a ponadto w dal-
szych dwéch punktach C* i 0" $rod-
kowo-symetrycznych. Rozwazmy jeden
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z tych punktéw, np. c* i zauwazmy, ze jest to rzut wierzchotka S jedne-
go ze stozkéw rzutujacych stozkowg podstawowefS na okregi peku (PQ)X\
WprowadZzmy okrage okreslony punktami C/P/Q/. Best to okrag, na ktoéry
rzutuje sie stozkowg ii z punktu S* (poniewaz zgodnie z zatozeniem s"= C*
tworzaca SS* rzutuje na Z okre$lony punkt stozkowej/i - C). Zgodnie z de-
finicja tworzenia stozkowej $rodkéw punkty przeciecia okregu ¢ z prosta t
(rys. 3) zrzutowane z punktéw A(i b*winny wyznaczy¢ promienie Arl*, B/I1/
przecinajace sie w punkcie stozkowej $rodkéw, a wiec w C. Poniewaz c"t e
wynika stad natychmiast, ze:

c"b"1lcV (1)

c"o"» 0-d" @)

Z roéwnosci (1) i (2) wnosimy, ze punkty A*B,C,3/ sa wierzchotkami prosto-
kata, co oznacza, ze obydwie stozkowe G*“it opisane sa na wspélnym pro-
stokacie. Kierunki bokéw tego prostokata ustalaja kierunki osi, a ponie-
waz obydwie stozkowe maja wspolny $rodek, sa one wspoétosiowe.
Wré¢émy jeszcze do rys. 2. Wida¢, ze styczne do stozkowej £5 w punktach
A 1 B - proste a i b maja kierunek prostopadty do rzutni pionowej. Z dru-
giej strony proste m,n, przechodzace przez punkty A i B réwnolegle do
osi t, sa stycznymi stozkowej S$rodkéw w tych punktach (kazda z tych pro-
stych jest promieniem peku (A) lub (B) odpowiadajgcym promieniowi AB).
Poniewaz 11| JT2, stad m,n _L a,b. Wobec jednoczesnej roéwnolegtosci
a.b.m_nll” zachodzi:

a1 m? b Ln" (©))

Oznacza to, ze rzuty stozkowych fi. i G przecinajg sie w punktach a" i b"
pod katem prostym. Poniewaz jednak, zgodnie z wczedniejszym rozumowaniem,
stozkowe iV i 6" sg wspdétosiowe, wynika stad natychmiast, ze sa one roéw-
niez ortogonalne.

Postawmy jeszcze pytanie czy i1 w jakim przypadku stozkowa $rodkéw moze
by¢ stozkowa o szczeg6lnych whasnosciach miarowych: okragiem lub hiper-
bole réwnoboczng.

Odpowiedz na pytanie pierwsze wynika wprost z ortogonalnosci krzywych
2 16" . W zbiorze stozkowych ortogonalnych do danej hiperboli 6" nie ist-

"W rys. 2 i dalszych przyjeto, ze punkty P i Q, w ktéorych stozkowa prze-
bija rzutnie, sa koncami $rednicy tej stozkowej. Zatozenie takie nie
zmniejsza jednak ogélnosci rozwazan, gdyz dla okreslonego ustawienia
rzutni Z , réwnolegte jej przesuniecie do potozeniaZ ,NZ , w ktorym
punkty P , ="CD fi stanowia konce cieciwy a nis $rednicy, nie zmie-
nia stozkéw rzutujacych i zachowuje przeciecie ichi rzutnig w peku okre-
gow (por. roéwniez (2j).
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nieje okreg, gdyz normalna w dowolnym punkcie okregu jest jego Srednice;
gdyby wiec w jakim$ punkcie hiperboli przecinat sie z nie ortogonalnie
wspotsrodkowy okreg fi" , wowczas styczna do hiperboli w tym punkcie musia-
taby przechodzi¢ przez Srodek tejze hiperboli, co przeczytoby definicji
klasy tej krzywej (opr6cz asymptot - przez Srodek przechodzitaby trzecia
styczna ).

W odniesieniu do pytania drugiego przeprowadZmy nastepujece rozumowa-
nie. Niech na rys. 4 odcinek 3"11Il" reprezentuje rzut pionowy jednego
z okregéw peku (PQ). Zachodzi oczywiscie relacja: PQ = 3111. Proste
fi3NBILI i Alli// 83 wyznaczaje punkty stozkowej $rodkéw, a wiec kie-
runki asymptot hiperboliC . Relacja ta zachowuje sie oczywiscie i w rzu-
cie na X (rys. 5), tj. proste a"3"// b 111" oraz A7I1ll" //a"z" wyznacza-
je kierunki asymptot hiperboli 6 . Aby hiperbola 6" byka réwnoboczna, ze-
damy warunku A13"* 3", tj._by punkt Zz° (a takze I1II") lezat na okre-
gu o S$rednicy fi'Br, wowczas A"b"= 311111, Wynika sted, Zze $rodkowa stoz-
kowa $rodkéw 6" bedzie hiperbole réwnoboczne, kiedy w stozkowej podstawo-
wej (elipsie) $rednica lezeca na osi kolineacji lub do niej roéwnolegta
jest tej samej diugosSci co sprzezona z nie Srednica pq .

Rys. 4

Warto jeszcze zauwazy¢ dwa przypadki:

1) stozkowa 6 “ moze by¢ prosta - ma to miej-
sce woéwczas, kiedy stozkowa/i przecina sie
z rzutnie Z w osi (lub cieciwie do niej row-
nolegtej ). Wtedy : c"s b" a takze d"= a",

2) w przypadku kiedy stozkowa podstawowa
jest parabole (o osi nieréwnolegtej doT).,
stozkowa G" jest roéwniez parabole. Hoze sie
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zdarzy¢, ze obydwie stozkowe ft© i 6" bedg przystajace. Ma to miejsce wow-
czas, gdy punkty przeciecia sie parabol sa wspodliniowe ze wspolnym ich
ogniskiem (rys. 6).

Uzupetniajac powyzsze wywody warto wspomnieé¢, ze dla przypadku rzuto-
wania stozkowej podstawowej nie na pek okregéw lecz na pek stozkowych
Srodkowo-podobnych do dowolnie zadanej krzywej stopnia drugiego (zgodnie
z praca [I1] ) wnioski odnosnie do wzajemnego potozenia stozkowych ft* i G*
sa mniej szczegdélne. Z analogicznych do wyzej rozwazan mozna wnosi¢, ze
stozkowe te posiadaja zawsze wspOlna pare $Srednic sprzezonych (w miejsce
osi). Kierunek jednej z nich jest kierunkiem PQ (a wiec osi kolineacji).
Ustalenie takie eliminuje oczywiscie mozliwoé¢ przyjecia przez stozkowag G"
postaci okregu.
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0 B3AHMHCM 10JIO3KEHHH 1IPOEKUIli-i TAK HA3H3ASMKX KPHBHX UEHTPOB
H KPHBHX HAHAIJIbHHX 2-,! CTEHEHH

P e3 0Ome

B paSoTe npoflojiacaeioa paccyjKAesna b oSjiacm npoeKTHpoBaHH* npoasBojibHoS
KpHBOft 2-ii OTeneHH £l Tan HasuBaeuog HanalibHoii jtpzBo» na ny*toK oKpyraocxa$S
jiexanmx b iuiockocth € *€i u

H3BecTHO, "ito reoMeipH"iecKoe Mecxo ueHTpoB xanax npoeKLHii hbjiaecTH Kpii-
bo2 2-a oieneHH - Tax Ha3H3aeMo2 jspHBoii iieHTpoB,

B noflpoSHOoIH paccMOTpeHo B3anMHoe noaojceHae npreitUHfi Ha -r HanajibHoU
KpHBOfi 52 u KpHBoS UeHTpoB 6 H ~OKaSaHO, Ha OCHOBe npOCTpaneTBeHHbIX.
paccyacfleHHK, sio oée KpHBne aooceBHe h opioroHajiBHHe.

npoaHajiH3HpoBaHH Taiace ocoSeiiHHe cayman npoeieanit KpaBoii aeHxpos - paBHo-
oxopoHHaa nmepdoaa a napadoaa npaoTaioniaH k HanajiBHoft KpHBoSt £~H CTenenH,

PaocyaweHHH AonojraeHH b ub0saMH KacamtHMHOa odmero ozyaaa - npoeKTHposaHHa
HanajiBHoii KpaBoii na nynoK roMoxeTHnecKHX kphbkx 2-8 cienem.
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ON RELATIONS BETWEEN PROOECTIONS OF THE SO CALLED
CONIC CENTRES AND BASIC CONIC

Summary

The paper deals with projection of a conic Si the so called basic
conic into a pencil of circles lying on the planed \Si. It is known,
that centres of such projections are coinciding with a conic the so
called conic centres.

Reciprocal situation of projections of basic and conic centres has
been considered and it is proved on the ground of space consideration,
that those projections have common axes and are orthogonal.

Special cases of projection of conic centres - regular hyperbola and
parabola congruent to the basic conic have been analysed. Considerations
have been completed with conclusions concerning general case - projection
of basic conic onto a pencil of homotetic conics.



