
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 

Seria: fOTEMATYKA-FIZYKA z. 53

__________1989

Nr kol. 1001

Marian PALEO 

Anna POGONOWSKA

O RELACOACH ZACHODZĄCYCH POMIĘDZY RZUTAMI

TZW. STOŻKOWYCH ŚRODKÓW I STOŻKOWYCH PODSTAWOWYCH

St reszczenie. W pracy kontynuowane są rozważania na temat rzu­
towania dowolnej stożkowej fi , tzw. stożkowej podstawowej na pęk 
okręgów leżących w płaszczyźnieX  X  fi .

Wiadomo, że miejscem geometrycznym takich środków rzutów jest 
tzw. stożkowa środków.

Szczegółowo rozpatrzono wzajemne położenia rzutów na TT stożkowej 
podstawowej i stożkowej środków dowodząc, na podstawie rozważań 
przestrzennych, że są one współosiowe i ortogonalne. Zanalizowano 
również szczególne przypadki rzutów stożkowej środków - hiperbolę 
równoboczną oraz parabolę przystającą do stożkowej podstawowej.

Rozważania uzupełnionownioskami dotyczącymi ogólniejszego przy­
padku, tj. rzutowania stożkowej podstawowej na pęk stożkowych środ- 
kowo-podobnych.

W pracy £l] omówiono tworzenie i rodzaje tzw. stożkowych środków, 

z których rzuty zadanej krzywej stopnia drugiego fi tzw. stożkowej podsta­
wowej na dowolną płaszczyzną X  (różną od podstawy fi i nierównoległą do 

niej) są krzywymi środkowo-podobnymi do dowolnie obranej stożkowejg 

(rys. 1).

Rys. 1

Ograniczając się do przypadku rzutowania stożkowej podstawowej na 
okręgi (rys. 2) zanalizujmy wynikające stąd relacje zachodzące w pła­

szczyźnie X . w tym celu załóżmy, że stożkowa podstawowa fi oraz stożkowa
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Rys. 2

środków 6  zostały zrzutowane np. prostokątnie na płaszczyznę £ .  Best jas­

ne, że poszczególne punkty stożkowej 6' - są wówczas środkami koline- 
acji przekształcających stożkową Si1 na pęk okręgów. Punktami podstawowymi 

tego pęku są-rzeczywiste lub urojone punkty pi q' przecięcia rzutnią X  
s tożkowe j , a osią wszystkich kolineacji - prosta PO.

Wzajemne położenie stożkowych £i' i 6  badał T. Dyduch K I .  wykazując,

na drodze rozważań płaskich, że są to krzywe współosiowe i ortogonalne.
W niniejszej pracy obydwie własno­

ści tych krzywych wyprowadzone będą 

z rozważań przestrzennych, które 

wydają się przedstawiać drogę prost­

szą i stanowią kontynuację zagad­

nień poruszonych w rozprawie K J  .

2 prac L3] , D J  wiadomo, że stoż­

kowe ft i G  są współśrodkowe i prze­

chodzą przez końce wspólnej śred­

nicy AB (rys. 1, 2). Wobec tego 
w rzucie na płaszczyznę T  (rys. 3) 

stożkowefi’ i 6. przecinać się będą 
w punktach A'i B', a ponadto w dal­

szych dwóch punktach C' i 0' środ- 
kowo-symetrycznych. Rozważmy jeden
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z tych punktów, np. c' i zauważmy, że jest to rzut wierzchołka S jedne­

go ze stożków rzutujących stożkową podstawowęfS na okręgi pęku (PQ)X \  
Wprowadźmy o k r ą g ę  określony punktami C/P/Q /. Best to okrąg, na który 

rzutuje się stożkową ii z punktu S* (ponieważ zgodnie z założeniem s'= C* 

tworząca SS* rzutuje na Z  określony punkt stożkowej/i - C). Zgodnie z de­

finicją tworzenia stożkowej środków punkty przecięcia okręgu <p z prostą t 

(rys. 3) zrzutowane z punktów A( i b'winny wyznaczyć promienie Ar 1* , B /I / 

przecinające się w punkcie stożkowej środków, a więc w c'. Ponieważ c't ę  
wynika stąd natychmiast, ż e :

c ' b ' 1 c V  (i)

c' o'» 0 'd' (2 )

Z równości (1) i (2) wnosimy, że punkty A* B ,C ,3 / są wierzchołkami prosto­

kąta, co oznacza, że obydwie stożkowe G‘ i SŁ opisane są na wspólnym pro­

stokącie. Kierunki boków tego prostokąta ustalają kierunki osi, a ponie­

waż obydwie stożkowe mają wspólny środek, są one współosiowe.

Wróćmy jeszcze do rys. 2. Widać, że styczne do stożkowej £5 w punktach 

A i B - proste a i b mają kierunek prostopadły do rzutni pionowej. Z dru­

giej strony proste m,n, przechodzące przez punkty A i B równolegle do 

osi t, są stycznymi stożkowej środków w tych punktach (każda z tych pro­

stych jest promieniem pęku (A) lub (B) odpowiadającym promieniowi AB).

Ponieważ 11| JT2 , stąd m,n _L a,b. Wobec jednoczesnej równoległości 
a.b . m . n l l ^  zachodzi:

a' 1  m ’, b’ _L n ' (3)

Oznacza to, że rzuty stożkowych fi. i G  przecinają się w punktach a' i b' 

pod kątem prostym. Ponieważ jednak, zgodnie z wcześniejszym rozumowaniem, 

stożkowe iV i 6' są współosiowe, wynika stąd natychmiast, że są one rów­

nież ortogonalne.
Postawmy jeszcze pytanie czy i w jakim przypadku stożkowa środków może 

być stożkową o szczególnych własnościach miarowych: okrągiem lub hiper­

bolę równoboczną.
Odpowiedź na pytanie pierwsze wynika wprost z ortogonalności krzywych 

2  i 6' . W. zbiorze stożkowych ortogonalnych do danej hiperboli 6' nie ist-

'W rys. 2 i dalszych przyjęto, że punkty P i Q, w których stożkowa prze­
bija rzutnię, są końcami średnicy tej stożkowej. Założenie takie nie 
zmniejsza jednak ogólności rozważań, gdyż dla określonego ustawienia 
rzutni Z , równoległe jej przesunięcie do położenia Z , II Z , w którym 
punkty P , ='CD fi stanowią końce cięciwy a nis średnicy, nie zmie­
nia stożków rzutujących i zachowuje przecięcie icłi rzutnią w pęku okrę­
gów (por. również (2j).
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nieje okręg, gdyż normalna w dowolnym punkcie okręgu jest jego średnicę; 

gdyby więc w jakimś punkcie hiperboli przecinał się z nię ortogonalnie 

współśrodkowy okręg fi' , wówczas styczna do hiperboli w tym punkcie musia­

łaby przechodzić przez środek tejże hiperboli, co przeczyłoby definicji 
klasy tej krzywej (oprócz asymptot - przez środek przechodziłaby trzecia 
styczna ! ).

W  odniesieniu do pytania drugiego przeprowadźmy następujęce rozumowa­

nie. Niech na rys. 4 odcinek 3"III" reprezentuje rzut pionowy jednego 

z okręgów pęku (PQ). Zachodzi oczywiście relacja: PQ = 3III. Proste 

fi3 II B I I I  i Al Ii// 83 wyznaczaję punkty stożkowej środków, a więc kie­

runki asymptot hip e r b o l i C  . Relacja ta zachowuje się oczywiście i w rzu­

cie na X  (rys. 5), tj. proste a' 3'// b' III' oraz A7 III' // a' z' wyznacza­

ję kierunki asymptot hiperboli 6  . Aby hiperbola 6' była równoboczna, żę- 

damy warunku A1 3'± 3' , tj.__by punkt z' (a także III') leżał na okrę­

gu o średnicy fi! B r , wówczas A'b'= 3 1 III1 , Wynika stęd, że środkowa stoż­

kowa środków 6" będzie hiperbolę równobocznę, kiedy w stożkowej podstawo­

wej (elipsie) średnica leżęca na osi kolineacji lub do niej równoległa 
jest tej samej długości co sprzężona z nię średnica p'q' .

x-r

Rys. 4

Warto jeszcze zauważyć dwa przypadki:

1) stożkowa 6 ‘ może być prostą - ma to miej­

sce wówczas, kiedy stożkowa/i przecina się

z rzutnię Z  w osi (lub cięciwie do niej rów­
noległej ). Wtedy : c's b' a także d'= a' ,

2) w przypadku kiedy stożkowa podstawowa 
jest parabolę (o osi nierównoległej doT)., 

stożkowa G' jest również parabolę. Hoże się
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zdarzyć, że obydwie stożkowe ft' i 6' będą przystające. Ma to miejsce wów­

czas, gdy punkty przecięcia się parabol są współliniowe ze wspólnym ich 
ogniskiem (rys. 6).

Uzupełniając powyższe wywody warto wspomnieć, że dla przypadku rzuto­

wania stożkowej podstawowej nie na pęk okręgów lecz na pęk stożkowych 

środkowo-podobnych do dowolnie zadanej krzywej stopnia drugiego (zgodnie 

z pracą [l] ) wnioski odnośnie do wzajemnego położenia stożkowych ft' i G' 
są mniej szczególne. Z analogicznych do wyżej rozważań można wnosić, że 
stożkowe te posiadają zawsze wspólną parę średnic sprzężonych (w miejsce 

osi). Kierunek jednej z nich jest kierunkiem PQ (a więc osi kolineacji). 

Ustalenie takie eliminuje oczywiście możliwość przyjęcia przez stożkową G' 
postaci okręgu.
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0  B3AHMHCM II0JI03KEHHH IIPOEKUili-i TAK HA3H3ASMKX KPHBHX UEHTPOB 

H KPHBHX HAHAJIbHHX 2 - , !  CTEHEHH

P  e 3 10 m e

B paSoTe npoflojiacaeioa paccyjKAesna b oSjiacm npoeKTHpoBaHH* npoasBojibHoS 

KpHBOft 2-ii OTeneHH £l Tan HasuBaeuog HanaJibHoii ¡tpzBo» na ny*toK oKpyraocxaS 
jiexanmx b i u i o c k o c t h  t: * ę i .

H3BecTH0, 'ito reoMeipH'iecKoe Mecxo ueHTpoB xanax npoeKLHii hbjiaecTH Kpii- 
bo2 2-a oieneHH - Tax Ha3H3aeMo2 ¡spHBoii iieHTpoB,

B noflpoSHOoiH paccMOTpeHo B3anMHoe noaojceHae npreitUHfi Ha -r HanajibHoU 
KpHBOfi 52 u KpH BoS  UeHTpoB 6 H ^OKaSaHO, Ha OCHOBe npOCTp a neTBeHHblX. 

paccyacfleHHK, s i o  oóe KpHBne aooceBHe h op io roH a jiB H H e .

npoaHajiH3HpoBaHH Taiace ocoSeiiHHe cayman npoeieanił KpaBoii aeH xpos -  paBHo- 
oxopoHHaa n m ep d oaa  a  napadoaa npaoTaioniaH k HanajiBHoft KpHBoSł £~H CTenenH, 

PaocyaweHHH AonojraeHH b u b osaMH KacamtHMHOa odmero ozyaaa -  npoeKTHposaHHa 
HanajiBHoii KpaBoii na nynoK roMoxeTHnecKHX kphbkx 2 - 8  c i e n e m .
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ON RELATIONS BETWEEN PROOECTIONS OF THE SO CALLED 

CONIC CENTRES AND BASIC CONIC

S u m m a r y

The paper deals with projection of a conic Si the so called basic 

conic into a pencil of circles lying on the p l a n e d  V- Si. It is known, 
that centres of such projections are coinciding with a conic the so 
called conic centres.

Reciprocal situation of projections of basic and conic centres has 

been considered and it is proved on the ground of space consideration, 

that those projections have common axes and are orthogonal.
Special cases of projection of conic centres - regular hyperbola and 

parabola congruent to the basic conic have been analysed. Considerations 

have been completed with conclusions concerning general case - projection 

of basic conic onto a pencil of homotetic conics.


